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CINEMATICA 
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Movimiento relativo 


Vb = Va + Vfl/4 J»B 
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Movimiento de nn cuerpo rigido con respecto a nn 
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Movimiento piano general relativo—ejes trasladantes 

V B - + v fl/i4(p^ador) a B = &A + &B/A (jMsaJor) 

Movimiento piano general relativo—ejes trasladante 
yrotatorio 
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2 £l X (v 5/ .^) 
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Moments) de inertia de masa ^ 
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Ecuaciones de movimiento 


Particula 

2F = /na 

Cuerpo rigido 

SF X = m(a c ) x 

Movimiento piano 

SFj, = m(a G )y 


IMc-Zga 0 SMp=2(jftijt)p 


Principio de trabajo y energia 

Ti + Ui -2 = T 2 

Energia dndica 


Particula 

T = \mv 2 

Cuerpo rigido 
Movimiento piano 
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Uf = J F cos 6 ds 

Fuerza constante 
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Momento de par 
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Poteneia y eficienda 
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Teoiema de conservation de la energia 

Tt + P, = T 2 + V 2 

Energia poteneial 

V = V s + V e > donde V g = ±Wy, V„ = +f Jfci 5 

Principio de impulso y cantidad de movimiento 
lineales 


Particula 

mVj + H j F dt = m \ 2 

Cuerpo rigido 

m ( v G)i + 2 J Fdt = m(v G ) 2 


Conservation de la cantidad de movimiento lineal 

X(syst. = £($yst. mv) 2 


e = 


{V a ) 2 -{V A )2 


Coeficiente de restitucion 

(Vjdi-ivsh 

Principio de impulso y cantidad de movimiento 
angulares 


Particula 

{H g >, + 2 jM 0 dt = {H 0 h 


cbnde H a = (d)(mv) 

Cuerpo rigido 

(He)! + ^ J Mo dt = (He), 

{Movimiento piano) 

t±mde H g = l c o> 
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(Ho), + TjM 0 dt = (H oh 


d>nde H 0 = I 0 co 


Conservation de In cantidad de movimiento angular 

L(sist. H), = 2(sist. H } 2 

























Prefijos SI 


Multiple 

Forma exponential 

Prefijo 

Simbolo SI 

1 000 000 000 

10 9 

giga 

a 

1 000 000 

10* 

mega 

M 

1000 

10 3 

kito 

k 

Submultiplo 

0.001 

10 3 

mill 

m 

0.000 001 

10~* 

micro 

t 1 

0.000 000 001 

10 -9 

nano 

n 


Facto res de conversion (FPS) a (SI) 


Unidad de Unidades de 

Cantidad medicion (FPS) Es igual a medkion (SI) 


Fuerza 

Ib 

4.4482 N 

Masa 

slug 

14.5938 kg 

Longitud 

pie 

0.3048 m 


Factores de conversion (FPS) 

l pie = 12 pufgadas 
1 mi (milla) = 5280 pies 
1 kip (kiiolibra) = 1000 ib 
1 ton = 2000 lb 
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Al estudiante 


Con la esperanza de que este trabajo estimule 
un inter es en la ingenieria mecanica 
y proporcione una guia aceptable para su comprension. 


El propdsito principal de este libro es proporcionar al estudiante una presentacirin 
clara y completa de la teoria y las aplkadones de la ingenieria mec&iica. Para alcan- 
zar dicho objetivo, la obra se ha enriquecido con los comentarios y las sugerencias de 
dentos de revisores que se dedican a la enseftanza, as! como muchos de los alumnos 
del antor. Esta dedmosegunda edicibn ha sido mejorada signifkativamente en reta- 
dbn con la anterior, por to que se espera que tanto el profesor como el estudiante se 
beneficien en gran medida de estas mejoras. 


Caracteristicas nuevas 

Problemas fundamentales. Se locaHzan justo despuds de los problemas 
de ejemplo. Ofrecen a los estudiantes aplicaciones simples de los conceptos y, por 
ende, la oportunidad de desarrollar sus habifidades para resolver ciertas dificuitades 
antes de intentar solucionar algunos de los problemas estandar que siguen. Estos 
problemas pueden considerarse como ejemplos extendidos puesto que todos tienen 
soluciones parciales y respuestas en la parte final del libro. De manera adkional, los 
problemas fundamentales ofrecen a los estudiantes un excelente medio para repa- 
sar antes de los exdmenes; y pueden usarse tambidn como una preparadbn para el 
examen de certifkadbn en ingenieria, en Estados Unidos. 

Modificaciones al contenido. Cada seccibn del texto se revisb con cuidado 
y, en muchas dreas, el material se desarrollb de nuevo a fin de expticar de mejor 
manera los conceptos. Esto ha inciuido agregar o cambiar varios de los ejemplos 
para dar mgs dnfasis a las aplicadones de los conceptos importantes. 

Problemas conceptuales. A lo largo del texto, por io general al final de cada 
capltulo, se incluye una serie de problemas que involucran situaciones oonceptua- 
tes relackmadas con la aplieacibn de los principios de mecinica vistos en el capltu¬ 
lo. Estos problemas de anatisis y disefio estdn planteados para que los estudiantes 
razonen sobre una situacibn de la vida real, en donde una fotografla ejemplifka el 
escenario. Los problemas pueden asignarse despuds de que los estudiantes hayan 
desarrollado derta experienda en el tema. 

Fotografias adicionales. La relevanda de conocer el tema estudiado se refle- 
ja mediante las aplicadones en el mundo real que se ifustran en m4s de 60 fotogra- 
flas nuevas y actualizadas a lo largo del libro. Estas fotografias se us an generatmen- 
te para explicar obmo se aplican los prindpios de mecinica en situaciones reales. En 
algunas secdones, las fotografias se utilizan para mostrar que los ingenieros deben 
crear primero un modelo ideatizado para su analisis, y despuds proceder a dibujar 
un diagrama de cuerpo fibre a partir de dl con el fin de aplicar la teoria. 

Problemas nuevos. En esta edicibn se han agregado aproximadamente 850 
problemas nuevos, 50% del total, incluyendo aplicaciones en biomecdnka e inge¬ 
nieria aeroespacial y petrolera. Asimismo, esta nueva edicibn contiene alrededor de 
17% mds problemas que laedkibn anterior. 





Caracteristicas particulares 

Ademds de las caracteristicas nuevas que se acaban de mencionar, hay otras que 
destacan el contenido del texto, entre eiias las siguientes. 

Organization y enfoque. Cad a capitulo estd organizado en secciones bien 
definidas que contienen una explication de temas especificos, problemas de ejemplo 
ilustrativos y conjuntos de problemas de tare a. Los temas dentro de cada seccidn se 
oolocan en subgrupos definidos por titulos en letras negritas. El propOsito de esto es 
presentar un mdtodo estructurado para introducir cada nueva definicidn o concepto 
y convertir at libro en una util y prictica referencia en repasos posteriores. 

Contenido del capitulo. Cada capitulo comienza con una ilustracibn que 
muestra una aplicaciOn del tema a tratar, y una iista con vifletas de los objetivos del 
capitulo para proporcionar una vision general del material que se cubrird. 

Enfasis en los diagramas de cuerpo libre. A1 resolver problemas, es 
particularmente importante dibujar un diagrama de cuerpo libre, y por esa razdn 
este paso se enfatiza a lo laigo del libro. En particular, se dedican secciones y ejem- 
plos especiates para mostrar cOmo dibujar diagramas de cuerpo libre. Tambidn se 
han agregado problemas de tarea especificos para desanollar esta practice. 

Procedimientos para el andlisis. Al final del primer capitulo, se ptesen- 
ta un piocedimiento general para analizar cualquier problems mecanico. Despuds, 
este procedimiento se adapta para resolver problemas especificos a lo largo del 
Bbro. Esta caracten'stica unica proporciona al estudiante un mdtodo Idgico y orde- 
nado que puede seguir al apticar la teorfa. Los problemas de ejemplo se resuelven 
utilizando este mdtodo esquemfitico a fin de ctarifiear su aplicaciOn numdrica. Sin 
embargo, una vez que se tiene dominio de los principios relevantes y se ha obtenido 
confianza y juicio en el mdtodo,el estudiante puede desanollar sus propios procedi¬ 
mientos para la resoiuckm de problemas. 

PuntO$ importantes. Esta caracterfctica proporciona un repaso o resumen 
de los conceptos mas importantes en cada secciOn y resalta los puntos que deben 
observarse al aplicar la teorfa para la resolution de problemas. 

Gomprension conceptual. Mediame el uso de las fotografias que se induyen 
a lo largo del libro, se aplica la teorfa de una manera simplificada, a fin de ilustrar 
algunas de sus caracteristicas conceptuales mds importantes e infundir el significado 
ffeico de muchos de k>s tdrminos que se usan en las ecuaciones. Estas aplicackmes 
simpiificadas aumeman el interds en el tema estudiado y preparan de mejor manera 
al estudiante para entender los ejemplos y resolver los problemas. 

Prohlema $ de tarea . Ademgs de los problemas fundamental y conceptuales 
que se mencionaron.el libro induye problemas de otro tipo, como los que se descri- 
ben a continuaciOn: 

• Problemas de diagrama de cuerpo libre. Algunas secciones del libro con¬ 
tienen problemas introductorios que sOlo requieren dibujar el diagrama de cuer¬ 
po libre para una situation especifica. Estas asignaciones hardn que el estudiante 
conozca la importantia de dominar esta habilidad como un requisite para obtener 
una soluciOn completa de cualquier problema de equifibrio. 



• Problemas generates de analisis y diseno. La mayorla de los problemas pre- 
suntan situaciones reales en la prdctica de la ingenien'a. Algunos provienen de 
productos reales usados en la industria. Se espera que este real is mo estimule el 
interns del estudiante en la ingenien'a mecinica y ayude a desarrollar la habilidad 
de reducir cuaiquier problema de este tipo desde su descripcidn ffsica hasta un 
modelo o representation simbdlica a la qne se le puedan aplicar los principles de la 
mecdnica. 

A lo largo del libro existe un balance aproximado de problemas que utilizan unida- 
des SI o FPS. Ademis, en todas las series se ha hecho un esfuerzo por oidenar los 
problemas de acuerdo con una dificultad creciente, excepto para los problemas de 
repaso al final de cada capftulo, los cuales se presentan en orden aleatoric, 

• Problemas de eomputadora. Se ha hecho un esfuerzo por incluir algunos pro¬ 
blemas que pueden resolverse usando un procedimiento numdrico ejecutado en 
una eomputadora de escritotio o bien en una caieuladora de botsillo. La intencidn 
es amptiar la capacidad del estudiante para que utilice otras formas de anilisis 
matemitico sin sacrificar el tiempo, para enfocarse en la aplkaridn de los princi- 
pios de la mecinica. Los problemas de este tipo, que pueden o deben resolverse 
con procedimientos numericos, se identifican mediante un sfmbolo “cuadrado” (■} 
antes del numero del problema. 

Al existir tantos problemas de tarea en esta nueva edicidn, se han clasificado en tres 
categorfas diferentes. Los problemas que se indican simplemente mediante un ndmero 
tienen una respuesta al final del Bbro. Si el numero del problema esti precedido por 
una vifleta (*), ademds de la respuesta se proportions una sugerenda, una eeuacidn 
dave o un resuitado numdrico adidonal. Por ultimo, un asterisco (*) antes de cada 
numero de problems indica que dste no tiene respuesta. 

Exactitud- Al igual que con las edidones anteriores, la exactitud del texto y de las 
solueiones a los problemas ha sido verificada con profundidad por el autor y otros 
cuatro colaboradores: Scott Hendricks, Virginia Polytechnic Institute and State 
University; Karim Nohra, University of South Florida, Kurt Norlin, Laurel Tech 
Integrated PubBshing Services; y Kai Beng, un ingeniero practicante, quien ademis 
de revisar la exactitud propordond sugerencias para el desarrollo del contenido. 


Contenido 

El libro est4 dividido en 11 capftulos, en los que los prindpios se aplican primero en 
situaciones simples y luego en oontextos mis complicados. 

La cinemitica de una particuia se estudia en el capftulo 12 y la dndtica en los capi- 
tulos 13 (Ecuaddn de movimiento), 14 (Trabajo y energfa) y 15 (Impulso y cantidad 
de movimiento). Los conceptos de dinimica de una particuia contenidos en estos 
cuatro capitulos se resumen a conti mi acidn en una seeddn de “repaso” y at estudiante 
se te brinda la oportunidad de identificar y resolver varies problemas. El movimiento 
piano de un cueqpo n'gido se presents siguiendo una secuenda similar: capftulo 16 
(Cinematics plana), capftulo 17 (Ecuadones de movimiento), capftulo 18 (Trabajo y 
energfa) y capftulo 19 (Impulso y cantidad de movimiento), seguidos por un resumen 
y un conjunto de problemas de repaso de estos capftulos. 



Si el tiempo lo permite, en el curso se puede incluir una parte del material que impli¬ 
ed el movimiento de un cueipo rigido tridimensional. La cinem&tica y cinetica de este 
movimiento se estudian en los capitulos 20 y 21, respectivamente. Se puede incluir 
el capitulo 22 (Vibraciones) siempre que el estudiante cuente con el conocimiento 
matembtico necesario. Las seociones del libro que se consideran fuera del ambito del 
curso de dinbmica bfisico se indican por medio de una estrella (+) y pueden omitirse. 
Observe que este material tambidn constituye una referencia apropiada de los prin- 
cipios Msicos cuando se estudia en cuisos mis avanzados. Por dltimo, el apbndice 
A incluye una lista de formulas matemiticas necesarias para resolver los probtemas 
contenidos en el libro. El apbndice Bproporciona un breve repaso del anilisis vecto¬ 
rial y el apendice C revisa la aplicacidn de la regia de la cadena. 

Cobertura alternativa. A discrecibn del profesor, es posible estudiar los 
capitulos 12 a 19 en el orden siguiente sin perder continuidad: capitulos 12 y 16 
(CSnemitica), capitulos 13 y 17 (Ecuadones de movimiento), capitulos 14 y 18 
(Trabajo y energla) y capitulos 15 y 19 (Impulso y cantidad de movimiento). 
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RECURSOS EN LfNEA PARA LOS PROFESOR ES 


Recursos en linea para I os profesores (en ingles) 

* Manual de soluciones para el profesor. Este suplemento propordona solueiones comp let as apoyadas 
por instruociones y figuras de los problemas. Ei manual de esta decimosegunda edicidn se modified para 
mejorar su legibilidad y su exactitud se verified tres veces. 

* Recursos para el profesor. Los recursos visuales para acompafiar el texto se localizan en el sitio web: 
wwvv.pfarMjnedueaeionjiet/hBjbeler. Es necesario contar con un eddigo y una contrasefla para acceder a este 
sitio; contacte a su representante local de Pearson. Los recursos visuales inciuyen todas las ilustraciones del 
texto, disponibles en diapositivas de PowerPoint y en formato JPEG. 

* Soluciones en video. Las soluciones en video, desarroiladas por el profesor Edward Berger de la 
University of Virginia, se localizan en el sitio Web de este texto y ofrecen gufas de soluciones paso a paso 
para los problemas de tarea mis representatives de cada seccidn del texto. Haga un uso eficiente de las horas 
de clase y oficina mostrando a sus estudiantes los mdtodos completos y condsos para resolver problemas, 
a los que pueden tener acceso en cualquier momento para estudiarlos a su propio ritmo. Los videos estin 
disefiados como un recurso flexible que puede usarse cada vez que el profesor y el estudiante lo decidan. Los 
videos tambi<£n son un vatioso recurso para la autoevaluaddn del estudiante puesto que puede detenerlos o 
repetirlos hasta verificar su comprensidn, y trabajar a lo largo del material. Puede encontrar estos videos en 
www.pearsoitediicadaiiJtet/hi)bel«;rsiguiendo los vinculos hasta Engineering Mechanics: Dynamics, Twelfth 
Edition text. 
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NGENIERIA MECANICA 


DINAMICA 

DECIMOSEGUNDA EDIClON 





Aunque cada unode estosavioneses bastante grande, a distancia $u movimiento 
puede ser analizado como si cada uno fuera una particula. 


Cinematica de 
una particula 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Presentar los conceptos de posici6n, desplazamiento, velocidad y 
aceleracidn. 

* Estudiar el movimiento de una particula a Id largo de una linea 
recta y representarlo graficamente. 

* Investigar el movimiento de una particula a lo largo de una trayec- 
toria curva por medio de sistemas de coordenadas diferentes. 

* Analizar el movimiento dependiente de do$ particulas. 

* Examinar los principios de movimiento relative de dos particulas 
mediante ejes de traslacidn. 


12.1 Introduccion 

La mecanica es una rama de las ciencias fisicas que se ocupa del estado 
de reposo o movimiento de cuerpos sometidos a la accidn de fuerzas. La 
ingenieria mecanica se divide en dos dreas de estudio, o sea, estdtica y 
dindmica. La estdtica se ocupa del equilibrio de un cueipo que estd en 
reposo o que se mueve con velocidad constante. Aqui consideraremos 
la dindmica ,la cual se ocupa del movimiento acelerado de uncuerpo. La 
materiade dindmkase present ard en dos partes: cinematica, lacual trata 
sdlo los aspectos geomdtricos del movimiento, y anetica, que anaiiza las 
fuerzas que provocan el movimiento. Para desarrollar estos principios, 
primero se analizard la dindmica de una particula, y a continuacidn se 
abordardn temas de dindmica de un cuerpo rigido en dos y fuego en tres 
dimensiones. 
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Histdricamente, fos principios de dinimica se desarrollaron cuando 
fue posibie medirel tiempo con precision. Galileo Galilei (1564-1642) fue 
uno de fos primeros contribuyentes import antes a este campo. Su tra- 
bajo consists en experimentos con pdndulos y cuerpos en caida libre. 
Sin embargo, las aportaciones mis signifkativas en dinimka las realizd 
Isaac Newton (1642-1727), quien se destacd por su formal acid n de las 
ires leyes fundamentals del movimiento y la ley de la atraccidn gravi- 
tatoria universal. Poco despuds de que se postularan estas leyes, Euler, 
D’Alembert, Lagrange y otros desarrollaron tecnicas importantes para 
su aplicacidn. 

En la ingenierfa hay muchos otros problemas cuyas soluciones 
tequieren la aplicacidn de los principios de dinimica. Por lo comtln, 
d disefio estructural de cualquier vehfculo, ya sea un automdvil o 
un avidn, requiere considerar el movimiento al cual se somete. Esto 
tambien es cierto para muchos dispositivos mecinicos como motores 
eldctricos, bombas, heiramientas mdviles, manipuladores industriales y 
maquinaria. Ademis, las predicciones de los movimientos de satdites 
artifidales, proyectiles y naves espaciales estin basadas en la teorta 
de dinimica. Conforme se presenten mis avanoes tecnoldgicos, habri 
incluso una mayor necesidad de saber como aplicar los prindpios de 
esta materia. 

Solution de problemas. Se considers que la dinimica tiene 
mas que ver que la estatica, puesto que se deben tomar en cuenta las 
fiierzas aplicadas tanto a un cuerpo como a su movimiento. Asimismo, 
muchas apKcaciones requienen cikulo integral, mas que sdlo algebra 
y trigonometrfa. En todo caso, la forma mas efectiva de aprender los 
principios de dinamica es resolver problemas. Para tener dxito en esta 
tarea, es necesario presentar el trabajo de una manera Idgka y ordena- 
da, como lo sugiere la siguiente secuencia de pasos: 

L Lea el problems con cuidado y trate de correlacionar la situ acid n 
ffsica real con la teoria que haya estudiado. 

2. Trace todos los diagramas necesarios y tabule los datos del pro¬ 
blems. 

3. Establezca un sistema de coordenadas y apiique los principios 
pertinentes, casi siempre en forma mate mi tic a. 

4 . Resuelva de manera algebraica las ecuaciones necesarias hasta 
donde sea prictico; luego, utilice un con junto consistente de uni- 
dades y complete la solucidn numdricamente. Reportela respuesta 
rin mis cifras signifkativas que la precisidn de los datos dados. 

5. Estudie la respuesta con juicio tdcnico y sentido comdn para de- 
terminar si parece o no razonable. 

6. Una vez completadas las soluciones, repase el problems. Trate 
de pensar en otras formas de obtener la misma solucidn. 

Al aplkar este procedimiento general, realke el trabajo lo mis limpia- 
mente posibie. Por lo general, serpulcro estimula una forma de pensar 
tiara y oidenada, y viceversa. 
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12.2 Cinematics rectilinea: movimiento 
continue 

Iniciaremos nuestro estudio de din^mica con el an&tisis de la cinematic a 
de una partfcula que se mueve a lo largo de una trayectoria rectilinea. 
Recuerde que una pmicula dene masa pero su tamafio y forma son 
insignificantes. Por consiguiente, limitaremos la apBcacidn a aquellos 
objetos cuyas dimensiones no afecten el an&lisis del movimiento. En 
la mayoria de tos problemas nos interesarfin los cuerpos de tamafio 
finite, como cohetes, proyectiles o vehfcuios. Cad a uno de estos objetos 
puede considerate como una partfcula, en cuanto que el movimientose 
caracteriza por el movimiento de su centro de masa y se omite cualquier 
rot acid n del cuerpo. 

Cinematics rectilinea. La cinem&ica de una partfcula se carac¬ 
teriza al especificar.en cualquier instants, su posicidn, velocidad y ace- 
leracidn. 

Position. La trayectoria rectilinea de una partfcula se definird por 
medio de tin solo eje de coordenadas s, figura 12-ls. El origen O en la 
trayectoria es tin punto fijo, y a partir de dl se utiliza la coordenada de 
posicidn s para especificar la ubicacidn de la partfcula en cualquier ins¬ 
tante dado. La magnitud de s es la distancia de O a la partfcula, por lo 
general medida en metros (m) o pies (ft) y su signo algebraico define el 
sentido de su direccidn. Aunque la seleocidn es arbitraria, en este caso 
s es positiva puesto que el eje de coordenadas es positive a la derecha 
del origen. Asimismo, es negativosi la partfcula esti a la izquierda de O. 

Tenga en cuenta que la posicidn es una cantidad vectorial puesto que 
tiene tanto magnitud como direccidn. En este caso, sin embargo, esti 
representada por el escalar algebraico s puesto que la direccidn se man- 
tie ne a lo largo del eje de coordenadas. 

Desplazamiento. El desplazamiento de la partfcula se define 
como el cambio de su posicidn. Por ejemplo, si la partfcula se mueve o 
de un punto a ofiro, figura 12-16, el desplazamiento es 

As = s' — s 

En este caso As es positivo puesto que la posicidn final de la partfcula 
queda a la derecha de su posicidn inicial, es decir, s' > s. Asimismo, si 
la posicidn final quedara a la izquierda de su posicidn inicial, As serfa 
negativo. 

El desplazamiento de una partfcula tambidn es una cantidad vec¬ 
torial, y deberg distinguirse de la distancia que recoire fa partfcula. 
Especfficamente, la distancia recorrida es un escalar positivo que repre- 
senta la longitud total de la trayectoria a lo largo de la cual viaja la 
partfcula. 


Desplazamiento 

(b) 

Fig. 12-1 


O 


Posicidn 

w 
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Velocidad. Si la parti'cula recorre una distancia As durante el 
kitervalo At, su velocidadpromedio durante este intervalo es 


As 

Vprom — — 


S tomamos valores de At cad a vez mis pequeiios, la magnitud de As se 
reduce cada vez mas. Per consiguiente, la velocidad instantaneous un 
vector def in ido como v = Jfm^As/At), o 


<*) 



( 12 - 1 ) 


-O-* 

W 

Velocidad 

{e> 


Como Ato dt siempre es positive, el signo utilizado para def ink el sen- 
tido de la velocidad es el mis mo que el de As o ds. Por ejempto, si la 
parttculase esti moviendo hacia la derecha, figura 12-lc, la velocidad 
es positiva; pero si se mueve hacia la izquierda, la velocidad es negati- 
va. (Esto se resaita aquf con la fiecha que aparece a la izquierda de la 
ecuac&n 12-1.) La magnitud de la velocidad se conoce como rapidez, y 
en general se expresa en unidades de m/s o pies/s. 

De vez en cuando se utiliza el t£rmino “rapidez promedio”. La mpi- 
dez promedio siempre es un escalar positive y se define como ta dis¬ 
tancia total recorrida por una parti'cula, st, dividida entre el tiempo 
transcunido At; es deck. 


( w iap) 


lap^prom 


*r_ 

At 


For ejemplo, Ea paitfcuia en la figura 12-ldviaja a to largo de la trayec- 
toria de longitud sren el tiempo At ,por lo que su rapidez promedio es 
(^mp)prom = s T /At, pero SU velocidad promedio es v wom = -As/At. 


o 


f* As 

F P 
- & 

I— 


Velocidad promedio y 
Rapidez promedio 




■ 

> 


s 


Fig, 124 (cont,) 
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Aceleracion, Siempre que se conoce la veiocidad de la partlcula 
en dos puntos, su aceleracion promedio durante el intervalo At se defi¬ 
ne co mo 


At) 

fl prom “ 

Aqul Aw iepresenta la diferenda de la veiocidad durante el intervalo 
At, es decir, At) = v' - v, figura 12-le. 

La aceleracion instantanea en el instante f es un vector que se determi- 
na at tomar valores cada vez m&s pequeftos de Atyvalores cada vez m£s 
pequeftos correspondientes de At),de modo que a = \im (Av/At),a 


<*) 



( 12 - 2 ) 


Si sustituimos la ecu acid n 12-1 en este resultado, tambidn podemos 
escribir 


<*) 


a 


d 2 s 
dt 2 


Tanto la aceleraddn promedio como la instantanea pueden ser o posi- 
tivas o negativas. En particular, cuando la particula afloja el paso, o su 
rapidez se reduce y se dke que se est£ desacelerando. En este caso, if en la 
figura 12-1/es me nor que v, de modo que Av = v' - vserA negativa. Por 
consiguiente.a tambknserti negativa y por k> tanto actuary &\&izquierda, 
en el sentido opuesto a t). Ademtis, observe que cuando la veiocidad es O 
constante, ia aceleracion es cero puesto que At) = t> - v = 0. Las unidades 
que oomiinmente se utitizan para expresar la magnitud de la aceieracidn 
so n m/s 2 y pies/s 2 . 

Por ultimo, se puede obtener una importante reladdn diferencial que 
imptica el desplazamiento, la veiocidad y la aceieracidn a fo largo de la 
trayectoria si eliminamos la diferencia de tiempo dtentre las ecuaciones 
12-1 y 12-2, lo cuai da 


<*) 


ads = vdv 


(12-3) 


Aunque ya obtuvimos tres ecuaciones cinemiticas importantes, hay 
que tener en cuenta que la ecuacidn anterior no es independiente de 
las ecuaciones 12-1 y 12-2. 


a 


O 


V 


Aceleracion 

(e) 


a 

■-*- 

P 


v 


Desacele radon 
(0 
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Aceleracion constante, a = a c . Cuando la aceleracidn es 
constante, se puede integrar cada una de las tres ecuaciones cinem&- 
dcas a c = dv/dt, t» = ds/dt y a c ds = v dv para obtener formulas que 
lelacionen a c , v, s y t. 

Velocidad como una fun cion del tiempo. Integra a c = 
dv/dt, con el supuesto de que inicialmente v = u 0 cuando t = 0. 



<*) 


V = Vo + Oct 
Ace ter acid n constante 


(12-4) 


Posicion como una funcion del tiempo. Integra v = ds/dt 
— + ad, ai suponer que inicialmente s = cuando t = 0. 



(H, + aj) dt 


(*) 


s = + + jaJ 2 

AceleraciOn constante 


(12-5) 


Velocidad como una funcion de po$ici6n. Despeje ran la 
ecuacidn 12-4 y sustituya en la ecuacidn 12-5 o integre vdv = a c ds, al 
suponer que inicialmente v = i>i>cuando s = so- 


<*) 



V 2 = Vo + 2a c (s - s 0 ) 
Aceleracidn constante 


( 12 - 6 ) 


La direccidn positiva del eje s indicada por la flecha que aparece a la 
izquierda de cada ecuacion determina los signos algebrakos de s 0 , v 0 
y a c , utilizados en las tres ecuaciones anteriores. Recuerde que estas 
ecuaciones son utiles solo cuando la aceleracion es constante y cuan¬ 
do t = 0, s = $o, v = t>o- Un ejemplo tipico de movimiento acelerado 
oonstante ocurre cuando un cuerpo cae libremente hacia la tierra. Si se 
ignora la resistencia del aire y la distancia de catda es corta, entonces 
la aceleracion di rigid a hacia abajo del cuerpo cua ndo se aproxima a la tierra 
es constante y aproximadamente de 9.81 m/s 2 o 32.2 pies/s 2 . La compro- 
bacidn de esto se da en el ejemplo 13.2. 
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Punt os importantes 


• La dingmica se ocupa de cuerpos que tienen movimiento acele- 
rado. 

• La cinemgtica es un estudio de la geometria del movimiento. 

• La cin^dca es un estudio de las fuerzas que causan el movimiento. 

• La cinematic a recti tinea se refiere al movimiento en tinea recta. 

• La rapidez se refiere a la magnitud de la velocidad. 

• La rapidez promedio es la distancia total recorrida, dividida 
entre el tiempo total. Esta es diferente de la veioddad prome¬ 
dio, la cual es el desplazamiento dividido entre el tiempo. 

• Una particula que reduce el paso estg desaceierando. 

• Una particula puede tener una aceleracidn y at mismo tiempo 
una velocidad cero. 

• La reladdn ads = vdv sederiva de a = dv/dt y v = ds/dt , al 
diminar dt. 



Durante el tiempo en que este cohete expe- 
rimenta movimiento rectilmeo, su a Ititud en 
fund on del tiempo puede medirse y expre- 
sarse como s = s(f), Su velocidad se deter- 
miua entouces por v = ds/dt, y s u aceleracidn 
a paitir de a = dv/dt 


Procedimiento para el analisis 


Sistema de coordenadas. 

• Establezca una coordenada de posiddn s a lo largo de la trayeetoria y especifique su origenfijo y direc- 
ddn positive. 

• Como el movimiento sucede a lo largo de una linea recta, las cantidades vectoriales de posicidn, veio¬ 
ddad y aceleracidn se pueden representar como escalares algebraicas. Para trabajo analitico los signos 
cdgebraicos de s, v y «$e definen entouces por sus signos aigebraicos. 

• Una ftecha mostrada al lado de cada ecuacidn cinematica indica el sentido positive de cada uno de estos 
escalares. 

Ecu a cion es cinematicas. 

• Si se conooe una relacidn entre dos de las cuatro variables, a,v,s y t, entonces se puede obtener una 
tercera variable con una de las ecuaciones dnemgticas, a = dv/dt, v = ds/dt o ads = vdv, puesto que 
cada ecuacidn relaciona las tres variables.* 

• Sempre que se realiee una integraddn, es importante que se conozcan la posicidn y la velocidad en un 
instante dado para evaiuar o la constante de integraddn si se utiKza una integral indefinida, o los limites 
de integracidn si se utiliza una integral definida. 

• Recueide que las ecuaciones 12-4 a 12-6 tienen sdlo un uso fimitado. Estas ecuaciones se apiican solo 
cuando la aceleracidn es constante y las condiciones iniciales son i = s 0 y v = v 0 cuando t = 0. 


*En el ape ltd kc A se dan algunas formulas de diferenciacidn e integracidn cstandar 
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EJEMPLO 


Et automdvil de la figura 12-2 se desptaza enKnea recta de modo que 
durante un corto tiempo su veloddad esd definida por v = (Sf 2 + 2t) 
pies/s, donde festi ensegundos. Determine su posicidn y aceleracidn 
aiando ( = 3$. Cuando t = 0, s = 0. 


o 


a,v 



Fig. 12-2 

soluciGn 

Sistema de coordenadas. La coordenada de posiddn se extien- 
de desde el origen fijo O hasta el carro, positiva a la derecha. 

Position. Como v = /(f), la posicidn del automdvil se determina 
con v = ds/dt, puesto que esta ecuaddn reiaciona v,sy t. Observe 
que s = 0 cuando t = 0, tenemos* 


<*) 


»-f-(3^+2,) 


f ds = [ (3f 2 
Jo Jo 


+ 2 t)dt 


= f 3 + f 2 


s = f 3 + f 2 


Cuando f = 3 s, 


j = (3) 3 + (3) 2 = 36 pies 


2 _ 


Resp. 


Aceleracidn. Como v = /(f), la aceleracidn se determina con 
a = dv/dt ,puesto que esta ecuacidn retadona a, v y t. 


<*) 

Cuando t = 3 s, 


dv d 2 , _ . 

+2 »> 

= 6f +2 


a = 6(3) + 2 = 20 pies/s 2 


Resp. 


NOTA: para resolver este problems no pueden utilizarse las formu¬ 
las de aceleracidn constante, porque la aceleraddn es una funddn 
del tiempo. 

*Se puede obtener el mtsmo nsuliado al evaluar ana constante de integracidn C 
en vez de utilizar limites definidos en la integral. Por ejemplo, integrar ds = (3r + 
2 1 ) di results en s = d + d + C. Con la condiddn de que en r = 0, s = 0, entonees 
C = 0. 
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EJEMPLO 12.2 


Se dispara tin pequeno proyectil vertical mente hacia abajo en un 
medio fluido con tina veiocidad inicial de 60 m/s. Debido a la resis- 
tencia aerodindmica del fluido, e! proyectil experimenta una desace- 
leracion de a = (-0.4^) m/s 2 , donde v est4 en m/s. Determine la 
veiocidad del proyectil y su posicidn 4 s despuds de $u disparo. 


soluciOn 

Shtema de coordenadas. Como el movimiento es hacia abajo, 
la coordenada de posicidn es positiva hacia abajo, con su origen 
localizado en O, figura 12-3. 


Veloddad- En este caso a = f(v) y por tanto debemos determi- 
nar la veiocidad como una funcidn del tiempo con a = dv/dt, ya que 
estaecuadbnrelaciona v,ay t. (/Por qud no se utiliza t> = + «</?) 

Al separar las variables e integrar, con v 0 = 60 m/s cuando t = 0, 
se obtiene 

(+i) a=^=-0.4v J 

nt 

f f<“ 

Jsom/s —0.4rr Jo 



= t - 0 


1 [1 1 1 
0.8 iv 1 (60) 2 J 1 


-{[<s?H 'V s 

En este caso se toma la rafz positiva, puesto que el proyectil conti¬ 
nual movidndose hacia abajo. Cuando t = 4 s, 

v = 0.559 m/s l Resp. 


Posicidn. Con v =f(t) conocida, podemos obtener la posicidn del 
proyectil mediante v = ds/dt, ya que esta ecuacidn relaciona s,vyt. 
Al udlizar la condiddn inicial s = 0, cuando t = 0, tenemos 


( + U 


v - — - 


1 


dt L(60) 
f ds= f [— 

Jo Jo L (60)' 


-j + 0.8/ 


- 1/2 


+ 0.8/ 


1 - 1/2 


dt 




1/1 r 

|o 


Cuando t = 4 s, 




1/2 


+ 0.8f 



$ = 4.43 in 


Resp* 



Fig* 12-3 
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EJEMPLO 12.3 


v B = 0 


*4 = 



Fig. 12-4 


Durante una prueba on cohete asciende a 75 m/s y cuando esta a 40m 
det suelo su motor falla. Determine la altura maxima s s aicanzada por 
el cohete y su velocidad justo antes de chocar con el suelo. Mientras 
esta en movimiento, el cohete se ve sometido a una aceleracibn cons- 
tante dirigida hacia abajo de 9.81 m/s 2 debido a la gravedad. Ignore 
la resistenda del aire. 

SOLUClON 

Sistema da coordanadas. El origen O de la coordenada de posi¬ 
tion s se considera al nivel de suelo con signo positivo hada arriba, 
figura 12-4. 

Altura maxima. Como el cohete asciende, v A = +75 m/s cuando 
t = 0. A la altura maxima s = sb la velocidad Vs = 0. Durante todo el 
movimiento, la aceleracidn es a c = —9.81 m/s 2 (negativa puesto que 
acttia en el sentido opuesto a la velocidad positive o desplazamien- 
eo positivo). Como a c es constante, la posicidn del cohete se puede 
mlacionar con su velocidad en los dos puntos A y fide la trayectoria 
mediante laecuacidn 12-6, es decir, 

( + T) 4 = v\ + 2a c {s B - s A ) 

0= (75 m/s) 2 + 2(-9.81 m/s 2 )^ - 40 m) 

SB = 327 m Reap. 

Velocidad. Para obtener la veloddad del cohete justo antes de 
que choque con el suelo, podemos aplicar la ecuacidn 12-6 emre los 
puntos By C,figura 12-4. 


(+T) 


Vc = v% + 2a c (sc ~ s b ) 

= 0 + 2(-9.81 m/s 2 )^ - 327 m) 
Vc = -80.1 m/s = 80.1 m/s i 


Reap. 


Se eligid la ratz negativa puesto que el cohete esta descendiendo. 

Del mismo modo, tambidn se puede aplicar la ecuacidn 12-6 entre 
bs puntos A y C, es decir, 

(+t) t£ = v\ + 2a c (s c - s A ) 

= (75 m/s) 2 + 2(-9.81 m/s 2 )(0 - 40 m) 

V c = -80.1 m/s = 80.1 m/s i Reap. 

NOTA: observe que el cohete esta sujeto a una desaceleracion de 
A y B de 9.81 m/s 2 y luego de B a Cse acelera a este ritmo. Ademas, 
aim cuando el cohete se detiene momentaneamente en B (v B = 0) jla 
aceferacidn en Bsigue siendo de 9.81 m/s 2 dirigida hacia abajo! 
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EJEMPLO 12.4 


Unaparticuia meuilica se so mete a ia influendade uncampo magneti- 
co a medida que desdende a travgs de un fluido que se extiende de la 
placa A ala placa fl,figura 12-5. Si la particula se libera del reposo en 
el punto medio C, $ = 100 mm y la aceleraddn es a = (4s) m/sr, donde 
s est£ en metros, determine la vefoddad de ta particula cuando Hega a 
la placa B, s = 200 mm y el tiempo que le Ileva para ir de C a B. 

SOLUClON 


SEstema de coordenadas. Como se muestra en la figura 12-5, 
s es positiva hada abajo, medida a partir de la placa A. 


Velocidad. Como a = /(s), la vetocidad como una funcidn de la 
posicidn se obtiene con v dv = a ds. Habida cuenta que v = 0 en 
s = 0.1 m, tenemos 


(+D 


V dv = ads 
I vdv = I 4s ds 

JO JoA m 


y 


v 4 , 8 
= -5 I 
n ^ 


0,1 m 


v = 2(s 2 -0.01 ) 1/2 m/s 


( 1 ) 


En s = 200 mm = 0.2 m, 

Vb — 0.346 m/s = 346 mm/s i Resp. 

Se escoge la raiz positiva porque la particula esti descendiendo, es 
dedr, en la direcdon +s. 


Tiempo. El tiempo para que la particula vaya de C a B se obtiene 
con v = ds/dt y la ecuaddn 1, donde s = 0.1 m cuando t = 0. Del 
apdndice A, 

{+1) ds = v dt 

= 2{s 2 - 0.01) 1/2 df 

L (* -o.oi w = L 2dt 

Infx/s 2 - 0.01 + s) =2l 
|ai o 

ln(\A 2 - 0-01 + s) + 2.303 = It 

En s = 0.2 m, 

ln(\/(0.2) 2 - 0.01 + 0-2) + 2.303 
t = —----= 0.658 s Resp. 

NOTA: las fdrmulas de aceleracidn constante no pueden utilizarse 
en este ejemplo porque la aceleracidn cambia con la posicidn, es 
decir, a = 4 s. 



Fig, 12-5 
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Cap [tu lo 1 2 C i nemAtica de una rart[c u la 


EJEMPLO 12.5 


Una particula se desplaza a lo largo de una trayectoria horizontal 
con una velocidad de v = (it 1 - 6t) m/s, donde t es el tiempo en 
aegundos. Si inicialmente se encuentra en el origen O, determine 
la distancia recorrida en 3.5 s y la velocidad pro medio, asi como la 
rapidez promedio de la particula durante el intervalo. 

SOLUClON 


t 



$ - -4,0 m 

s = 6125 m 



r -O — 

O 


f 




1 


i ° 

\ 


I \ 1 

= 2s t = Os / = 3.5s 


(a) 


Sistema de coordenadas, Aquf el movimiento positivo es hacia 
la derecha, medido a partir del origen O, figura 12-6<z 


Distancia recorrida. Como V = f(t), la posicidn como una funcidn 
del tiempo se determina at integrar v = ds/dt con t - 0, s = 0. 


{*) 



vdt 


(it 2 — (it)dt 



(f 3 - 3f 2 )m 


( 1 ) 



(*>> 


Para determinar la distancia recorrida en 3.5 s, es necesario investi- 
gar la trayectoria del movimiento. Si consideramos una grfifica de la 
funcidn de velocidad,figura 12-66,se ve que con 0 < /<2 s la vetoci- 
dad es negativa,\o quesignifies que la particula seest£ desplazando 
hacia la izquierda, y con t >2 s la velocidad es positiva y, por consi- 
guiente, la particula se est£ desplazando hacia la derecha. Asimismo, 
observe que v = 0 cuando t = 2 s. La poskidn de la particula cuando 
t = 0, / = 2 s y / = 3.5 s se determina ahora con ta ecuacibn 1. Esta 
results en 

s|,=o = 0 jL= 2 S = _ 4.0 m j|/= 3 , 5 s = 6.125 m 


12-6 La trayectoria se muestra en la figura 12-6«. De ahi que la distancia 

lecorrida en 3.5 s es 


ST = 4.o + 4.0 + 6.125 = 14.125 m = 14.1 m Resp. 


Velocidad. El despiazamiento de / = 0 a t = 3.5 s es 

As = 1/a 3 ,s a - s|f=o = 6-125 m - 0 = 6.125 m 

y por tanto la velocidad promedio es 

As 6.125 m . , 

47 " 317^0 ■ 175m/s ~ Rap - 

La rapidez promedio se define en funcidn de la distancia recorrida 
st- Este esc alar positivo es 

(tVap)prom — ^ ~ 3 5 s _ Q — Reap. 

NOTA: en este problems, la aceleraeibn es a = dv/dt = (6f - 6) 
m/s 1 , la cual no es constante. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F12-1. Inicialmente, el automdvil viaja a lo largo de una 
carretera recta a una rapidez de 35 m/s. Si se aplican los 
Ore nos y la rapidez del automdvil se reduce a 10 m/sen 15 s, 
determine su desaceleraridn constante. 


F12-5. La formula j = (2t 2 — St + 6) m, donde t esti en 
segundos, resulta la position de la partfcula. Determine el 
tiempo cuando su velocidad es cero y la distancia total que 
recorre cuando l = 3 s. 



s 


F12-1 


F12-5 


F12-2* Se lanza una bola verticalmente hacia arriba con 
una rapidez de 15 m/s. Determine el tiempo de vuelo 
cuando regrese a su posicidn original. 


$ 


F12-2 


F12-3* Una partfcula se desplaza a lo largo de una Ifnea 
tecta a una velocidad de v = (4 1 - 3r 2 ) m/s, donde t estS 
en segundos. Determine la posicidn de la partfcula cuando 
I = 4 s. $ = 0 cuando t = 0. 


m $ 

FI2-3 


F12*4* Una partfcula se desplaza a lo largo de una Ifnea 
recta a una rapidez de v = (0.5* 3 - St) m/s, donde t esU en 
segundos. Determine su aceleracidn cuando t = 2 s. 


F12-6* Una partfcula viaja a lo largo de una Ifnea recta 
con una aceleracidn de a = (10 - 0.2s) m/s 2 , donde $ esti 
medida en metros. Determine su velocidad cuando s = 10 m 
si v = 5 m/s cuando s = 0. 


- • - 5 

s *| 

F12-6 


F12-7. Una partfcula se desplaza a lo largo de una Ifnea 
tecta de modo que su aceleracidn es a = (4 1 2 - 2) m/s 2 , 
donde t esta en segundos. Cuando i = 0, la partfcula est$ 
2 m a la izquierda del origen y cuando t = 2s, est£ 20 m a la 
izquierda del origen. Determine su posicidn cuando i = 4 s. 


F12-7 


FL2-S. Una partfcula viaja a lo largo de una Ifnea recta 
a una velocidad de v = (20 - 0.05s 2 ) m/s, donde $ est£ en 
metros. Determine la aceleracidn de la partfcula cuando 
$ = 15 m. 


s 


m 


S 


F12-4 


F12S 
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Cap[tulo12 Ci nemAtic a de un a fartIcu la 


PROBLEM AS 


*12-L Un automdvil arranca del repo so y con acelera- 
ddn constante alcanza una velocidad da 15 m/s cuando 
recorre una distancia de 200 m. Determine su aceleracidn 
y el tiempo requerido. 

12-2* Un tren parte del reposo en una estacidn y viaja con 
una aceleracidn constante de 1 m/s 2 . Determine la veloci¬ 
dad del tren cuando t = 30s y la distancia recorrida duran¬ 
te este tiempo. 

12-3. Un elevador desciende del reposo con una ace¬ 
leracidn de 5 pies/s 2 hasta que alcanza una velocidad de 
15 pies/s. Determine el tiempo requerido y la distancia 
tecorrida. 


*12-4. Un automdvil viaja a 15 m/s, cuando el semMoro 
50 m adelante cambia a amarillo. Determine la desacelera- 
ridn constante requerida y el tiempo necesario para que el 
automdvil se detenga en el semiforo. 


*12-5. Una particula se desplaza a lo largo de una linea 
tecta con la aceleracidn a = (lit - 3t m ) pies/s 2 , donde t 
est3 en segundos. Determine su velocidad y position como 
una funcidn del tiempo. Cuandor = 0, v=0ys = 15 pies. 

12-6. Se suelta una bola desde el suelo de un elevador 
cuando dste asciende a una velocidad de 6 pies/s. Si la bola 
choca con el suelo del foso del elevador en 3 s, determine 
la altura del elevador con respecto al suelo del foso en el 
instante en que se suelta la bola. Adem^s, determine la 
velocidad de la bola cuando choca con el suelo del foso. 


12-7. La rapidez inicial de un automdvil es de 25 m/s y su 
desaceleracidn constante es de 3 m/s 2 . Determine su velo- 
ddad cuando t = 4 s. ^Cu£l es su desplaza mien to durante 
el intervalo de 4 s? ^Cu^nto tiempo se requiere para dete- 
nerlo? 


*124L Si la velocidad inicial de una particula es de = 
12 pies/s hacia la derecha cuando $ c = 0, determine su posi¬ 
cidn cuando t = 10 s, si a = 2 pies/s 2 hacia la izquierda. 

*12-9. La aceleracidn de una particula que viaja a lo largo 
de una lihea recta es a = k/v donde k es una constante. Si 
s = 0, v = cuando t = 0, determine su velocidad como 
una funcidn del tiempo J, 


12-10. El automdvil A parte del reposo cuando t = 0 y 
viaja a lo largo de una carre tera recta con una aceleracidn 
constante de 6 pies/s 2 hasta que alcanza una rapidez de 
SO pies/s, Despu^s mantiene esta rapidez. Adem$s, cuando 
I = 0, el automdvil B, locaUzado a 6000 pies del automdvil 
A, viaja hacia dste a una rapidez constante de 60 pies/s. 
Determine la distancia recorrida por el automdvil A cuan¬ 
do se cruzan. 


60 pies/s 



6000 pies 


Fro b. 12-10 


12-11* Una particula viaja a lo largo de una linea recta a 
una velocidad v = (12 - 3f) m/s, donde t esta en segun¬ 
dos. Cuando t = 1 s, la particula est3 10 m a la izquierda 
del origen. Determine la aceleracidn cuando t = 4 s, el des- 
plazamiento desde i = 0 hasta i = 10 s y la distancia que la 
particula recorre durante este intervalo, 

*12-12. Se lanza una esfera hacia abajo con una rapidez 
inicial de 27 m/s. Experimenta una desaceleracidn de a = 
(-6 1) m/s 2 , donde t est£ en segundos; determine la distan- 
da recorrida antes de que se detenga. 


*12-13. Una particula viaja a lo largo de una linea recta 
de modo que en 2 s se desplaza de una posicidn inicial s A = 
+0.5 m a una posicidn s B = -1,5 m, y luego en otros 
4 segundos se desplaza de s B a $ c = +2.5 m. Determine su 
velocidad y rapidez promedio durante el intervalo de 6s. 

12-14. Una particula viaja a lo largo de una linea recta de 
modo que en 4 s se desplaza de una posicidn inicial $ A = 
—8m a una posicidn s B = +3 m. Luego en otros 5 s se des¬ 
plaza de $ B a $ c = -6 m. Determine su velocidad y rapidez 
promedio durante el intervalo de 9 s. 
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12-15- Pruebas revelan que un conductor normal reqmere 
unos 0.75 s antes de que pueda reacciomr ante una situaeidn 
para evitar un cboque. Se requieren unos 3 s para que un 
conductor con 0.1 % de alcohol en su sistema haga lo mis mo. 
Si tales conductors viajan por una carretera recta a 30 mph 
(44 pies/s) y sm automdviles pueden desacelerar a 2 pies/s 2 , 
determine la distancia de ffenado m3s corta Jde cada uno a 
partir del momento en que se ven los pea tones. Moraleja: jsi 
bebe, por favor no maneje! 



h- d 

Prab* 12 15 


*12-16. A medida que un tren acelera untformemente 
paaa por marcas de kildmetro sucesivas mientras viaja a 
veloddades de 2 m/s y luego de 10 m/s. Determine su velo¬ 
cidad cuando pase por la siguiente marca de kildmetro y el 
tiempo que requiera para recorrer la distanda de 2 km. 

*12-17. Se lanza una pelota con una velocidad dirigida 
hacia arriba de 5 m/s desde la parte superior de un edi- 
ficio de 10 m. Un segundo despuds se lanza otra pelota 
verticalmente desde el suelo con una velocidad de 10 m/s. 
Determine la altura desde el suelo donde las dos pelotas 
se cruzan. 


12-18. Un automdvil arranca del reposo y se desplaza 
con una aceleracidn constante de 15 m/s 2 hasta que alcan- 
za una velocidad de 25 m/s, Entoncesse desplaza a veloci¬ 
dad constante durante 60 segundos. Determine la rapidez 
promedio y la distancia total recorrida. 


12-15. Hay que subir un automdvil por un elevador hasta 
el cuarto piso de un estacionamiento, el cual est£ a 48 pies 
del suelo. Si el elevador puede acelerarse a 0.6 pies/s 2 , des- 
acelerarse a 0.3 pies/s 2 y alcanzar una velocidad maxima 
de 8 pies/s, determine el tiempo mis cor to para izar el 
automdvil, desde el reposo inicial hasta el reposo final. 


*12-20. Una partfcula se desplaza a lo largo de una Ifnea 
tecta a una rapidez definida como v = (-4s 2 ) m/s, donde s 
esti en metros. Si s = 2 m cuando / = 0, determine la velo- 
cidad y aceleracidn como funcionesdel tiempo. 


* 12 - 21 . Dos partfculas A y B parten del reposo en el ori- 
gen s = 0 y se desplazan a lo largo de una Ifnea recta de 
mode que a A = (6/ - 3) pies/s 2 y a E = (12r 2 - 8) pies/s 2 , 
donde t esti en segundos. Determine la distancia entre 
ellas cuando t = 4 s y la distancia total que cada una reco- 
ire en t = 4 s. 


12 - 22 . Una partfcula que se desplaza a lo largo de una 
Ifnea recta se somete a una desaceleratidn a = (-2b 3 ) 
m/s 2 , donde v esti en m/s. Si su velocidad es v = 8 m/s y su 
posicidn es $ = 10 m cuando t = 0, determine su velocidad 
y posicidn cuando t = 4 s. 


12-23. Una partfcula se desplaza a lo largo de una 
Ifnea recta de modo que su aceleracidn se define como 
a = (-2v) m/s 2 , donde aesti en metros por segundo. Si 
v = 20 m/s cuando s = 0 y t = 0, determine la posicidn, 
velocidad y aceleracidn como funciones del tiempo. 


*12-24* Una partfcula sale del reposo y viaja a lo largo 
de una Ifnea recta con una aceleracidn a = (30 - 0.2y) 
pies/s 2 , donde v est£ en pies/s. Determine el tiempo en 
que la velocidad de la partfcula es v = 30 pies/s. 


*12-25. Cuando una partfcula se lanza verticalmente 
hacia arriba con una velocidad inicial de % experimenta 
una aceleracidn a = -{g + kv\ donde ge s la aceleracidn 
de la gravedad, k es una constante y v es la velocidad de 
la partfcula. Determine la altura maxima alcanzada por la 
partfcula. 


12-26. La aceleracidn de una partfcula que se desplaza 
a lo largo de una Ifnea recta es a = (0.02eO m/s 2 , donde i 
esta en segundos. Si v = 0, $ = 0 cuando t = 0, determine 
su velocidad y aceleracidn cuando s = 4m. 


12-27* Una partfcula se desplaza a lo largo de una Ifnea 
recta con una aceleracidn de a = 5/(3 s 1 ^ + m/s 2 , donde 

$est3 en metros. Determine su velocidad cuando s = 2m, 
si parte del reposo cuando s s lm. Use la regia de Simpson 
para evaluar la integral. 


*12-28. Si se to man en cuen ta los efectos de la resistencia 
atmosfdrica, un cuerpo que cae tiene una aceleracidn defi¬ 
nida por la ecuacidn a = 9.81 [1 - t^(10 -4 )] m/s 2 , donde 
v est£ en m/s y la direccidn positiva es hacia abajo. Si el 
cuerpo se suelta del reposo desde una gr an altiiud , deter¬ 
mine (a), la velocidad cuando t = 5 s y (b) la velocidad 
terminal o maxima alcanzable (a medida que t —►qq). 
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*12-29* La posicidn de una partfcula a lo largo de una 
lfnea recta est3 dada por $ = (1 .5? - 13 5? + 22.5r) pies, 
donde t est3 en segundos. Determine la posicidn de la par¬ 
tfcula cuando t = 6 s y la distancia total que recorre duran¬ 
te el intervalo de 6 s. Sugerenckr trace la trayectoria para 
deter minar la distanda total recorrida. 


12-30* La velocidad de una partfcula que se desplaza a lo 
largo de una lfnea recta es v = - ks , donde k esconstan- 

te. Si ^ = 0 cuando t = ft, determine la posicidn y acelera¬ 
cidn de la partfcula como una funtidn del tiempo. 


12-31* La aceleracidn de una partfcula a medida que se 
mueve a lo largo de una lfnea recta est3 dada por a = (2 1 
— 1) m/s 2 donde resti en segundos. Si $ = 1 m yo = 2 m/s 
cuando t = 0, determine la velocidad y posicidn de la par¬ 
tfcula cuando t = 6 s. Tambidn, determine la distanda total 
que la partfcula recorre durante este intervalo. 


*12-32* La pelota A se lanza verticalmente hacia arriba 
desde la azotea de un edificio de 30 m de altura con una 
velocidad initial de 5 m/s. A1 mismo tiempo se lanza otra 
pelota B hacia arriba desde el suelo con una velocidad ini¬ 
tial de 20 m/s. Determine la altura desde el suelo y el tiem¬ 
po en que se cruzan. 


*12-33* Una motocideta arranca desde el reposo cuando 
t = 0 y viaja a lo largo de una carretera recta a una veloti- 
dad eonstante de 6 pies/s 2 hasta que alcanza una rapidez de 
50 pies/s. Despuds man tie ne esta rapidez. Adem^s, cuando 
i = O, un automdvil situado a 6000 pies de la motocideta 
viaja hacia dsta a un rapidez eonstante de 30 pies/s. Deter¬ 
mine el tiempo y la distanda recorrida por la motoddeta 
cuando se cruzan. 


12-34* Una partfcula se desplaza a lo largo de una lfnea 
tecta con una velocidad v = (200s) mm/s, donde s esta en 
milfmetros. Determine la aceleracidn de la partfcula cuan¬ 
do $ = 2000 mm. ^Cuanto tiempo requiere la partfcula 
para alcanzar esta posicidn si $ = 500 mm cuando t = 0? 


■12-35* La rapidez inicia l de una partfcula es de 27 m/s. Si 
experimenta una desaceleracidn de a = (-&) m/s 2 , donde 
testa en segundos, determine su velocidad despuds de que 
harecorrido 10 m. ^CuAnto tiempo requiere esto? 


*12-36* La aceleracidn de una partfcula que se desplaza 
a lo largo de una lfnea recta es a = (8 - 2$) m/s 2 , donde s 
esta en metros. Si v = 0 cuando s = 0, determine la veloci¬ 
dad de la partfcula cuando $ = 2 m y su position cuando la 
velocidad es maxima. 


*12-37* La pelota A se lanza verticalmente hacia arriba 
con una velocidad de v n . La pelota ifse lanza verticalmen¬ 
te hacia arriba desde el mismo pun to con La misma veloci¬ 
dad t segundos despuds. Determine el tiempo transcurrido 
t < 2ty f desde el instante en que se lanza la pelota A hasta 
cuando las pelotas se cruzan entre sf, y determine la velo- 
ddad de cada una en este instante. 


12-38* Cuando se lanza un cuerpo a una alta altitud por 
encima de la superficte de la Tierra, se debe tomar en cuen- 
ta la variacidn de la aceleracidn de la gravedad con res- 
pecto a la altitud. Ignorando la resistencia del aire, esta 
aceleracidn se determina con la fdrmula a = -g^R 2 f{R + 
y) 2 ], donde g fl es la aceleracidn de la gravedad eonstante 
al nivel del mar, if es el radio de La Tierra y la directidn 
positiva se mide hacia arriba. Si g 0 = 9.81 m/s 2 y if = 6356 
km, determine La velocidad inicial minima (velocidad de 
escape) a la que se debe disparar un proyectil verticalmen¬ 
te desde la superficie terrestre de modo que no caiga de 
tegreso a la Tierra. Sugerencia: esto requiere que v = 0 a 
medida que y^*oo. 


12-39* Teniendo en cuenta la variacidn de la aceleracidn 
de la gravedad a con respecto a La altitud y (vea el problema 
12-38), derive una ecuacidn que telatione la velocidad de 
una partfcula que cae libremente hasta su altitud. Suponga 
que la partfcula se suelta del reposo a una altitud y G de la 
superfitie de la Tierra. ^Con que velocidad choca la partfcu¬ 
la con la Tierra si se suelta del reposo a una altitud = 500 
km? Use los datos numeritos del problema 12-38. 


*12-40* Cuando una partfcula cae a travds del aire, su 
aceleracidn inicial a = g se reduce hasta que es cero, y 
despuds cae a una velocidad eonstante o terminal ty. Si 
esta variacidn de la aceleracidn puede expresarse como 
a = (g/tTf)(tTf - ti^), determine el tiempo requerido para 
que la velocidad sea v=v f jZ Inicialmente la partfcula cae 
del reposo. 


*12-41* Una partfcula se desplaza a lo largo de una lfnea 
recta de modo que su posicidn con respecto a un punto 
fijo es $ = (12 - 15? + 5?) m, donde t esta en segundos. 
Determine La distanda total recorrida por la partfcula 
desde t = Is hasta t = 3s. Tambidn, determine La rapidez 
promedio de la partfcula durante este intervalo. 
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12.3 Cinematica rectilmea: movimiento 
erratico 

Cuando el movimiento de una particuia es erratico o variable, su posi- 
ddn, vetocidad y aceleracidn no pueden describirse mediante una sola 
ftwcidn matematka continua a io largo de toda la trayeetoria. En su 
tugar, se requcrira una serie de ftinciones para especificar el movimien¬ 
to endiferentes intervales. Poreso,convienerepresentarel movimiento 
como una grafica. Si se puede trazar una grafica del movimiento que 
letacione dos de las variables s, t>, a, t, entonces esta grafica puede uti- 
Eizarse para construir graficas subsecuentes que relacionen otras dos 
variables, puesto que las variables estan relacionadas por las relaciones 
diferenciales v = ds/dt, a = dv/dto a ds = vdv. Con frecuencia ocurren 
varias situadones. 

Graficas de S-t, v-t y a-t. Para construir la grdfka de v-t dada 
la grafica de s-t, figura 12-7a,debera utilizarse la ecuaddn v = ds/dt,y a 
que reladona las variables s y t con v. Esta ectiacidn establece que 


pendientede , .. J 

, A = veloctdad 
la grafica de s-t 


s 



v 



Porejemplo.si se mide la pendiente en la grafica de s-feuando t = t u 
la velocidad es wj.la cual se traza en la figura 12-76. La grafica de v-t sc 
construye trazando <Ssta y otros valores en cada instante. 

La grafica de a-t se construye a partir de fa grafica de v-t del mismo 
modo, figura 12-8 puesto que 



pendientede 

... , = aceleracion 

la grafica de v-t 


En la figura 12-8a se muestran ejemplos de varias medidones y se gra- 
fican en la figura 12-86. 

Si la curva s-t correspondiente a cada intervalo de movimiento puede 
expresarse mediante una funddn matematica s = s(f), entonces la ecua¬ 
ddn de la grafica de v-t correspondiente al mismo intervalo se obtiene 
diferendando esta funddn con respecto al tiempo puesto que v = ds/dt. 
Asimismo, la ecuaddn de lagrafica de a-f enel mismo intervalo se deter - 
mina al diferendar v = u(f) puesto que a = dv/dt. Como la diferendaddn 
reduce un polinomio de grado n a uno de grado n-l, en tat caso si la 
grafica de s-t es parabdlica (una curva de segundo grado), la grafica de 
v-t sera una tinea inclinada (una curva de primer grado) y la graf ica de a-t 
sera una constante o una linea horizontal (una curva de grado cero). 


v 



(a) 


a 



1 %. 12-8 


12 
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12 


a 




S se proporciona la grdfica de a-t, figura 12-9a, la grafica de v-tse cons- 
truye por medio de a = dv/dt, escrita eomo 


Av = 

J a dt 

cambio de 

area bajo la 

velocidad “ 

grdfica de a-t 


For consiguiente, para construir Ea grafica de v-t, comenzamos con la 
velocidad inicial de la particula voy inego agregamos a dsta pequefios 
mcrementos de area (Av) determinados a pariir de ta grafica de a-t. 
De este modo, se determinan puntos sucesivos, v t = v 0 + Av, etc6tera, 
para ta grafica de v-t,figtira 12-96. Observe que la adicibn atgebraica de 
bs mere memos de area de la grafica de a-tes necesaria.puesto que las 
areas situadas porencima del eje tcorresponden a un incremento de v 
(area “positiva”), mientras que tas que quedan debajo del eje indican 
una reduction de v (area “negativa”)- 
Asimismo, si se presenta la grafica de v-t, figura 12-10a, es posible 
determinar la grafica de s-t por medio de v = ds/dt, escrita como 


hs -s 

desplazamiento = 


vdt 

area bajo la 
grafica de v-t 


Como previamente se hizo, comenzamos con la posiciOn inicial de ta 
particula soy agregamos a bsta (algebraicamente) pequeflos incremen- 
tos de area A? determinados a partir de la grafica de v-t, figura 12-106. 

Si segmentos de ta graficade a-t pueden describiree mediante unaserie 
de ecuaciones, entonces cada una dstas puedeser integradapara obtener 
ecuaciones que describen los segmentos correspondientes de la grafica de 
v-t. Del mismo modo, la grafica de s-t se obtiene at integrarlas ecuaciones 
que describen los segmentos de la grafica de v-t. Por consiguiente, si la 
g-afica de a-t es lineal (una curva de primer grado), la integration dard 
una grafica de v-f que es parabdlica (una curva de segundo grado) y una 
grafica de s-t que es cubic a (una curva de tercer grado). 
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Graficas de v-s y a-s. Si la gr&fica de as puede construirse, 
entonces I os puntos en la grdfica de vs se determinan por medio de 
v dv = a ds. Si Integramos esta ecuacidn entre los If mites u = v 0 con 
s — So y V = Vi con s = ?i,te nemos. 


a 



(*) 



area bajo la 
grafica de as 


Por consiguiente, si se determina et Srea de color gris en la figu- 
ra 12-lla y se conoce la velocidad inicial % en s 0 = 0, entonces 
Vi = (2 f s s 'ads + Vo} 1/ ' 2 , figura 12-116. De esta manera se ptieden 
marcar puntos sucesivos en la grifica de vs. 

Si se conoce la gr&fica de vs, la aoeleraddn a en cualquier posicidn s 
se determina por medio deads = v dv,escrita como 



velocidad por 

aceleracidn = la pendiente de la 
gr^fica de vs 


Por tanto en cualquier punto (s, v) de la figura 12-120, se mide la pen¬ 
diente dvjds de lagrifica de vs. Entonces,con vy dv/ds conocidas,se 
calcula el valor de 0, figura 12-126. 

La grifica de v-s tambien se construye a partir de la grgfica de as o 
viceversa, por aproximacldn de la grifica conodda en varies intervalos 
con fundones mate m2 tic as, v =/(s) o a = g(s) y luego por ads = v dv 
para obtener la otra grgfica. 





(b) 

Fig, 12-11 


v 



a 
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EJEMPLO 12.6 


V (pies/s) 



Ms) 


(b) 


a (pies/s?) 


10 30 

(e) 

Fig. 12-13 


-Ms) 


Una bicicleta rueda a to largo do tina carre tera recta de modo que la 
grifica de la figura 12-13a describe suposicibn. Construya las grdfi- 
cas de v-t y a-ten el intervalo 0 s t ==30 s. 

s (pies) 




Ms) 


soluciOn 

Graf tea de v-t. Como v = ds/dt, la grgfica de v-t se determina 
diferenciando las ecuaciones que defvnen la grifica de s-t, figura 
12-13«. Tenemos 


0 t < 10 s; 


s = (t 1 ) pies 


v = ^ = (2l) pies/s 
ds 

10 s < l ^ 30 s; s = (20f - 100) pies v = — = 20 pies/s 

Los resultados se han trazado en la figura 12-136. Tambibn pode- 
mos obtener valores espedficos de v al medir la pendiente de la gr&- 
fica de s-t en un instante dado. Por ejemplo, con t = 20 s, la pendien¬ 
te de la grgfica de s-lse determina a partir de la tinea recta de 10 s 
a30s,es decir, 

„ A ,s 500 pies - 100 pies „ , , 

t = 20 s; v = — =-777;—77-^— = 20 pies/s 




30 s - 10 s 


Gr&fiea de a-t. Como a = dv/dt, la grifica de a-t se determina si 
se diferencian las ecuaciones que definen las tineas de la gitffica de 
v-t. Esto results 

0 s t < 10 s; v = (2l) pies/s a = — = 2 pies/s? 

at 

, dv 

10 < t 30 s; V = 20 pies/s a = — = 0 

at 

Los resultados se grafican en figura 12-13c. 

NOTA: compruebe que a = 2 pies/s 2 cuando t = 5 s al medir la 
pendiente de la grifica de v-t. 
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EJEMPLO 12. 


El automdvii de la figure 12-14a arranca del reposo y viaja a lo largo 
de una pista recta de modo que acelera a 10 m/s 2 durante 10 s y 
luego desacelera a 2 m/s?. Trace las grafkas de v-t y s-ty determine 
el tiempo S’ necesario para detener el automdvii. <,Qud distancia ha 
recorrido el automdvii? 

SOLUClON 

Grafica de v-t. Como dv = a dt la grafica v-t sc determine ai inte- 
grar los segmentos de Knea recta de la grafica de a-t. Con la con¬ 
dition initial w = 0 cuando t = 0, tenemos 

0 ^ t < 10 s; a = (10) m/s 2 ; f dv = f 10 dt, v = lOt 

jo Jo 

Cuando t = 10 s, v = 10(10) = 100 m/s. Con esto como la condition 
initial para el siguiente intervalo, tenemos 


a (m/s 1 ) 


10 


S <(S/; a = (-2) m/s 2 ; j dv = f -2 dt, V = (-2 1 + 120) m/s 

J100 m/s JlOs 


Cuando t = ('requerimos v = 0. Esto resulta, figura 12-146, 

t' = 60 s Resp. 

Una solucidn mas directa para t' es posible si se tiene en cuenta que 
el area bajo la grafica de a-t es iguai al cambio de la velocidad del 
automdvii. Requerimos Att = 0 = A x + A 2 , figura 12-1%. Por tanto 

0 = JOm/s^lOs) + (—2m/s 2 )(f' - 10s) 

t' = 60 s Resp. 

Grafica de s-t. Ya que ds = v dt, al integrar las ecuaciones de la 
gr£fka de v-t sc obtienen las ecuaciones correspondientes de la gra¬ 
fica de s-t. Al usar la condition initial s = 0 cuando t = 0, tenemos 

(1 s ( < 10 s; v = (lOt) m/s; / ds = j 10t dt, s = (St 1 ) m 

JO J0 

Cuando t = 10 s, s = SflOJ 2 = 500 m. Al usar esta condition initial, 

10 s ss t =s 60 s; v = (-2 1 + 120) m/s; f ds = f (-2 1 + 120) dt 

JSOOm Jills 

j - 500 = -t 2 + 12Qt - 1-(10) 2 + 120(10)] 
s = (~t 2 + 120t - 600) m 

Cuando t' = 60 s, la posicidn es 

s = -(60) 2 + 120(60) - 600 = 3000 m 
La grafica de s-t se muestra en la figura 12-14c. 


v (m/s) 


s (m) 


Resp. 



r (s) 



tis) 


NOTA: una solucidn directa para s es posible cuando t' = 60 s, 
puesto que el area triangular ba)o la grafica de v-t results el despla- 
zamiento As = s - 0 desde t = 0 a t’ = 60 s. Por consiguiente, 

As = |(60 s) (100 m/s) = 3000 m Resp. 



-t{s) 
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EJEMPLO 12.8 



a (pies/s 1 ) 


a - 0.04s 4- 2 


a = 0 


200 400 

tb) 

Fig. 12-1S 


-s {pies) 


La grgfica de vs que describe el movimiento de una motocicleta se 
muestra en la figura 12-1 5a. Trace la grifica de as del movimiento 
y determine el tiempo requerido para que la motocicleta alcance la 
posicibn s = 400 pies. 

SOLUClON 

Grafica de as. Como se dan las ecuaciones de los segmentos de la 
grdfica de v-s, la grafica de as se determina con ads = v dv. 


0 sf< 200 pies; 


v = (0.2 s + 10) pies/s 


s (pies) 


a = v^- = (0.2s + 10)-^ (0.2 s + 10) = 0.04s + 2 


200 pies < s ^ 400 pies; 


v = 50 pies/s 


a = v^j- = {50)^-(50) =0 
(is (is 

Los result ados se grafican en la figura 12-156. 

Tiempo. El tiempo se obtiene con la grafica vsy v = ds/dt, por- 
que esta ecuacibn relaciona v, s y t. Para el primer segmento del 
movimiento, s = 0 cuando t = 0, por tanto 

0 sj< 200 pies; v = (0.2s + 10) pies/s; dt = ^- = ^ 


i;*-h 


ds 


fa 0.2s + 10 

t = (5 In(0.2s + 10) - 5 in 10) s 

Cuando s = 200 pies, t = 5 In[0.2(200) + 10] - 5 In 10 = 8.05 s. Por 
oonsiguiente, si utilizamos estas condiciones iniciales para el segundo 
segmento del movimiento. 


200 pies < s s 400 pies; v = 50 pies/s; 


/ *-r 

A 05 s Jaxim 


_ ds _ ds 
f “ V “ 50 


ds 

50’ 


8.05 = 


50 


= fe +4 - 05 ) ! 


Por consiguiente, cuando s = 400 pies, 

400 


t = -±r + 4.05 = 12.0 s 

Jv 


Resp. 


NOTA: los resultados gr^ficos se comprueban en parte al calcular 
las pendientes. Por ejemplo, cuando s = 0, a = v{dv[ds) = 10(50 - 
10)/200 = 2 m/s 2 . Adem^s, los resultados se comprueban en parte 
por inspeccibn. La grgfica de vs indica el incremento inicial de la 
velocidad (aceleracibn) seguido por velocidad constante (a = 0). 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F12-9* La partfcula viaja a lo largo de una pista recta de 
modo que la grifica de s-t describe su position. Trace la 
grifica de v-t para el mismo intervalo. 


F12-12* El auto deportivo viaja a lo largo de una carrete- 
ra recta, de modo que la grifica describe su posicidn. Trace 
las grificas de u-t y a-t durante el intervalo 0 ^ t ^ 10 s. 


s(m) 



FI2-9 

F12-10. Una vagoneta viaja a lo largo de una carretera 
tecta a una velocidad descriLa por la grifica. Trace las gri- 
ficas de s-t y a-t durante el mismo periodo. Considere $ = 0 
cuando i = 0. 


v (pies/s} 



F12-1L Una bicicleta rueda por una carretera recta 
donde la grifica vs describe su velocidad. Construya la 
grifica as duraite el mismo intervalo. 


j(m) 



F12-12 

F12-13* El “dragster” arranca del reposo con una acele- 
tacidn descdta por la grifica. Construya la grifica de u-t 
durante el intervalo 0 ^ < t% donde t* es el tiempo que le 
lleva al auto detenerse. 


a (m/s 2 ) 



F12-13 

E12-14* El “dragster” arranca del reposo y su velocidad 
es la descrita por la grifica. Trace la grifica de $-t durante 
el intervalo de tiempo 0=^ l ^15 s. Tambiin, determine La 
distancia total recorrida durante este intervalo. 


v(m/s) 




s (m) 


v (m/s) 



F12-11 


F12-14 
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PROBLEM AS 


12-42* La rapidez del tren durante el primer minuto se 
tegistrd como sigue: 


t (s) _ 0 2f> 40 60 

v (m/s) 0 16 21 24 


Trace la grafica de v-t que representa la curva de forma 
aproximada como segmentos de Ifnea recta entre los pun- 
tos dados. Determine la distancia total recorrida. 

12-43* Se dispara verticabnente un misil de dos etapas 
desde el reposo con la aceleracidn que se indica. En 15 s 
b primera etapa A se consume y se enriende la segunda 
etapa B. Trace las gr4ficas de v-t y $-t las cuales describen 
el movimiento de Las dos etapas del misil durante el inter- 
valo 0^1^20 s. 



Proh. 12-43 


*12-44* Un tren de carga parte del reposo y viaj a con un a 
aceleracidn constante de 0.5 pies/s 2 . Despuds de un dem- 
po t 1 mantiene una rapidez constante de modo que cuando 
t = 160 s ha recorrido 2000 pies. Determine el dempo V y 
trace lagrdfica de v-t del movimiento. 

*12-45* Si * = [2 sen(ir /5)t + 4] m, donde t esta en segun- 
dos, define la posicidn de una partfcula, trace las grificas 
de s-t, v-t y a t durante el intervalo 0 ^ t ^ 10 s. 


12-46* Un tren sale de la estacidn A y durante el primer 
kildmetro viaja con una aceleracidn uniforme. Luego, 
durante los dos siguientes kildmetros viaja con una velo- 
cidad uniforme. Por dltimo, el tren desacelera de manera 
uniforme durante otro kildmetro antes de detenerse en 
b estacidn B. Si el dempo de todo el recorrido es de seis 
minutos, trace la grifica de v-t y determine la velocidad 
maxima del tren. 

12-47* La pardcula viaja a lo largo de una Ifnea recta con 
b velocidad descrita por la grafica. Trace la grafica de a-s. 


v (m/s) 



*12-48* Se proporciona la grafica de as de un “jeep” 
que viaja a lo largo de una carretera recta de los primeros 
300 m de su movimiento. Trace la grafica de vs. Cuando 
$ = Q>v = 0, 


a (m/s 2 ) 
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•12*49* Una panic ula viaja a lo largo de una curva defi- 
nida por la ecuacidn $ = - 3J 2 + 2 i) m, donde t esU en 

segundos. Trace las gr^ficas de s - t, v - t y a - t de la 
pardcula durante el intervalo 0 ^ t^3 s, 

12-50* Un camidn viaja a lo largo de una linea recta con 
una velocidad descrita por la grifica. Trace La grafica de 
a -s durante el intervalo 0 ^ s ^ 1500 pies. 



v (pies/s} 



Prob. 12-50 


12-51* Un automdvil arranca del reposo y viaja a lo largo 
de una carretera recta con una velocidad descrita por la 
grifica. Determine la distancia total recorrida hasta que el 
automdvil se detiene. Trace las gr^ficas de $-( y a-t. 



*12-52* Un automdvU sube una colina a la velocidad que 
se muestra. Determine la distancia total que recorre hasta 
que se detiene (t = 60 s). Trace la grSfica de a-t 


v (m/s) 



Prob* 12-52 

•12-53* La moto de nieve se desplaza por un sendero 
recto de acuerdo con la grafica de u t. Trace las grificas 
de y-f y a-t durante el mismo intervalo de 50 s. Cuando 
i = 0,s= 0, 

v (m/s) 



ftob* 12-53 

12-54* Un motociclista en A viaja a 60 pies/s cuando 
desea rebasar el camidn T el cual viaja a una velocidad 
constante de 60 pies/s, Para hacerlo, el motociclista ace- 
lera a 6 pies/s 2 hasta que alcanza una velocidad maxima 
de 85 pies/s. Si luego man dene esta velocidad, determine 
el dempo que le lleva llegar a un punto situado a 100 pies 
adelante del camidn. Trace las grificas v-t y s-t del motoci¬ 
clista durante este dempo. 


(Vnh ^ 60 pies/s (v m ) 2 = 65 pics/s 



Prob* 12-51 


ftob* 12-54 
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12 


12-55* Un avidn que vuela a 70 m/s aterriza en una pista 
da aterrizaje recta y su desaceleracidn esti descrita por la 
grifica. Determine el tiernpo t* y la distancia que recorre 
para alcanzar una rapidez de 5 m/s. Trace las grAficas de 
v-t y s-t durante este intervalo, 0 


*12-57* El '"dragster” arranca del reposo y se de&plaza a 
b largo de una pista recta con una aceleracidn-desacelera- 
ddn descrita por la gr^fica. Trace la grSfica de v-s durante 
el intervalo 0 ^ ^ s' y determine la distancia s' recorrida 
antes de que el dragster se detenga de nuevo. 



*12-56* La grAfica describe la posicidn de un ciclista que 
viaja a lo largo de una carretera recta. Trace las grSficas 
de zt-f y < 2 -/. 


a{ m/s 2 ) 



12-58* Un auto deportivo viaja a lo largo de una carre te¬ 
ra recta con una aceleracidn-desaceleracidn descrita por 
la grAfica. Si el automdvil arranca del reposo s determine la 
distancia s' que recorre antes de detenerse. Trace la grAfi- 
ca de v^-s durante el intervalo 



s(m) 



a (pies/s 2 ) 



s(pies) 


Frob* 12 56 


Prob* 12-58 
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12-59* Un misil disparado del repo so viaja a lo largo de 
una pista recta durante 10 s con la aceleracidn mostrada. 
Trace la grafica de tMque describe el movitniento y deter¬ 
mine la distancia recorrida en 10 s. 


*12-61* Se muestra la grafica de v-t de un automdvil 
mientras viaja por una carretera. Trace las grfficas de s-t 
y at del movimiento. 


12 


a (m/s 2 ) 


v (m/s) 





f<s) 


Prob* 12-59 


*12-60* Un motociclista que arranca del reposo, viaja a lo 
largo de una carretera recta y durante 10 s su aceleracidn 
es la que se muestra. Trace la grMca de tMque describe el 
movimiento y determine la distancia recorrida en 10 s. 


Prob* 12-61 


12-62* El bote navega en Hnea recta con la aceleracidn 
descrita por la grafica de a-$. Si arranca del reposo, trace 
la grafica de v-sy determine la velocidad maxima del bote. 
lQu& distancia s' recorre antes de detenerse? 




Prtib* 12-60 


Prob* 12-62 
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12 


12-63* La grafica describe la aceleraridn del cohete. Si 
parte del reposo, trace las grificas de v-t y $-t del movi- 
miento durante el intervalo 0 ^ t ^ 14 s. 


•12*65* La grafica describe la aceleracidn del bote que 
arranca del reposo. Trace la grafica de v-$. 



t(s) 


Prob* 12-63 


atpicsfi 1 ) 



s(pie$) 


Prob* 12*65 


12*66* El bote navega a lo largo de una Itnea recta a la 
velocidad descrita por la grafica. Trace las grafieas s-t y a $. 
Tambi£n s determine el tiempo requerido para que el bote 

*12-64* La motocicleta de turbina se desplaza a lo largo lecorra una distancia $ = 400 m si $ = Ocuando t = 0. 
de una carretera recta con la velocidad descrita por la gra¬ 
fica de v-s. Trace la grafica de a-s. 


v(m/s} 



v(m/s) 



Pirob* 12-64 


Prob* 12-66 
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12*67* La grifica de s-t de un tren se determine experi- 
mentalmente. Cor lots datos, trace las gr^ficas de v-t y a-t 
del movimiento. 



Prob* 12-67 


*12*6®* El avidn aterriza a 250 pies/s sobre una pista 
tecta y desacelera como se indica en la grifica. Determine 
la distancia s’ recorrida antes de que su rapidez se reduzca 
a 25 pies/s. Trace la grifica de s-t. 


*12-69* El avidn despega con la aceleracidn descrita por 
b grifica. Si arranca del reposo y requiere una velocidad 
de 90 m/s para despegar, determine la longitud minima de 
pista requerida y el tiempo I'para despegar. Trace las gri- 
ficas de v-t y s-t. 



Prob* 12-69 


12-70* Se muestra la gr£ftca de a-t del tren bala. Si el 
tren arranca del reposo, determine el tiempo transcurrido 
t 1 antes de detenerse. ^Cuil e$ la distancia total recorrida 
durante este intervalo? Trace las grificas de v-t y s-t. 



${ pies} 



Prob, 12*6® 


Prob* 12-70 
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12 



Positfdn 


Trayectoria 



(b) 


12.4 Movimiento curvilineo general 

EI movimiento curvilineo ocurre cuando una partfcula se desplaza a lo 
largo de tina trayectoria curva. Como esta trayectoria a menudo se des¬ 
cribe en ires dimensiones, utilizaremos amdisis vectorial para formular 
la posicfcm, velocidad y aceleracibn de una partfcula.* En esta seccibn 
se analizan los aspectos generales del movimiento curvilfneo y en sec- 
dones subsiguientes consideraremos tres tipos de sistemas de coorde- 
nadas qne se us an con frecuencia para analizar este movimiento. 

Position. Considers una partfcula situada en un punto de una 
curva espacial definida por la funcibn de trayectoria i(f), figura 12-16a. 
El vector de posicion t — r(f) designara la posicibn de la partfcula, 
medida con respecto a un punto fijo O. Observe que tanto la magnitud 
como la direction de este vector cambiardn a medida que fa partfcula 
se mueve a lo largo de la curva. 

DesplazamientO. Suponga que durante un breve intervalo At la 
partfcula se mueve una distancia As a lo largo de la curva a una nueva 
posicibn, definida por r' = r + Ar, figura 12-166. El desplazamiento 
As represents el cambio de posicibn de fa partfcula y se determina 
mediante una testa vectorial, es decir Ar = r' r. 

Velocida d. Durante el tiempo At, la velocidad promedio de la par¬ 
tfcula es 


_ Ar 

Vo™ “ ^7 

La velocidad instantdn ea se determina con esta ecuacibn cuando Af —»0, 
y por consiguiente la direccibn de Ar tiende la tangente a la curva. Por 
consiguiente, v = Ifm (Ar/Af)o 



(12-7) 



Kg. 12-16 


Como dr ser4 tangente a la curva, la direccion de v tambien es tan¬ 
gente a la curva, figura 12-l6c. La magnitud de v, conocida como la 
rapidez , se obtiene al tener en cuenta que la tongitud del segmento de 
Ifnea recta Aren la figura 12-166 tiende la longitud de arco Asa medida 
que At -* 0, tenemos v = tfm (Ar/At) = jfm (A$/At),o 



( 12 - 8 ) 


Por tanto, la rapidez se obtiene al diferenciar fa funcibn de la trayecto¬ 
ria s con respecto al tiempo. 

*En el ap^ndice B se presenta un resume n de aigunos de los conceptos import antes 
de anilisis vectorial- 
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Aceleracion. Si la veiocidad de la partfcula es v en el instante t y 
v' = v + Avenel instante t + A;, figura 12-16d, entonces la aceleracion 
promedio de la partfcula durante el intervale Ares 


Av 

•pom - ^ 



donde Av = V - v. Para estudiar la tasa de cambio en el tiempo, los dos 
veetoies de veiocidad enla figura 12-16dse trazanen ia figur a 12-16c de 
modo que sus colas queden en el punto fijo O' y sus cabezas de punta 
de ffecha toquen puntos situados en la curva. Esta curva se llama hodo- 
grafa y cuando se construye, describe el lugar geom6trico de puntos 
para la cabeza de punta de flecha del vector de veiocidad, del mismo 
modo en que la trayectoria s describe el lugar geom&rico de puntos para 
la cabeza de punta de flecha del vector de posiridn, figura 12-16a. 

Para obtener la aceleracion instantdnea, hacemos que At —* 0 en la 
ecuacidn anterior. En el Ifmite Av tender^ la tangente a la kodografa y 
por tanto a = Km (Av/Af), o 




(12-9) 


Si sustituimos la ecu arid n 12-7 en este result ado, tambidn podemos 
escribir 



(f) 


a = 


d^r 
dt 2 


Por definicidn de la derivada, a actiia tangente a la kodografa, figu¬ 
ra 12-16/, y, en general no es tangente a la trayectoria del movimiento , 
figura 12-16g. Para aelarar este punto, tenga en cuenta que Avy por 
consiguiente a, deben responder el cambio tanto de magnitud comode 
direccidn de la veiocidad v a medida que la partfcula se mueve de un 
punto al siguiente a lo largo de la trayectoria, figura 12-16d. Sin embar¬ 
go, para que la partfcula siga cualquier trayectoria curva, el cambio 
direccional siempre “cambia” el vector de veiocidad hacia el “interior” 
o “ lado odncavo” de la trayectoria, y por consiguiente a no puede per- 
manecer tangente a la trayectoria. En suma, v siempre es tangente a la 
trayectoria y a siempre es tangente a la kodografa. 



<S> 


12 


% 12-16 (cont) 
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12.5 Movimiento curvih'neo: 

componentes rectangulares 


De vez en cuando el movimiento de una partfcula puede describirse 
mejor a !o largo de una trayeetoria que pueda expresarse en funcidn 
de sus coordenadas x, y, z. 



Position. Si la partfcula esti en el punto (x, y, z )de la trayeetoria 
curva 5 mostrada en la figura 12-17a, entonces el vector de posicion 
define su posicidn 


t = xi + yj + tit 


( 12 - 10 ) 


Ouando ia partfcula se mueve tos componentes x, y, z de r serin fun- 
dones del tiempo, es decir, x = x(f), y = y(t), z ~ z(t), de modo que 
r = r(r). 

En cualquier instante la ecuacidn C-3 del apdndice C define la mag¬ 
nitud de r 


r = V ^ 2 + + Z 2 


Y la direccion de r se especifica por el vector unitario n r = r/r. 


z 



(b) 


Velocidad. La primera derivada con respecto al tiempo de rpro- 
porciona ia velocidad de la paru'ctiia. Por consiguiente, 


dr d rf d 

' = n = + + 


Ouando se toma esta derivada, es necesario tener en cuenta tanto la 
magnitud como la direccidn de cada uno de los componentes vectoria- 
les. Por ejemplo, la derivada del componente ide r es 



dx. . di 
— 1 + x— 
dt dt 


Fig. 12-17 

El segundo tdrmino del tado derecho es cere, siempre que el marco de 
leferencia x,y ,z est£ fijoy por consiguientela direccion (y la magnitud ) 
de i no cambie con el tiempo. La diferenciacidn de los componentes 
j y k se realiza de la misma manera, la cual proporciona el resultado 
final, 


Y 


dr 

dt 


= + tfjj + I’.k 


( 12 - 11 ) 


donde 


v x = x v y = y v z = k 


( 12 - 12 ) 
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La notation “de punto”, x, y, z represent a las primeras derivadas de 
x = y = y(f), z = z(t), lespecdvamente. 

La magnitud de la veloddad se determina como 


12 


V = V^" 


+ 


+ «£ 


y el vector unitario u„ = v/v especifica su direction. Como se vio en ta 
seccidn 12-4, esta direccidn siempre es tangente a la trayectoria , como 
se muestra en la figura 12-176. 


Aceieracion. La aceleracidn de la particula se obtiene de la pri- 
mera derivada con respecto al tiempo de la ecuacidn 12-11 (o la segun- 
da derivada con respecto al tiempo de la ecuacidn 12-10). Tenemos 



(12-13) 


z 



donde 


(e) 



(12-14) 


Aqui, a x , a y , a z representan, respectivameme, las primeras derivadas 
con respecto al tiempo de v x = v x (t), v y = v y (t), v z = v_(f) o las segun- 
das derivadas con respecto al tiempo de las funciones x = ,r(t), y = y(f)> 
z = z(t). 

La aceleracidn tiene una magnitud 


a = \Ja 2 x + a) + cq 


y una direction espectficada por el vector unitario u„ = a/a. Como a 
represent a el cambio tanto de la magnitud como de la direccidn de 
la velocidad, en general a no sera tangente a la trayectoria, figura 
12-17c. 
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Puntos importantes 


* El movimiento curvibneo hace que cambie tanto la magnitud 
como la direcddn de los vectores de posicidn, velocidad y ace- 
leracidn. 

♦ El vector de velocidad siempre es tangente a la trayectoria. 

* En general, el vector de aceleracidn no es tangente a la trayec- 
loria, sino que mds bien es tangente a la hoddgrafa. 

Si el movimiento se describe mediante coordenadas rectangu- 
lares, entonces los componentes a lo largo de cada uno de los 
qcs no cambian de direccidn, solo su magnitud y senrido (signo 
aigebraico) cambiardn. 

• A1 considerar los movimientos de los componentes, el cambio 
de magnitud y direction de la posicidn y velocidad de la par- 
tfcula se toman autom&icamente en cuenta. 


Procedimiento para a I anaiisis 


Sistema do coordenadas. 

• Un sistema de coordenadas rectangulares puede usarse para 
resolver problemas para los cuafes el movimiento puede expre- 
sarse en tdrminos de sus componentes x, y, z. 

Cantidades cinematicas. 

• Como el movimiento rectilmeo ocurre a lo largo de cada eje de 
coordenadas,^ 1 movimiento a lo largo de cada eje se determina 
mediante v = ds/dt y a = dv/dt; o cuando el movimiento no 
esta expresado como una funcidn del tiempo, puede utilizarse 
la eeuacidn ads = vdv. 

* La ecuacidn de la trayectoria y = f(x) puede utilizarse en dos 
dimensiones, para retacionar los componentes jc y y de la velo- 
ddad y aoeleratidn si se aplica la regia de la cadena del calculo. 
Este concepto se revisa en el apdndice C. 

* Una vez que se determinan los componentes x,y,z, las mag¬ 
nitudes de estos vectores se determinan con el teorema de 
Pit&goras, ecuacidn B-3 y sus Angulos de direction coordena- 
dos a partir de los componentes de sus vectores unitarios, ecua- 
dones B-4y B-5. 
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EJEMPLO 


En cualquier instante x = (St) pies,donde testa en segundos, define 
la posicidn horizontal dei globo atmosfdrico de la figura 12-18a. 
Si ta ecuacidn de la trayectoria es y = jr/10, determina la magnitud 
y direccion de la velocidad y la aceleracidn cuando t = 2 s. 

soluciOn 

Velocidad. El componente de velocidad en la direccidn x es 

d 

v x = x = —(8#) = 8 pies/s 

Para determinar la relacidn entre tos componentes de velocidad uti- 
Bzaremos la regia de la cadena del cfilculo (vea el apdndice A para 
una explicacidn completa). 

v y = y = ^(x 2 /10) = 2*x/10 = 2(16)(8)/10 = 25.6 pies/s T 

Cuando t = 2 $, la magnitud de la velocidad es por oonsiguiente 

v = \/(8 pies/s) 2 + (25.6 pies/s) 2 = 26.8 pies/s Resp. 
La direccidn es tangente a la trayectoria, figura 12-18£>, donde 


, v y , 25.6 

8 V = tan- 1 — = tan" 1 — = 72.6° 

v* 8 


Resp. 


Aceleracksn. La relacidn entre los componentes de aceleracibn se 
determina con la regia de la cadena (Vea el ap&idice C.) Tenemos 


= % = —( 8 ) = 0 


a y = i) y = —(2xx/lQ) = 2(jc)x/10 + 2x(x)/10 
= 2(8) 2 /10 + 2(16)(0)/10 = 12.8 pies/s 2 T 

Por tanto, 

a = \/(0) 2 + (12-8 ) 2 = 12.8 pies/s 2 Resp. 

La direcckin de a, como se muestra en la figura 12-18c es 


8 a = tan = 90° 

u 


Resp. 


NOTA: tambidn es posible obtener v y y a y si se expresan primero 
y =/(0 = (Sf) 2 /10 = 6.4^ y luego se toman derivadas con respecto 
al tiempo sucesivas. 




a = 12$ pies/- 


J 

b-\ 0* = w 


B 

(c) 

Mg* 12-18 
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EJEMPLO 12.10 


Durante un breve iapso,y = (0.001* 2 ) m describe la trayectoria del 
avidn que se muestra en la figura 12-19«. Si el avion se eleva con 
una veloddad constame de 10 m/s, determine las magnitudes de la 
velocidad y aceleraciOn del avidn cuando este a y = 100 m. 


SOLUClON 

Cuando y = 100 m, entonoes 100 = 0.001* 2 o * = 316.2 m. TambiOn, 
como v y = 10 m/s, por tanto 

y = v y t\ 100 m = (10 m/s) t t = 10 s 

Velocidad. S utilizamos la regia de la cadena (vea el apOndice C) 
para determinar la relaciOn entre los componentes de la velocidad, 
te nemos 



d 


v y = y = — (0.001* 2 ) = (0.002*)* = 0.002*% 


( 1 ) 


100 m 


. y= 0.001** 


Por tanto 


(a) 


10 m/s = 0.002(316.2 m)(%) 

% = 15.81 m/s 

La magnitud de la velocidad es, por consiguiente 
v = y/v* + v} = \/ (15.81 m/s) 2 + (10 m/s) 2 = 18.7 m/s Reap. 


Aceleracion, Con ta regia de la cadena, la derivada con respecto 
al tiempo de la ecuacidn (1) proportions la relaciOn entre los com¬ 
ponentes de la aceteradOn. 


a y = v y = 0.002*% + 0.002*% = 0 . 002 + *%) 



(b) 

Fig. 12*19 


Qiando * = 316.2 m, % = 15.81 m/s, % = a y = 0, 

0 = 0.002((15.81 m/s) 2 + 316.2 m(%)) 
a x = -0.791 m/s 2 

La magnitud de la aceleracidn del avion es, por consiguiente 

a = \/a x + ay = \/(-0.791 m/s 2 ) 2 + (0 m/s 2 ) 2 

= 0.791 m/s 2 Reap. 


Estos resultados se muestran en la figura 12-196. 
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12.6 Movimiento de un proyectil 

El movimiento de vuefo fibre de un proyectil a menudo se estudia en 
funcibn de sus componentes rectangulares. Para iiustrar el anilbis cine- 
m£tico, considere un proyectil lanzado en el punto (*o> ya)> wn una 
velocidad inicial de v 0 , cuyas componentes son (v 0 ) x y (v 0 ) y ,figura 12-20. 
Cuando se hace caso omiso de ta resistencia del aire, la tinica fuerza que 
acttia en el proyectil es su peso, el cual hace que el proyectil tenga una 
aceleracion dirigida hacia abajo constants de aproximadamente a c = 
g = 9.81 m/s 2 o g = 32.2 pies/s 2 .* 



Movimiento horizontal. Como a, = 0, la aplicaddn de las 
ecuaciones de aceleradbn constante, 12-4 a 12-6, resulta 


<*) 

V = + aj-. 

V* = (Vo)* 

<*) 

x = xo + i’of + |flct 2 ; 

x = x 0 + (DaW 

<*) 

v 1 = Vq + 2 a c (x - ^o); 

V x = Oo), 


La primera y la ultima de las ecuaciones indican que el componen¬ 
ts horizontal de la velocidad siempre permanece constante durante el 
movimiento. 

Movimiento vertical. Como el eje y positive est4 dirigido hacia 


arriba, entonces a y = —g. A1 aplicar 
nemos 

las ecuaciones 124 a 12-6, obte- 

(+t) 

v = DO + a<t‘. 

4 s 

n 

? 

! 

(+!) 

y = + k<*A 

y = yii + <%)/ - \& 2 

(+!) 

v 2 = ng + 2 a c (y - >&); 

= (Vo)? -2g(y - yo) 



Cada imagen en esta foto se tomo despues 
del mismo interval o. La tx>la oscura cae del 
repose, en tanto que la bola dara recibe 
una veloddad horizontal cuando se libera. 
Ambas bolas se aceleran hacia abajo a la 
misnia razon y per lo tanto permanecen 
a la misma altura en todo momenta. Esta 
aceleiacion hace que la difeiencia de altura 
entre las dos bolas se incremente entre 
fetes sucesivas. Tambien, observe que la 
distancia horizontal entre fotos sucesivas 
de la bola dara es constante puesto que la 
velocidad en la direeden horizontal per- 
manece constante. 


Recuerde que la ultima ecuacibn puede formularse con base en la elimi- 
nacibn del tiempo t de las dos primeras ecuaciones, y por consiguiente 
solo dos de las tres ecuaciones anteriores son independientes entre si. 


*Esto supone que el campo gravitatorio teirestie no varfa con la altftud. 
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En resumen, los problemas que implican el movimiento de tin pro- 
yectii pueden tenet cuando mudio ires incdgnitas,puesto que $6to pue¬ 
den escrtbiise tres ecuadones independientes, es dedr, y/mecuadbn en 
la direction horizontal y dos en la direction vertical. Una vez obfenidas 
Vj y Y y , la velocidad resultante v t la ctia! siempre es tangente a la trayec- 
toria, se determina per medio de la suma vectorial como se muestra en 
la figtira 12-20. 



La grava que cae por el extreme de esta 
bands transportadora sigue una trayec- 
toria que puede pronosticarse con las 
ecuaciones de aoeleracion coustante. De 
esta manera puede deternunarse la ubi- 
cacion de la pila acumulada. Se utilizan 
coordenadas recta ngulares para el anali- 
sis, puesto que la aceleradon ocurre solo 
en la direccion vertical. 


Procedimiento para el analisis 


Sistema de coordenadas. 

• Establezea e! eje de coordenadas je,y,fijo y trace la trayectoria 
de la partial I a. Entre dos puntos cualesquiera de la trayecto¬ 
ria, espedfique los datos dados del problem a e identifique las 
tres incognitas. En todos los casos la aceleracidn de la grave- 
dad actfia hada abajo y es iguai a 9.81 m/s 2 o 32.2 pies/s 2 . Las 
velocidades inicial y final de la partfcula se representardn en 
funcidn de sus componentes x y y. 

• Recuerde que los componentes positives y negativos de la posi- 
ddn, velocidad y aceferadbn siempre actuan de acuerdo con sus 
direcdones coordenadas asodadas. 

Ecuaciones cinemdticas. 

• Dependiendo de los datos conocidos y de to que se va a deter¬ 
miner, se decidird ctidies tres de las cuatro ecuadones siguientes 
se aplkarin entre los dos puntos de la trayectoria para obtener 
la solucidn mds directa del problema. 

Movimiento horizontal. 

• La velocidad en la direeddn horizontal o x es constante, es 
decir, t>, = (t» 0 ) x ,y 

x = jfo + 

Movimiento vertical. 

• En la direeddn vertical o y, solo dos de las tres ecuaciones 
siguientes pueden utilizarse para la solucidn. 

Vy (nfi)y a c t 

y = yo + (%)/ + 

v 2 y = (n 0 ) 2 + 2 a c (y - .fo) 

Por ejemplo, si no se requiere la veloddad final v y de la par- 
ticuia, la primers y tercera de estas ecuadones no seran utiles. 
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EJEMPLO 12.11 


Un saco se desliza por Ea ramp a, como se ve en Ea figura 12-21, con 
una velocidad horizontal de 12 m/s. Si la altura de la rampa es de 
6 m, determine el tiempo necesario para que el saco choque con el 
suelo y la distancia R donde Eos sacos comienzan a apilarse. 



SOLUCI6N 

Sistemade coordenadas. Elorigendelascoordenadasseestable- 
ce al principiode la trayectoria,punto >1, figura 12-21. La velocidad 
inidal de un saco tiene los componentes (va)* = 12 m/s y (v A ) y = 0. 
Incluso, entre Eos puntos Ay Bln acelerackin es de a y = -9.81 m/s 2 . 
En vistadeque (Vg)* = (t> A ), = 12 m/s,iastres incdgnitas son (v B } p R 
y el tiempo de vuelo t AB . En este caso no necesitamos determinar 

Movimiento vertical. Se conoce la distancia vertical de A a B y 
por consiguiente podemos obtener una solucidn directa para t AB 
con la ecuacidn 

( + T ) yB — yA + (VA)/AB + 20ctAB 

-6 m = 0 + 0 + -9.81 m/s 2 )(3ifi 

(ab = 1.H s Resp. 

Movimiento horizontal. Gon t AB caiculado, .ft se determina como 
sigue: 

{^*) = xa + {va)^ab 

R = 0 + 12 m/s (1.11 s ) 

R = 13-3 m Resp. 

NOTA: el cdlcuio de t AB tambidn indka que si se soltara un saco 
desde el reposo en A, le llevarfa el mismo tiempo chocar con el suelo 
en C, figura 12-21. 
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EJEMPLO 12.12 


La m4quina desmenuzadora est£ disefiada para que Sauce virutas 
de madera a Vo = 25 pies/s como se muestra en la figura 12-22. Si el 
tubo esti orientado a 30° con respecto a la horizontal, determine a 
quO h, las virutas chocan con la pila si en este instante caen en la pila 
a 20 pies del tubo. 


y 



Fig. 12-22 

SOLUClON 

Sistema de coordenadas. Qiando se anatiza el movimiento 
entre los puntos O y A, las tres incognitas son la attura h, el tiempo 
de vuefo t QA y el componente vertical de la velocidad (v A ) y [observe 
que (t» A )i = Con el origen de las coordenadas en O, figura 

12-22, la velocidad inicial de una viruta tiene los componentes de 

(v 0 ) x = (25 cos 30°) pies/s = 21.05 pies/s —>■ 

(v 0 ) v = (25 sen 30°) pies/s = 12.5 pies/s t 

Adem&s, (v A ) x = =21.05 pies/s y a y = -32.2 pies/s 2 . Como 

no necesitamos determinar (t> A ) y , tenemos 

Movimiento horizontal. 

( X A = X Q + {Vo)Joa 

20 pies = 0 + (21.05 pies/s )toA 
to a = 0.9238 s 

Movimiento vertical. Si reiacionamos to a con las elevaciones 
inicial y final de una viruta, tenemos 

( + t) yA = >'0 + ( V 0 )yt 0 A + \ aJoA 

(/i-4 pies) = 0 + (12.5 pies/s)(0.9238 s) + |(—32.2 pies/s 2 ) (0.9238 s) 2 
h = 1.81 pies Resp. 

NOTA: podemos determinar (v A ) y por medio de (v A ) y = (v 0 ) y + 
OctoA- 
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EJEMPLO 12.13 


La pista para este evento de carreras se disefld para que los corre- 
dores salten la pendiente a 30°, desde una altura de 1 m. Durante 
una camera se observd que el corredor de la figura 12-23« perma- 
necta en el aire durante 1.5 s. Determine la rapidez a la cual estaba 
saiiendo de la rampa, la distancia horizontal que recorre antes de 
chocar con el suelo y ta altura maxima que alcanza. No tome en 
cuenta el tamaflo de la motocicleta ni at corredor. 



SOLUQdN 

Sistema de coordenadas. Comose muestra enla figura 12-236,el 
origen de las coordenadas se establece en A. Entre los punt os extre- 
mos de la trayectoria AB las tres incognitas son la velocidad initial 
v A ,la distancia ifyel componente vertical de la velocidad (wa) y . 
Movimiento vertical. Como el tiempo de vueio y la distancia 
vertical entre los extremos de la trayectoria se conocen, podemos 
determinar v A . 

(+T) yB = y A + + I^as 

-1 m = 0 + v / isen30°(1.5s) + j(-9.81 m/s 2 ) (1.5 s) 2 
Va = 13.38 m/s = 13.4 m/s Resp. 

Movimiento horizontal. Ahora podemos determinar la distancia if, 

( ) XB = X A + (Va)JaB 

R = 0 + 13.38 cos 30° m/s(1.5 s) 

= 17.4 m Resp. 

Para determinar la altura maxima ii consideratemos la trayectoria 
AC, figura 12-236. En este caso las tres incOgnitas son el tiempo de 
vueio t AC , la distancia horizontal de A a C y la altura h. A la aitu- 
ra maxima (v c ) y = 0 y como v A se conoce, podemos determinar h 
directamente sin considerar t AC mediante la siguiente ecuacidn. 

(t?c) 2 = (va ) 2 + 2 a c \y c - y A ] 

0 2 = (13.38 sen 30° m/s) 2 + 2(-9.81 m/s 2 )[(/i - 1 m) - 0] 
h — 3.28 m Resp . 

NOTA: demuestre que la motocicleta goipea el suelo en Scon una 
velocidad cuyos componentes son 

(%)* = 11.6 m/s -r, {v B ) y = 8.02 m/si 



(b) 

Eg. 12-23 




















44 


CaP[TULO 12 Cl NEMATIC A DE UNA PARTfCULA 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FL2-15* Si las componentes x y y de la velocidad de una 
partfcula son v x = (32/) tn/s y = 8 m/s, determine la 
ecuacion de la trayectoria y = f(x). x = 0 y y = 0 cuando 
/ = 0 . 

F12-16, Una partfcula se desplaza a lo largo de la trayec- 
loria recta. Si su position a lo largo del eje x es x = (St) 
in, donde / est£ en segundos, determine la rapidez cnando 
/ = 2 s. 


y 



F12-17. Se hace que una partfcula viaje a lo largo de la 
trayectoria. Si x = (4/*)m, donde zest3 en segundos, deter¬ 
mine la magnitud de la velocidad y aceleracidn de la par¬ 
tfcula cuando / = 0.5 s. 



F12-UL Una partfcula viaja a lo largo de una trayec¬ 
toria de Ifnea recta y = 0.5;r. Si el componente x de la 
velocidad de la partfcula es v x = (2r) m/s, donde zesti en 
segundos, determine la magnitud de la velocidad y acele- 
racidn de la partfcula cuando z = 4 s. 


y 



F12-19* Una partfcula viaja a lo largo de una trayecto¬ 
ria parabdlica y = 0,25 x 2 . Si x = (if) m, donde z esU en 
segundos, determine la magnitud de la velocidad y acele- 
racidn de la partfcula cuando z = 2 s. 


y 



F12-20* La posicidn de una caja que se desliza hacia abajo 
por una trayectoria helicoidal la describe r = [2 sen (2z)i + 
2 cos zj - 2/ 2 k] pies, donde / esti en segundos y los argu- 
mentos del seno y coseno estin en radianes. Determine la 
velocidad y aceleracidn de la caja cuando z = 2 s. 



F12-17 


F12-20 
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F12-21* La pelota es pateada desde el punto A con la 
veioridad inicial v A = 10 m/s. Determine Laaltura maxima 
hq ue alcanza. 

F12-22* La pelota es pateada desde el punto A con la 
velocidad inicial = 10 m/s. Determine la distancia R y 
la rapidez con que la pelota golpea el suelo. 


F12-25* Se lanza on a pelota desde A. Si se requiere sal- 
var el muro en B, determine la magnitud minima de su 
velocidad inicial v 4 . 


12 



F12-23. Determine La rapidez a que se debe lanzar el 
baldn de basquetbol en A al Angulo de 30° de modo que 
llegue a la canasta en B . 



12 pies — 

F12-25 



F12-26* Se dispara un proyectil con una velocidad inicial 
de v A = 150 m/s desde la azotea de un edificio. Determine 
la distancia R donde golpea el suelo en B. 


F12-24- Se rocia agua a un Angulo de 90° desde la pen- 
diente a 20 m/s. Determine la distancia R . 


y 



F12-24 


F12-26 
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Cap[tulo12 Ci nemAtic a de una fartIcu la 


PROBLEM AS 


12-7L La posicidn de una partfcula es r = {(3l 3 - 2t)i 
- (4 t m + t)j + (3^ - 2)k} m, donde t est£ en segundos, 
determine la magnitud de la velocidad y aceleracidn de la 
partfcula cuando t = 2 s. 

*12-72* La velocidad de una partfcula es v = {3i + 
(6 - 2f)j}m/s 5 donde / est3 en segundos. Si r = 0 cuando 
t = G s determine el desplazamiento de La partfcula durante 
el intervalo de tiempo t = 1 $ a t = 3 s. 

*12-73* Una partfcula viaja a lo largo de una trayectoria 
parabdlfca y = bx 2 . Si su oomponente de velocidad a lo 
largo del eje y es v y = ct, determine los componentes x y 
y de la aceleracidn de la partfcula. En este caso bye son 
constantes. 

12-74* La ecuacidn v = {16t 2 i + 4^j + (5t + 2)k} m/s 
da la velocidad de una partfcula, donde t esta en segundos. 
Si la partfcula esii en el origen cuando I = 0, determine la 
magnitud de la aceleracidn de la partfcula cuando t = 2 s. 
Tambfcn, ^cual es la position r, y, z de la partfcula en este 
instante? 

12-75* Una partfcula viaja a lo largo de una trayectoria 
circular x 2 + y 2 = r 2 . Si el componente y de la velocidad de 
la partfcula es v y = 2t cos 2t, determine los componentes x 
y y de su aceleracidn en cualquier instante. 

*12-76* La caja se desliza por la pendiente descrita por 
la ecuacidn y = (0.05* 2 ) m, donde x est3 en metros. Si los 
componentes x de la velocidad y aceleracidn de la caja son 
v x = -3 m/s y a* = -1.5 m/s, respectivamente, cuando 
x = 5 m, determine los componentes y de la velocidad y 
aceleracidn de la caja en este instante. 


y 



*12-77* La posicidn de una partfcula es r = {5 cos 2f I + 
4sen 2t ]} m, donde t esti en segundos y los arguments 
del seno y coseno estin en radianes. Determine las magni¬ 
tudes de la velocidad y aceleracidn de la partfcula cuando 
t = Is, Tambfcn, demuestre que la trayectoria de la par¬ 
tfcula es elfptica. 

12-78* Las espigas A y B estdn restringidas a moverse en 
las ranuras elfpticas por el movimiento del eslabdn ranu- 
tado. Si dste se mueve a una rapidez constante de 10 m/s, 
determine la magnitud de la velocidad y aceleracidn de la 
espiga A cuando x = 1 m. 


y 



12-79* Una partfcula viaja a lo largo de la trayectoria 
y 2 = Ax a una rapidez constante de ft = 4 m/s. Determine 
los componentes x y y de su velocidad y aceleracidn cuan¬ 
do x = 4m. 

*12-80* La vagoneta viaja por la colina descrita por 
y = (-1,5(1Q“ 3 ) x 2 + 15) pies. Si tiene una rapidez cons¬ 
tante de 75 pies/s, determine los componentes x y y de su 
velocidad y aceleracidn cuando x = 50 pies. 


y 



Prob* 12-76 


Frtib* 12-80 
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•12-81* Una partfcula viaja a lo largo de una trayectoria 
circular de A a B en 1 s. Si requiere 3 s para ir de -4 a C, 
determinesu veloeidadpromedio cuandovadeSaC. 


*12-84. La ecuacidn y 2 = 4 kx define la trayectoria de una 
partfcula y el componente de la veloeidad a lo largo del eje 
y es v y = ct , donde tanto k y t son constantes. Determine 
los componentes * y yde la aceleracidn cuando y = y fl . 


12 


y 



•12-85* Una partfcula se rnueve a lo largo de la curva y = 
x ~ (j^/40G) t donde x yy esiin en pies, Si el componente 
de veloeidad en la direction x es v z = 2 pies/s y permanece 
constants* determine las magnitudes de la veloeidad y ace- 
leracidn cuando x = 20 pies. 

12-86. La motocicleta viaja a rapidez constante a lo 
largo de la trayectoria que, durante una corta distancia, 
adopta la forma de una curva seno. Determine los com- 
ponentes x y y de su veloeidad en cualquier instante en la 
curva. 


y 


Pttib. 12-81 


12-82. Un automdvil viaja al este 2 km durante 5 minu¬ 
tos, luego al norte 3 km durante 8 minutos y luego al oeste 
4 km durante 10 minutos. Determine la distancia total 
tecorrida y la magnitud del desplazamiento del automdvil. 
Tambign, ^cu£l es la magnitud de la veloeidad promedio y 
la rapidez promedio? 

12-83. El carro de la montafia rusa desciende por la tra¬ 
yectoria helicoidal a veloeidad constante de modo que 
las ecuaciones param^tricas que definen su posicidn son 
x = c sen kt, y = c cos kt, z = h - bt* donde c, h y b 
son constantes. Determine las magnitudes de su veloeidad 
y aceleracidn. 



12-87* El patinador deja la rampa en A con una veloei¬ 
dad inicial v A a un Angulo de 30°. Si golpea el suelo en B , 
determine v^y el tiempo de vuelo. 



z 



y 


- 5 m — 

F*ob. 12-87 


*12-88. El “pitcher” lanza la bola horizon talmente a 
una rapidez de 140 pies/s desde una altura de 5 pies. Si el 
bateador esti a 60 pies del lanzador, determine el tiempo 
para que la bola llegue al bateador y la altura h a la cual 
pasapor $1 



60 pies 


Ftnh. 12-83 


Pruli. 12-88 
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Cap [tu lo 1 2 C i nemAtic a de una PARifcu la 


*12-89* Se Lanza la pelota desde la azotea del edificio. 
Si golpea el suelo en B en 3 s* determine la velocidad ini¬ 
tial v A y el Angulo de inclination & A al cual fue lanzada. 
Tambidn, determine la magnitud de la velocidad de la bola 
cuando golpea el suelo. 



B 


-60pies- 

Prtib* 12-89 


12-90* Se dispara un proyectil a una rapidez v = 60 m/s 
en un ingulo de 60°, Luego se dispara un segundo proyec¬ 
til con la misma rapidez 0.5 s despu^s. Determine el Angu¬ 
lo 8 del segundo proyectil, de modo qua los dos proyectiles 
choquen. ^En quO position (x> y) suceder£ esto? 


y 



12-91* H bombero sostiene la manguera a un ingulo 
8 = 30° con la horizontal y el agua sale de la manguera A a 
una velocidad de v A = 40 pies/s. Si el chorro de agua gol¬ 
pea el edificio en B , determine sus dos posibles distancias 
ydel edificio. 



s 


Prob* 12-91 


*12-92* De la manguera el agua sale a 40 pies/s. Deter¬ 
mine los dos posibles Angulos 8 a que el bombero puede 
sostener la manguera, de modo que el agua golpee el edifi¬ 
cio en B. Considere que s = 20 pies. 



Pfrob* 12-90 


Pftib* 12-92 
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*12-93* La miquina de lanzar se ajusta para que la 
bola saiga despedida con una rapidez de v A = 30 m/s. Si 
la bola golpea el suelo en B , determine las dos posibles 
Angulos Q a a que se lanzd. 



12-94* Se observa que el tiempo para que la bola gol- 
pee el suelo en Zf es de 2.5 s. Determine la rapidez v A y el 
Angulo d A a que se arrojd. 


*12-96. El beisbolista A batea la bola con v A = 40 pies/s 
y S A = 60°. Cuando la bola esti directamente sobre el juga- 
dor B £ste comienza a correr debajo de ella. Determine 
la rapidez constante v B y la distancia d a la cual B debe 
correr para bacer la atrapada a la mkma altura a que fue 
bateada. 




50 m 
Prob. 12-94 



*12-97. Un niflo lanza alaire una pelota desde O con una 
rapidez Vq a un Angulo 8 V Si luego lanza otra pelota a la 
misma rapidez t> n a un Angulo < 8 h determine el tiempo 
entre los lanzamientos de modo que las bolas choquen en 
el aire en B . 


12-95* Si el motociclista deja la rampa a 110 pies/s 5 deter¬ 
mine la altura h que la rampa B debe tener de modo que la 
motodcleta aterrice a salvo. 



Prob. 12-95 


Pttib* 12-97 
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Cap [tu lo 1 2 C i nemAtic a de una PARifcu la 


12-98* La pelota de golf es golpeada en A con una rapi- 
dez v A = 40 m/s y dirigida a un Angulo de 30° con La hori¬ 
zontal como se muestra. Determine La distancia donde la 
bola golpea La pendiente en B. 


*12-100* La velocidad del chor ro de agua que sale por 
el orificio se obtiene con v = V 2gh , donde h = 2 m es 
La altura del orificio con respecto a La superficie libre de 
agua. Determine el tiempo para que una particula de agua 
sa iga por el orificio y llegue al pun to B ast como la distan- 
da horizontal x donde golpee La superficie. 




12-99. Si se patea el baldn de futbol a un Angulo de 45°, 
determine su velocidad inicial minima de modo que 
pase sobre el poste de meta en C. qu£ distancia s del 
paste de meta golpeari el baldn el suelo en B1 



•12-10L Se dispara un proyectil desde la plataforma en 
B. El tirador dispara su arma desde el pun to A a un Angulo 
de 30°. Determine la rapidezde saUda de la bala siimpact* 
el proyectil en C. 



20m 


Pfrob. 12-99 


Ptob* 12-101 
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12-102* Una pelota de golf es golpeada con una veloci- 
dad de 80 pies/s como se muestra. Determine la distancia 
Jdonde aterrizar^. 


* 12-105* El m uchacho p arado en A in ten ta lanzar la pelo¬ 
ta sobre el techo de un granero con una velocidad inicial de 
v A = 15 m/s. Determine el Angulo S A al cual se debe lan¬ 
zar la pelota de mode que alcance su altura maxima en C. 
Tambi^n, determine la distancia d donde deber4 pararse 
el muchacho para hacer el Lanza mien to. 



C 



Prob* 12-105 


12-103* Se dene que pa tear el baldn de futbol sobre el 
poste de meta, el cual dene 15 pies de altura. Si su rapi- 
dez inicial es v A = 80 pies/s, determine si evita golpear el 
poste, y si lo hace, por cuanto, h. 

*12-104* Se patea el baldn sobre el poste de meta con 
una velocidad inicial de v A = 80 pies/s como se muestra. 
Determine el pun to B(x , y) donde choca con lasgradas. 


12-106. H muchacho parado enA intents lanzar una pelota 
sobre el techo de un granero a un Angulo Q A = 40°. Determine 
la velocidad minima v A a la cual debe lanzar la pelota para 
que alcance su altura maxima en C. Tambi^n, determine La 
distancia d donde el muchacho debe pararse para hacer el 
Lanzamiento. 



C 



Probs* 12-103/104 


Prob* 12-106 
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12-107* El bombero desea dirigir el flujo de agua de su 
manguera al fuego en B. Determine dos Angulos posibles 
0i y & 2 a los cuales puede hacerse esto. El agua fluye de la 
manguera a v A = 80 pies/s. 



Prok 12-107 


*12-108* Bsqueflos paquetes que se desplazan sobre la 
banda transportadora caen en el carro de carga de 1 m de 
largo. Si la transportadora se desplaza a una rapidez cons- 
tante de Vc = 2 tn/s, determine la distancia m3s corta y 
m3s larga R donde pueda colocarse el extreme A del carro 
con respecto a la transportadora para que los paquetes 
entren al carro. 



*12-109* Determine la veloridad horizontal v A de una 
pelota de tenis en A para que apenas pase la red en B . 
Tambien, determine la distancia s donde la pelota golpea 
el suelo. 


A 

C [j 3 P' es 

L 

ci 

S 7i 

r 

pies 


- $ —21 pies 



Ftok 12-109 


12-110* Se observa que el esquiador deja la rampa en A 
a un Angulo & A = 25° con la horizontal. Si golpea el suelo en 
B, determine su rapidez inicial v A y el tiempo de vuelo t AS . 



Prok 12-108 


Prob. 12-110 
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12.7 Movimiento curviimeo: 

componentes normal y tangencial 


12 


Cuando se conoce la trayectoria a lo largo de la cual viaja una partfcu- 
Ea, entonces a menudo conviene describir el movimiento por medio do 
Eos ejes de ooordenadas n y t, los cuales actfian de manera normal y 
tangente a la trayectoria, respectivamente, y en el instante considerado 
tienen su origen localizado en la parlkula. 

Movimiento piano. Considere la particula de la figura 12-2%, 
la cual se desplaza en tin piano a lo laigo de una curva fija, de modo 
que en un instante dado estA en la posicibn s, medida con respecto al 
punto O. A continuacibn consideratemos un sistema de ooordenadas 
con su origen en un punto fijo de la curva, y en el instante considerado 
este origen coincide con la ubicacibn de la particula. El eje t es tan¬ 
gente a la curva en el punto y es positivo en la direccibn de s creciente. 
Design are mos esta diieccibn positiva con el vector unitario u,. Sblo 
puede haber una opcibn tinica para el eje normal ya que geombtrica- 
mente la curva estA formada por una serie de segmentos de arco dife- 
renciales ds, figura 12-2%. Cada segmento ds esta formado por el areo 
de un cfrculo asociado con un radio de curvatura p (rho) y centra de 
curvatura O'. El eje normal n es perpendicular al eje t con su sentido 
positivo dirigido hacia el centro de curvatura O', figura 12-2%. Esta 
direccibn positiva, la cual siempre estA en el lado cbncavo de la curva, 
serA designada por el vector unitario u„. El piano que contiene los ejes 
ny t se conoce como piano abrazador u osculante y en este easo estA 
fijo en el piano del movimiento.* 

Velocidad. Como la particula se mueve, se s una funcibn del tiem- 
po. Como se indica en la seccibn 12.4, la c&reccidn de la velocidad v 
de la particula siempre es tangente a la trayectoria, figura 12-24c y su 
magnitud se determina por la derivada con respecto al tiempo de la 
funcibn de la trayectoria s = s(f), es decir, v = ds/dt (ecuacibn 12-8). 
Por consiguiente 


donde 



(12-15) 



(12-16) 



Posicidn 




Velocidad 

(c) 

Wig. 12-24 


*EI piano osculador tainhien se define como el piano que tiene el mayor contacto 
con la curva en un punto. Es la posicidn limit ante de un piano que est£ en contacto con 
el punto y con el segmento de arco ds> Como vimos antes, el piano osculador siempre 
coincide con una curva plana; sin embargo, cada uno de los puntos de una curva tridi¬ 
mensional tiene un piano osculador tinico. 
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12 



Aceleracion. La acelerackm de ia parti'cula es el cambio de la 
velocidad con respecto al tiempo. Por tamo. 


a = v = <ju, + wii, 


(12-17) 


Para determinar la derivada con respecto al tiempo u„ observe que a 
medida que la parti'cula se desplaza a to largo del arco ds en el tiempo 
dt,v, conservasu magnitudde la unidad,$inembargo,$u direction c&tti- 
bia y se vuelve uf, figura 12-24d. Como se muestra en la figura 12-24e, 
mquerimosuj = u, + du, .En este caso du, ss extiende entre las punt as 
de flecha de u, y u,,las cuales quedan en un arco infinitesimal de radio 
u, = 1. Por consiguiente, du, dene una magnitud de du, = (l)d£) y u„ 
define su direction. En consecuencia, du s = d9 u„, y por consiguiente, 
la derivada con respecto al tiempo se vuelve ri, = 9u„. Como ds = pdQ , 
figura 12-24d,entonces 9 = s/p,y por tanto 



4A 


■ s v 
U/ = du n = -U„ = -JM„ 

p p 

Al sustituir en la ecuaddn 12-17, a se escribe como la suma de sus dos 
componentes, 


a = a,v, + a» u„ 


(12-18) 


donde 



o 


a,ds = vdv 


(12-19) 



Fig. 12-24 (eont) 


y 



( 12 - 20 ) 


Estos dos componentes mutuamente perpendiculares se muestran en 
la figura 12-24/. Por consiguiente, la magnitud de la aceleracidn es el 
valor positivo de 


a = \/V + 


( 12 - 21 ) 
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Para entender mejor estos resultados, considere los dos casos espe- 
ciales de movimiento. 

1, Si la partfeula se mueve a to largo de una Knea recta entonces 
p —* oo y segtln la ecuacibn 12-20, a„ - 0. Por tanto a = a, = i\y 
podemos conduit que ta componente tangencial de la aceleradon 
representa el cambio en ta magnitud de ta velocidad. 

2. Si ta partfeula se mueve a to largo de una curva con una ve- 
Eocidad constante, entonces a t = v = 0 y a = a n = i^/p. Por 
consiguiente, ta componente normal de la aceleradon representa 
el cambio en la direccion de la velocidad. Como a fl siempre actua 
hacia et centre de ta curvatura, esta componente en ocasiones se 
conoce como la aceleradon centripeta (o que busca el centro). 

A consecuencia de estas representaciones, una partfeula que se 
mueve a to largo de una trayectoria curva en la figura 12-25 tendrd una 
ace ter acid n como se muestra. 



magnitud de 
la velocidad 

Fig. 12-25 


Movimiento tridimensional- Si la partfeula se mueve a to largo 
de una curva espacial, figura 12-26, entonces en un instante dado, el 
eje t queda especificado de forma unica; sin embargo, puede construir- 
se un rnimero infinito de Ifneas rectas normates at eje tangente. Como 
en et caso de movimiento piano, elegiremos el eje n positivo dirigido 
hacia et centro de curvatura O' de ta trayectoria. Este eje se conoce 
como la normal principal a la curva. Con los ejes n y t asf definidos, se 
udlizan las ecuaciones 12-15 a 12-21 para determinar vy a. Como u,y 
u„ siempre son peipendiculares entre sf y quedan en el piano oscuta- 
dor, en el caso de movimiento espacial un tercet vector unitario, 
define el eje binormal b et cual es perpendicular a ti, y ti„, figura 12-26. 

Como los tres vectores unitarios estSn relacionados entre sf por el 
producto cruz vectorial, por ejemplo, u* = u,. X u„, figura 12-26, puede 
ser posible utitizar esta ret acid n para establecer la direccidn de uno de 
los ejes, si se conocen las direcciones de los otros dos. Por ejemplo, si no 
ocurre movimiento en ta direccibn y esta direcckm y u, se conocen, 
entonces u„ puede ser determinado, donde en este caso u„ = u* X u„ 
figura 12-26. Recuerde, sin embargo, que u„ siempre estd en el tado 
edneavo de ta curva. 



12 
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Los automoviiistas quo drcuhn por este 
trebol experimentan una aceleracion 
normal provocada por el cambio en la 
direction de su velocidad. Se presenta 
una eomponente tangential de la ace- 
leracion enando la rapidez de los auto- 
in 6viles se incrementa o reduce. 


Procedimiento para el analisis 


Sistema da coordenadas. 

• Siempre que se conozca la trayectoria de la particula, podre- 
mos establecer un sistema de coordenadas n y Jeon origertfijo, 
el cual coincide con la particula en el instante considerado. 

El eje tangente positivo aettia en la direeddn del movimiento y 
el eje normal positivo estd dirigido hacia el centro de curvatura 
de la trayectoria. 

Velocidad. 

• La velocidad de la particula siempre es tangente a la trayectoria. 

• La magnitud de la velocidad se determina a partir de la deriva- 
da con respecto al tiempo de la funcidn de trayectoria. 

v = s 

Aceleracion tangencial. 

La eomponente tangencial de aceleracidn es el resultado del 
cambio de la magnitud de la velocidad. Esta eomponente aettia 
en la direccidn s positiva si la velocidad de la particula se incre¬ 
menta o en la direccidn opuesta si la velocidad se reduce. 

• Las relaciones entre a„v,tys son las mismas que las del movi¬ 
miento rectilineo, es decir, 

a t = V a t ds = vdv 

• Si a t es const ante, a, = («,) 0 cuando se integran las ecuaciones 
an teriores result a 

s = s 0 + 
v = v 0 + {a t y 
v 2 = ^ + 2(«,) c (s - j 0 ) 

Aceleracion normal. 

• La eomponente normal de la aceleracidn es el resultado del 
cambio en la direccion de la velocidad. Esta eomponente siem¬ 
pre esta dirigida hacia el centro de curvatura de la trayectoria, 
es decir, a lo largo del eje n positivo. 

• La magnitud de esta eomponente se determina como sigue 



• Si la trayectoria se express como y = f(x), el radio de curvatura p 
en cuatquier punto de la trayectoria se determina con la ecuaddn 

_ [1 + (dy/dxW 2 
\d 1 y/dx 1 \ 

La derivaddn de este resultado aparece en cualquier texto 
comtin de cdlculo. 
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EJEMPLO 12.14 


Qiando el esquiador Uega al punto ialo largo de la trayectoria 
parabdlica en la figura 12-27a, s«i rapidez es de 6 mis, la cual se 
mcrementa a 2 m/s 2 . Determine la direceidn de su velocidad y la 
direccion y magnitud de su aoeleraddn en este instante. Al hacer el 
cdlculo, pase por alto la estatura del esquiador. 

SOLUClON 

Sistema d« coordenadas. Aunque la trayectoria estfi expresada 
en funcidn de sus cooidenadas x y y, aun asf podemos establecer el 
origen de los ejes n, fen el punto fijo A de la trayectoria y determi¬ 
ne las componentes de t y a a to largo de estos ejes, figura 12-27«. 

Velocidad. Pordefintckmja velocidad siempre es tangente ala tra¬ 
yectoria. Como y = %)X 2 , dy/dx = ^jc,emonces cuando x = 10 m, 
dy/dx = l.Poroonsiguiente,enA,vformaun4ngulofl=tan _1 l =45° 
con el eje x, figura 12-27a. Por tanto. 


v A = 6 m/s 45 ^ 


Besp. 


La aceleracidn esti determinada por a = tm, + (v 2 /p)u„. Sin 
embargo, primero se tiene que determiner el radio de curvature de 

la Art A rrt ^ m\ PaiAA — _1 


P = 


[1 + (dy/dx) 2 f /2 [ l + (^^) 2 ] 3/2 


\d 2 y/dx 2 \ 

La aceleracidn llega a ser 


ill 

iioi 


*=10m 


a A = nu, + —u« 

P 

(6 m/s) 2 

= 2ii# + u„ 

* 28.28 m " 

= {2uj + 1.273u fl }m/s 2 

Como se muestra en la figura 12-276, 

a = \/( 2 m/s 2 ) 2 + (1-273 m/s 2 ) 2 = 2.37 m/s 2 

<t> = ton- 1 -?/— = 57.5° 

1.273 

Por tanto, 45° + 90° + 57.5° - 180° = 12.5° de modoque, 
a = 2.37 m/s 2 12.5°^ 



Resp. 


NOTA: al utilizar las coordenadas n, t, fuimos capaces de resolver 
con facilidad este problems por medio de la ecuacidn 12-18, puesto 
que toma en cuenta los distintos cambios de la magnitud y direceidn 

de v. 


(a) 


Hg. 12-27 
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EJEMPLO 12.15 


Un auto de carreras circula alrededor de la pista circular horizontal 
do 300 pies de radio, figura 12-28. Si el auto aumenta su velocidad 
a un ritmo constante de 7 pies/s 2 , a partir del reposo, determine 
d tiempo que necesita para alcanzar una aceleracidn de 8 pies/s 2 
iCudl es su velocidad en este instante? 



Fig. 12-28 

soluqOn 

Sis tern a de coordenadas. El origen de los ejes n y t coincide con 
d auto en el instante considerado. El eje t estd en la direccidn del 
movimiento y el eje n positivo esta dirigido hacia el centro del cnrcu- 
io. Se selecciona este sistema de coordenadas puesto que se conoce 
la trayectoria. 

Aceleracidn. La magnitud de la aceleraci dn pued e relacionarse 
con sus componentes por medio de a = \/a 2 + « 2 . En este caso 
a, = 7 pies/s 2 . Como a n = trVp, primero debe determinarse la veloci¬ 
dad como una funcidn del tiempo. 

v = Vo + 
v = 0 + It 

Por tanto 

= - = 300 = 0.l63t 2 pies/s 2 

B tiempo requerido para que la aceleracidn Ilegue a ser de 8 pies/s 2 
es por consiguiente 

a = \/aj + a 2 

8 pies/s 2 = \/(7 pies/sr) 2 + (0.163r) 2 
Al resolver para el valor positivo de t se obtiene 

0.163/ 2 = "\/(8 pies/s 2 ) 2 - (7 pies/s 2 ) 2 

t = 4.87 s Resp. 

Velocidad. La rapidez en el instante t = 4.87 s es 

V = It = 7(4.87) = 34.1 pies/s Resp. 

NOTA: recueide que la velocidad siempre sera tangente a la tra¬ 
yectoria, en tanto que la aceleracidn estara dirigida hacia dentro de 
la curvatura de la trayectoria. 
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EJEMPLO 12.16 


Las cajas eo la figura 12-29a se desplazan a lo laigo de la transpor- 
tadora industrial. Si una caja como en la figura 12-296 oomienza a 
moverse del reposo en A e inciementa su rapidez de modo que a, = 
(0.2t) m/s 2 ,donde t esta en segundos, determine la magnitud de su 
acelerackm cuando liegue al punto B. 

SOLUClON 

Sistema de coordenadas. La posicidn de la caja en cualquier ins- 
tante se define con respecto al punto fijo A mediante la coordenada 
de trayectoria o posicirin s, figura 12-296. Se tiene que determinar 
la aceleradrin en B con el origen de los ejes n, ten este punto. 

Aeeleracbn. Para determinar los componentes de la aceleracirin 
a t = v y a„ = tr/p.primero es necesario formulae vy vde modo que 
puedan evaluarse en B. Como v A =0 cuando t = 0, entonces 


a, = v = 0.2 1 

(i) 

fV ft 


f dv = I 0.2 tdt 

0 Jii 


& 

1 ! 

P 

(2) 


El tiempo requerido para que la caja Ilegue al punto Bse determi- 
na teniendo en cuenta que la posicirin de B es s B = 3 + 2ir(2)/4 = 
6.142 m, figura 12-296 y como s* = 0 cuando t = 0 tenemos 




6.142 m = 0.03334 
t B = 5.690s 

Al sustituir en las ecuaciones 1 y 2 se obtiene 

{ag) t = Vg = 0.2(5.690) = 1.138 m/s 2 
v s = 0.1(5.69 f = 3.238 m/s 

En B, p s = 2 m, de modo que 


Pb 2 m 

La magnitud de Ag ,figura 12-29c, es per consiguiente 
a B = \/(1.138 m/s 2 ) 2 + (5.242 m/s 2 ) 2 = 5.36 m/s 2 


Resp. 



B 1.138 m^ 1 
(c) 

Fig. 12.29 
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12 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F12-27. El bote navega a lo largo da la trayectoria circu¬ 
lar a una rapidez de v = (0-0625/ 2 ) m/s, donde t est3 en 
segundos. Determine la magnitud de su aceleracidn cuan- 
dto t = 10 s. 



F12-28. El automdvil viaja a lo largo de la carre ter a a 
una rapidez de v = (300/$) m/s, donde s esii en metros. 
Determine la magnitud de su aceleracidn cuando t = 3 s si 
t = 0 cuando $ = 0. 


F12-30* Cuando x = 10 pies, la rapidez del embalaje es 
de 20 pies/s la cual se incrementa a 6 pies/s 2 . Determine la 
direccidn de su velocidad y la magnitud de su aceleracidn 
en este instante. 


y 




F12-28 

F12-29* Si el automdvil desacelera de manera uniforme a 
lo largo de la carretera curva de 25 m/s en ^4 a 15 m/sen C, 
determine la aceleracidn del automdvil en B . 



F12-3L Si la desaceleracidn de la motocicleta es a t = 
- (0.001$) m/s 2 y su rapidez en la posicidn A es de 25 m/s, 
determine la magnitud de su aceleracidn cuando pase por 
elpunto B . 



F12-31 


F12-32* El automdvil sube la colina con una rapidez de 
v = (0.2$) m/s, donde sesii en metros, medida con respec- 
to a A. Determine la magnitud de su aceleracitin cuando 
est£ en el punto s = 50 m, donde p = 500 m. 



m-29 


FI2-32 
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PROBLEMAS 


12-111* Cuando se disefla la curva de una carretera se 
tequiere que los automdviles que viajen a una rapidez 
constante de 25 m/s no experimenten una aceleracidn de 
m£s de 3 m/s 2 . Determine el radio de curva tura mini mo 
de la curva. 

*12-112* En un instante dado, un automdvil viaja a lo 
largo de una carretera circular a una rapidez de 20 m/s al 
mismo tiempo que reduce su rapidez a razdn de 3 m/s 2 . Si 
la magnitud de su aceleracidn es de 5 m/s 2 , determine el 
radio de curva tura de la carretera, 

*12-113* Determine la rapidez constante maxima que un 
auto de carreras puede tener si su aceleracidn no puede 
exceder de 7.5 m/s 2 , mientras recorre una pista con radio 
de curvatura de 200 m. 

12-114* Un automdvil toma una curva circular horizon¬ 
tal de 800 pies de radio. Si su aceleracidn es de 5 pies/s 2 , 
determine la rapidez constante a la cual esta viajando el 
automdvil. 

12-115* Un automdvil viaja a lo largo de una carretera 
curva horizontal de 600 m de radio. Si la rapidez se incre- 
menta de manera uniforme a razdn de 2000 km/h 2 , deter¬ 
mine la magnitud de la aceleracidn en el instante en que la 
rapidez del automdvil sea de 60 km/h. 

*12-116* En el pu n to A la rapidez del automdvil es de 80 
pies/s y la magnitud de la aceleracidn de aes de 10 pies/s 2 
y actda en la direccidn mostrada. Determine el radio de 
curvatura de la trayectoria en el pun to A y el componente 
tangencial de la aceleracidn. 


•12-117* A partir de que arranca, el bote se desplaza alre- 
dedor de la trayectoria circular, p = 50 m, a una rapidez de 
v = (0 .$t) m/s, donde / est3 en segundos. Determine las 
magnitudes de la velocidad y aceleracidn del bote cuando 
haviajado 20 m. 

12-118* A partir del reposo el bote se desplaza alrededor 
de la trayectoria circular, p = 50 m, a una rapidez de v = 
(0.2I 2 ) m/s^ donde testa en segundos. Determine las mag¬ 
nitudes de La velocidad y aceleracidn del bote en el instan¬ 
te t = 3 s. 



Prdbs* 12-117/118 

12-119* Un automdvil corre en vueltas alrededor de una 
pista circular de 250 pies de radio y su rapidez durante un 
corto intervalo 0 ^ t ^ 2 s es de v = 3(l + 1 2 ) pies/s, donde t 
esti en segundos. Determine la magnitud de la aceleracidn 
del automdvil cuando t = 2 s, ^Qu£ distancia recorrid en 
t = 2 s? 

*12-120* El automdvil se desplaza a lo largo de una tra¬ 
yectoria circular de tal modo que su rapidez se incrementa 
en a t = (0.5/) m/s 2 , donde t esta en segundos. Determine 
las magnitudes de su velocidad y aceleracidn despu£s de 
que ha recorrido s = 18 m a partir del reposo. No tome en 
cuenta las dimensiones del automdvil. 




Proh* 12-116 
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•12-121* El tren pasa por el punto Z? con una rapidez de 
20 m/s la cual se reduce ao, ^ -0-5 m/s 2 . Determine la 
magnitud de su aceleraddn en este punto. 

12-122* El tren pasa por el punto A con una rapidez de 
30 m/s, la cual comienza a reducirse a un ritmo constante 
de Ot = -0,25 m/s 2 . Determine la magnitud de su acelera- 
ddn cuando Uega al punto if donde Sab = 412 m. 


*12-125* Chando el automdvU pasa por el punto A su 
rapidez es de 25 m/s. Si se aplican los frenos, su rapidez se 
reduce en a t = (-J m/s 2 . Determine la magnitud de su 
aceleracidn poco antes de que Uegue al punto C. 

12-126. Cuando el automdvU pasa por el punto A su 
rapidez es de 25 m/s. Si se aplican los frenos, su rapidez se 
reduce en a t = (0.001 s - 1) m/s 2 . Determine la magnitud 
de su aceleracidn un poco antes de que Uegue al punto C. 



12-123* El automdvil pasa por el punto A con una rapi¬ 
dez de 25 m/s, despu£s de lo cual su velocidad se define 
co mo v = (25 - 0.15 s) m/s. Determine la magnitud de su 
aceleracidn cuando Uega al punto B t donde s = 51,5 m. 

*12-124* Si el automdvU pasa por el punto A con una 
rapidez de 20 m/s y comienza a incrementarse a una razdn 
constante de = 0.5 m/s 2 , determine la magnitud de su 
aceleracidn cuando $ = 100 m. 






12-127* Determine la magnitud de la aceleracidn del 
avidn, durante el viraje. Vuela a lo largo de una trayec- 
toria circular horizontal AB en 40 s, al mismo tiempo que 
man tie ne una rapidez constante de 300 pies/s. 

*12-128* El avidn vuela a lo largo de una trayectoria circu¬ 
lar horizontal AB en 60 s. Si su rapidez en el punto A es de 
400 pies/s, la cual se reduce a razdn de a t = (-0.il) pies/s 2 , 
determine la magnitud de su aceleracidn cuando Uegue al 
punto I?. 



Prnbs. 12-123/124 


Probs. 12-127/128 
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•12*129* Ctoando la montafia rusa pasa por el punto B , so 
rapidez es de 25 m/s> la cual se incrementa a <% = 3 m/s 2 . 
Determine la magnitud de su aceleracidn en este instante 
y el Angulo que la direccidn forma con el eje x. 

12*130* Si la mon tafia rusa empieza del reposo en A y su 
rapidez se incrementa en a t = (6 - 0.06$) m/s 2 , determine 
la magnitud de su aceleracidn cuando pasa por el punto B 
donde % = 40 m. 



*-30 m—- 


Prohs, 12*129/130 


12*13L El automdvil viaja a una rapidez constante de 
30 m/s. El conductor aplica entonces los frenos en A con 
b cual su rapidez se reduce a razdn de = (-0.08v) m/s 2 , 
donde west3 en m/s. Determine la aceleracidn del auto- 
mdvil un poco antes de que pase por el punto Cde la curva 
circular. Se requieren 15 s para que el automdvilrecorra la 
distancia de A a C. 

*12-132* El automdvil viaja a una rapidez constante de 
30 m/s. El conductor aplica entonces los frenos en A con 
b cual su rapidez se reduce a razdn de a t = (-|f) m/s 2 , 
donde t esta en segundos. Determine la aceleracidn del 
automdvil un poco antes de que pase por el punto C de 
la curva circular. Se requieren 15 s para que el automdvil 
tecorra la distancia de A a C. 



•12-133* Una partfcula se desplaza a lo largo de una 
curva circular de 20 m de radio. Si su rapidez inicial es 
de 20 m/s y luego comienza a reducirse a razdn de a t = 
(-0.25$) m/s 2 , determine la magnitud de su aceleracidn 
dos segundos despuds. 

12-134* Un auto de carreras viaja a una rapidez constan¬ 
te de 240 km/h alrededor de una pista elfptica. Determine 
la aceleracidn experimentada por el piloto en A . 

12-135. El auto de carreras viaja a una rapidez constante 
de 240 km/h alrededor de una pista elfptica. Determine la 
aceleracidn experimentada por el piloto en B. 


y 



*12-136. La posicidn de una partfcula se define como 
if = {2 sen(f)fi + 2cos(f)/j + 3tk} m, donde t estd en 
segundos. Determine las magnitudes de la velocidad y ace- 
leracidn en cualquier instante. 

•12-137. La posicidn de una partfcula se define como 
r = {r 3 l + 3rj + 8tk} m, donde ! estd en segundos. 
Determine las magnitudes de La velocidad y aceleracidn y 
el radio de curvatura de la trayectoria cuando t = 2 s. 
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12-138* El carro B gira de modo que su rapidez se incre¬ 
ments en (a t ) B = (0.5c*) m/s 2 , donde / esU en seg undos. 
Si el carro parte del reposo cuando 8 = 0°, determine las 
magnitudes de su velocidad y aceleracidn cuando el brazo 
AB gira 8 = 30°. Ignore el tamafio del carro. 

12-139* El carro B gira de modo que su velocidad se 
increments en (fl f ) B = (0,5eO m/s 2 , donde t est3 en segun- 
dos. Si el carro parte del reposo cuando 8 = 0°, determi¬ 
ne las magnitudes de su velocidad y aceleracidn cuando 
t = 2 s, Ignore el tamafio del carro. 



*12-140* El camidn viaja a lo largo de una carre tera cir¬ 
cular de 50 m de radio a una rapidez de 4 m/s. Durante 
una corta distancia cuando $ = 0, su rapidez se incremen- 
ta entonces en a t = (0.05 s) m/s 2 , donde se&t£ en metros. 
Determine su rapidez y la magnitud de su aceleracidn 
cuando se ha movido $ = 10 m. 

* 12-141* El camidn viaja a lo largo de una carre tera cir¬ 
cular de 50 m de radio a una rapidez de 4 m/s. Durante 
una corta distancia cuando i = 0, su rapidez se incremen¬ 
ts entonces en a t = (0.4/) m/s 2 , donde / est3 en segundos. 
Determine la rapidez y la magnitud de su aceleracidn 
cuando / = 4 s. 



12-142* Dos ciclistas A y B viajan en sentido contrario 
a las maneciilas del reloj alrededor de una pista circular a 
una rapidez constante de 8 pies/s en el instante mostra- 
do. Si la rapidez de A se increments a (< 2 ,)a = ($ A ) pies/s 2 , 
donde $ A est3 en pies, determine la distancia medida en 
sentido contrario a Las maneciilas del reloj a lo largo de 
la pista de B a A entre los ciclistas cuando / = 1 s. ^CuSl 
es la ma^itud de la aceleracidn de cada ciclista en este 
instante? 



12-143- Un tobogan se desliza hacia abajo a lo largo de 
una curva, la cualpuede ser representada de forma aproxi- 
mada por la pardbola y = O.Olr 2 . Determine la magnitud 
de su aceleracidn cuando llega alpunto A, donde su rapi¬ 
dez es v A = 10 m/s y se incrementa a razdn de (a t ) A = 
3 m/s 2 . 


y 



Pta bs* 12-140/141 


Prob* 12-143 
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*12-144* El avidn de reaccidn vuela a urn rapidez de 
120 m/s la cual se reduce a 40 m/s 2 cuando llega al punto A. 
Determine la magnitud de su aceleracidn cuando est£ en 
este pun to. Tambten, especifique la direccidn del vuelo con 
tespecto al eje x. 


12-146* El motociclista tom a tin a curva a una veloddad 
constante de 30 pies/s. Determine su aceleracidn cuando 
esb en el punto A. Al hacer el cdlculo, ignore el tamafio 
de la motocicleta y la estatura del motociclista. 


12 



/ 


IVob* 12-144 



*12-145* El avidn de reaction vuela a una rapidez cons¬ 
tante de 110 m/s a lo largo de una trayectoda curva. 
Determine la magnitud de su aceleracidn cuando llega al 
punto A (y =0), 


12-147. La caja, cuyo tamafio no importa, se desliza 
hacia abajo a lo largo de una trayectoda curva definida 
por la paribola y = 0 Ax 2 . Cuando est3 en A (x A = 2 m, 
y A = 1,6 m), la rapidez es v B = 8 m/sy el incremento de 
su rapidez es dv B /dt = 4 m/s 2 . Determine la magnitud 
de la aceleracidn de la caja en este instante. 



Ptttb* 12-145 


Ftob* 12-147 
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*12-148* En vfas de ferrocarril se utiliza una curva de 
transicidn espiral para conectar una parte recta de la vfa 
con una curva. Si la ecuacidn y = (10 _6 )ur 3 define la espi¬ 
ral, donde xy y eslin en pies, determine la magnitud de la 
aceleracidn de una m^quina de tren que se desplaza a una 
rapidez constante de 40 pies/s, cuando est£ en el punto 
x = 600 pies. 



*12-149* Las partfculas Ay B viajan en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj alrededor de una pista circu¬ 
lar a una rapidez constante de 8 m/a Sien el instante mos- 
trado la rapidez de A comienza a incrementarse en (a t ) A = 
(0.4$ A ) m/s 2 , donde $ A est3 en metros, determine la dis- 
tancia medida en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj a lo largo de la pista de B a A cuando t = Is. ^Cuii 
es la magnitud de la aceleracidn de cada partfcula en este 
instante? 


12-150* Las partfculas A y B viajan alrededor de una 
pista circular a una rapidez de 8 m/s en el instante que 
se muestra. Si la rapidez de B se incrementa en (a t ) B = 
4 m/s 2 y en el mismo instante A experimenta un incre¬ 
ment de rapidez de (a t ) A = 0.8* m/s 2 , determine cu^nto 
tiempo se requiere para que ocurra una colisidn. ^Cu^l es 
la magnitud de la aceleracidn de cada partfcula un poco 
antes de que ocurra la colisidn? 



12-151* El auto de carreras corre alrededor de una pista 
circular a una rapidez de 16 m/s. Cuando llega al punto 
A incrementa su rapidez a a t = m/s 2 , donde v esta 

en m/s. Determine las magnitudes de la velocidad y acele- 
tacidn del automdvil cuando llega al punto B. Tambien, 
^cu£nto tiempo se requiere para que viaje de A a B? 




x 


Prok 12-149 


Ptok 12-151 
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*12-152* Una partfcula se desplaza a lo largo de una tra¬ 
yectoria y = a + bx + or, donde a ; 6, cson constantes. Si 
la rapidez de la partfcula es constante, v = % determine 
los componentes x y y de la velocidad y el componente 
normal de la aceleracidn cuando x = 0. 

*12-153- El baldn es pateado con una rapidez inicial v A = 
8 m/s a un ingulo Q A = 40° con la horizontal. Determine la 
ecuacidn de la trayectoria, y = f(x) y luego las componen- 
tes normales de su aceleracidn cuando t = 0.25 s. 


12-154* Las ecuaciones x = (2t + i 2 ) m y y = (f) m, 
donde testi enseg undos, define n el movimien to de una par¬ 
tfcula. Determine Las componentes normal y tangencial de 
la velocidad y aceleracidn de la partfcula cuando t = 2 s. 

12-155. El motociclista viaja a lo largo de la pista elfptica 
a una velocidad constante ^.Determine la magnitud maxi¬ 
ma de la aceleracidn si a > b. 


y 




12.8 Movimiento curvilmeo: 
componentes cilindricos 


En ocasiones el movimiento de una partfcula se limita a una trayectoria 
que se describe mejor por medio de coordenadas cih'ndricas. Si el mo¬ 
vimiento se limita al piano, entonces se utiKzan coordenadas polares. 

Coordenadas polares. Podemos especificar la ubicaci5n de la 
partfcula de la figura 12-30« por medio de una coordenada radial r, 
la cual se extiende hacia fuera del origen fijo O hasta la partfcula y una 
coordenada transversal 9, la cual es el Angulo en sentido contrario al de 
Eas manecillas del reloj entre una Ifnea de referencia fija y el eje r. El 
Angulo en general se mide en grados o radianes, donde 1 rad = 180°/ir. 
Los vectores unitarios u r y % definen las direcciones positivas de las 
cooidenadas r y 9, respectivamente. En este caso, « r estg en la direc- 
ckm de r creciente cuando 9 se mantiene fija y estd en una direccidn 
de 9creciente cuando rse mantiene fija. Observe que estas direcciones 
son perpendicufares entre si. 



Posicidn 


{a} 

Fig. 12-30 
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12 



Posicion. En cualquier instants, figure 12-30a, ia posicidn de la 
particula est£ definida por el vector de poskidn 

r = ru r (12-22) 

Velocidad. La veloddad instantdnea vse obtiene al tomar la deri- 
vada con respecto al tiempo de r. Al usar un punto para representar la 
derivada con respecto al tiempo, tenemos 

v = f = ru, + rii,. 



Para evaluar u,, observe que u r sdlo cambia su direccion con respecto 
al tiempo, ya que por definkion la magnitud de este vector siempre es 
una unidad. Por consiguiente, durante el tiempo At, un cambio de A r 
no cambiard la direccidn de u r ; no obstante, un cambio A0 hard que 
Uj.cambie a u).,donde uj- = u r + Au r , figura 12-30b. El cambio de u r 
es por tanto An r . Con dngulos pequeftos AS la magnitud deeste vector es 
A u, ss 1 (A0) y actua en la direccion w 0 . Por consiguiente, Au r = A0u», 
ypor tanto 


™r 


Km^ 
Al—0 At 



u 0 


< = (12-23) 

Al sustituir en la ecuacidn anterior, la velocidad se escribe en su forma 
de componentes como 


V = 


donde 


V, = r 

% = rd 


(12-24) 


(12-25) 



Veloddad 


(c) 

Fig. 12-30 (cont) 


Estos componentes se muestran grdficamente en la figura 12-30c. 
La componente radial v, mide la tasa de incremento o decremento de 
la longitud de la coordenada radial, es deck, r\ en tanto que la com¬ 
ponente transversal se interprets como la tasa de movimiento a lo 
largo de la circunferenda de un cfrculo de radio r. En particular, el 
t&mino# = dd/dt se conoce como velocidad angular, puesto que indie a 
el cambio con respecto al tiempo del dngulo Q. Las unidades comunes 
utiBzadas para esta mediddn son rad/s, 

Como v, y v#son mutuamente perpendiculares, la magnitud de la 
velocidad o rapidez es simplemente el valor positivo de 

v = vW + W (12-26) 

y la direccion de ves, desde luego, tangente a la trayeetoria, figura 
12-30c. 
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Aceleracion. Si tomamos las derivadas de tiempo de la ecuacidn 
12-24 y utitizamos las ecuadones 12-25, obtenemos la aceleracidn ins- 
Eant^nea de la particula, 


a = V = ru f + ru, + r&u e + rBu e + rGu g 


Para evaluar u ff , lo unico que se requiere es determiner el cambio de la 
direccidn deu a puesto quesu magnitudsiempre es la unidad. Durante el 
tiempo At, un cambio Ar no cambiarg la direccidn de u#, no obstante, un 
cambio A9 hard que u 0 seconvieitaenue,dondeue = □» + Au e ,figure 
12-304. El cambio de itacon el tiempo es Ai%. Con gngulos pequeflos la 
magnitud de este vector es A u a ~ 1(A0) y actua en la direccidn —u r , es 
deck, Au 0 = -A0u r .Por tanto, 


An, 



u y = bm —— 
A/-0 At 



U(J = -Bu t 


(12-27) 


Si sustituimos este resultado y la ecuacidn 12-23 en la ecuaddn anterior 
para a, escribimos la aceleracidn en su forma de componentes como 


a = fl r U r + OgUg 


(12-28) 


donde 


a, = r — rB 2 
ae = rB + 2rB 


(12-29) 


El tgrmino 6 - d 2 8/dt 2 = djdt(dOfdt) se conoce como aceleracion 
angular puesto que mide el cambio de la velocidad angular durante un 
instante. Las unidades para esta medkidn son rad/s 2 . 

Como a,y a# son siempre perpendiculars, la magnitud de la aceiera- 
don es simplemente el valor positivo de 

a = \/(r ~ rB 2 ) 2 + (r<9 + 2r&) 2 (12-30) 


La (ftreccion se determine mediante la adicidn vectorial de sus dos 
componentes. En general, a no serg tangente a la trayectoria, figura 
12-30e. 



AceJeracitin 

(e) 


12 
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Fig* 12-31 



El movimiento helicoida l de este mucha- 
chQ puede seguirse por medio de compo- 
nentes dlmdricos. En este caso, la coorde¬ 
nada radial r es constante* la coordenada 
transversal 8 se incrementa con el tiempo 
a medida que el muchacho gira alrededor 
de la vertical y su altitud z se reduce con 
el tiempo. 


Coordenadas cilmdricas. Si la particula se mueve a lo largo 
de una curva espacial como se muestra en la figura 12-31, entonces su 
ubkadbn se espedfica por medio de las tres coordenadas cilmdricas, r, 
B,z- La coordenada z es identic a a la que se utitizd para coordenadas 
rectangulares. Como el vector unitario que define su direccidn u,, es 
constante, las derivadas con respecto al tiempo de este vector son cero, 
y por consiguiente la posickn, velocidad y aceleracidn de la particula 
se escriben en funckin de sus coordenadas dh'ndricas como sigue: 

Tp = ru r + 7U- 

■ . (12-31) 

v = m r + r&u e + JU- 

a = (r - rB 1 ) + (r$ + 2r$)u 0 + ?u. (12-32) 

Derivadas con respecto al tiempo. Las ecuaeiones ante- 
riores requieren que obtengamos las derivadas con respecto al tiempo 
r, r, B, y dpara evaluar las componentes r y B de v y a. En general se 
present an dos tipos de probfema: 

L, S las coordenadas polares se especifican como ecuaeiones para- 
mdtricas en funcidn del tiempo, r = r(t) yB — 0(f), entonces las de¬ 
rivadas con respecto al tiempo pueden cakulaise directamente. 

2. Si no se dan las ecuaeiones parametricas en funcidn del tiempo, en¬ 
tonces debe conocerse Ea trayectoria r = f{B). Si utilizamos la regia 
de la cadena del cdlcuio podemos encontrar entonces la relacion 
entre ryBy entre r y B. En el apdndice C se explica la aplkackm de 
la regia de la cadena junto con aigunos ejemplos. 


Procedimiento para el analisis 


Sistema de coordenadas. 

Las coordenadas polares son una opcidn adecuada para resol¬ 
ver probiemas cuando se presenta el movimiento angular de la 
coordenada radial r para describir el movimiento de la particula. 
Asimismo, algunas trayectorias del movimiento pueden descri- 
birse de forma conveniente en funddn de estas coordenadas. 

• Para utilizar coordenadas polares, el origen se establece en un 
punto fijo y la tinea radial rse dirige had a la partfcula. 

• La coordenada transversal B se mide desde una Ifnea de refe¬ 
renda fija hasta la tinea radial. 

Velocidad y aceleracion. 

• Con ry las cuatro derivadas con respecto al tiempo r, r, 0, y 6 
evaluadas en el instame considerado, sus valores se sustituyen 
en las ecuaeiones 12-25 y 12-29 para obtener las componentes 
radial y transversal de vy a 

• Si es necesario tomar las derivadas con respecto al tiempo de 
r = /(0), entonces debe utilizarse la regia de la cadena. Vea el 
apdndice C. 

• El movimiento en tres dimensiones requiere una extension 
simple del procedimiento anterior para induir z y 'z- 
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El juego mecanico que se muestra en (a figura 12-32a consiste en 
una silla que gira en una trayecloria circular horizontal de radio r, 
de modo que la veloddad angular y ta aceleracidn angular del brazo 
OB son Oyd, respectivamente. Determine las componentes radial y 
transversal de la veloddad y aceleracidn del pasajero, cuya estatura 
no se toma en cuenta en el caiculo. 



Fig. 12-32 


soluciOn 

Sktema de coordenadas. Como se reporta el movimiento angu¬ 
lar del brazo, se eligen coordenadas polares para la solucidn, figura 
12-32 a. En este caso 9 no esta relacionado con r, puesto que el radio 
es constante para todos los Angulos 9. 

Velocidad y aceleracidn. Primero es necesario especificar la pri- 
mera y segunda derivadas con respecto al tiempo de r y 9. Como r 
es constante, tenemos 


r = r r = 0 V = 0 


Por tanto. 


», = r = 0 
v g = r9 

a, = r - rtf' = -rO 1 
a e = rO + 2r0 = rO 


Resp. 
Reap. 
Resp . 
Resp. 


Estos resuitados se muestran en la figura 12-326. 

NOTA: bs ejes n, t tambidn se muestran en la figura 12-326, que 
en este caso espedal de movimiento circular son colineaks con los 
ejes r y 9, respectivamente. Como v = v a = v, = r9, entonces por 
comparaddn, 
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EJEMPLO 12.18 


o 


B 


La barra OA en ta figura 12-33a gira en el piano horizontal de modo 
que 9 = (f*) rad. A1 mismo tiempo, el collar B se desliza hacia fuera 
a lo largo de OA de modo que r = (lOOf 2 ) mm. Si en ambos casos 
t est£ en segundos, determine la veloddad y aceleracibn del collar 
cuando f = 1 s. 

SOLUClON 

Sistema da coordanadas. Como se dan las ecuaciones parame- 
tricas en funtibn del tiempo de la trayectoria, no es necesario rela- 
rionar rcon 9. 

Veloddad y aceleradon. Si determinamos las derivadas con res- 
pecto al tiempo y las evaluamos cuando t = 1 s, tenemos 


r = 100t 2 


(a) 


= 100 mm 9 = t 1 


7=1 S 


= 1 rad = 57.3° 


r = 20Qf 


7=1 S 


= 200 mm/s 8 = 3t 


7=1 5 

— 'xA 


7=1 S 


= 3 rad/s 



r = 200 


t=l S 


= 200 mm/s 2 9 = 6t 


7=1 5 


= 6rad/s 2 




a# = 1800 mm/s 2 



Como se muestra en la figura 12-336, 
v = + r9u e 

= 200u, + 100(3)u e = {200u r + 300u e } mm/s 
r La magnitud de v es 

if = \/ (200) 2 + (300) 2 = 361 mm/s 

( 300 \ 

—J = 56.3° 5 + 57.3 d = 114° 

Como se muestra en la figura 12-33c, 
a B a = {r — r# 2 )^ + (r9 + 2r9)ue 

= [200 - 100(3) 2 K + [100(6) + 2(200)3}u e 
= {-700u r + 1800u 9 } mm/s 2 
r La magnitud de a es 

a = V (700) 2 + (1800) 2 = 1930 mm/s 2 


Reap. 

Reap. 


Reap. 


<A = tan"^^^) = 68.7° (180° -<!>)+ 57.3° = 169° Reap. 

NOTA: la veloddad es tangente a la trayectoria; sin embargo, ta 
aceleracibn est4 dirigida hacia dentro de la curvatura de la trayecto¬ 
ria, como se esperaba. 
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EJEMPLO 12.19 


El faro buscador en la figura 12-3% emite un rayo de luz a lo largo 
de un muro situ ado a 100 m. Determine las magnitudes de la velo- 
ddad y aceleracidn a las cuales el rayo de luz pareee viajar a craves 
del muro en el instance 0 = 45°. El faro buscador gira a una veloci¬ 
dad constanteded = 4 rad/s. 

SOLUClON 

Sistema de coordenadas. Se udlizaran coordenadas polares 
para resolver este problema puesto que se proporciona la velocidad 
angular del faro buscador. Para determinar las derivadas con res- 
pecto al tiempo necesarias, primero se tiene que relacionar rcon d. 
De acuerdo con la figura 12-343, 

r = 100/cOS d = 100 sec d 

Velocidad y acelerackSn. Al utilizarta reglade tacadenadelcalcu- 
lo y puesto que d( seed) = sec Stand dd, y d(tand) = sec 2 ddd, 
tenemos 

r = 100(seed tan d)d 

r = 100(secdtan d)d(tand)d + 100secd(sec 2 d)d(d) 

+ 100 sec d tan d(d) 

= 100 sec dtan 2 d (d) 2 + 100 sec 3 d (d) 2 + 100(sec dtan d)d 

Comod = 4rad/s = constante,entonoe$d = Oylasecuacionesante- 
riores, cuando 9 = 45°, se convierten en 

r = 100 sec 45° = 141.4 

r = 400 sec 45° tan 45° = 565.7 

r = 1600 (sec 45° tan 2 45° + sec 3 45°) = 6788.2 

Como se muestra en la figura 12-3%, 

r = rii, + r9u g 
= 565.7u r + 141.4(4)u e 
= {565.7u r + 565.7u e } m/s 

v = Vv} + n = \/(565.7) 2 + (565.7) 2 
= 800 m/s Resp. 

Como se muestra en la figura 12-34c, 



r 



(b) 


r 



(c) 


a = {>' - r(P)u r + (rd + 2r$ )u@ 

= [6788.2 - 141.4(4) 2 K + [141.4(0) + 2(565.7)4K 

= {4 525-5u f + 452 5.5 i» 4 m/s 2 _ 

a = \/'a 2 r + aj = V (4525-5) 2 + (4525-5) 2 
= 6400 m/s 2 Resp. 

NOTA: tambien es posible determinar a sin tener que calcular 
r (o a r ). Como se muestra en la figura 12-34d, como a e = 4525.5 
m/s 2 , entonces mediante resoluddn vectorial, a = 4525.5/cos 45° = 
6400 m/s 2 . 



(d) 

Eg. 12-34 
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EJEMPLO 12.20 


r = 0,5 (I - cos 0} pies 




Debido a (a rotaddn de la barra ahorquillada, la beta en la figura 
I2-35« se mueve alrededor de una trayectoria ranurada, una parte 
de la cual tiene la forma de un cardioide, r = 0.5(1 - cos 0) pies, 
donde 9 esta en radianes. Si la vefocidad de la bola es v = 4 pies/s y 
su aceleracidn es a = 30 pies/s 2 en el instante 9 = 180% determine la 
velocidad angular 9 y la aceleraddn angular 9 de la horquilla. 

SOLUClON 

Sistema da coordenadas. Esta trayectoria es muy rara, y mate- 
ma tic amen te se expresa mejor por medio de coordenadas pot ares, 
como se hace agui, en lugar de coordenadas rectangulares. Tam- 
bidn, como 9y 9 deben determinarse, entonces las coordenadas r, 9 
no son una opcidn obvia. 

Velocidad y aceleracidn. Las derivadas con respecto al tiempo 
de r y 9 se determinan con la regia de la cadena. 

r = 0.5(1 - cosd) 
r - O.5(sen0)(3 

r = 0.5(cos 9)9(9) + O.5(sen0)0 

S evaluamos estos result ados cuando 9 = 180°, te nemos 

r = 1 pie r = 0 r = -0.5^ 

Como v = 4 pies/s, al utilizar (a ecuacidn 12-26 para determinar 9 
sc obtiene 

V = \Z(r)*T(r9) 2 
4 = \/( 0 ) 2 + C 1 #) 2 

9 = 4 rad/s Resp . 

Del mismo mode, 6 se determina con la ectiacidn 12-30. 

a = \/( * ~ r $f + ( rS + X9'f 
30 = \/[- 0- 5 ( 4 ) 2 - 1 ( 4 > 2 1 2 + [10 + 2 ( 0 )( 4 ) 1 5 
( 30) 2 = ( — 24) 2 + 0 2 
9 = 18 rad/s 2 Resp. 

En la figura 12-356se muestran los vectores ay v. 

NOTA: en esta ubicadbn, los ejes 9y t (tangendales) coinciden. El 
eje +n (normal) esta dirigido hacia la derecha,opuesto a +r. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FL2-33* La rapidez del automdvil as da 55 pies/s. Deter¬ 
mine la velocidad angular 0 de la Ifnea radial OA en este 
instante. 



F12-33 

F12-34* La plataforma gira en tomo al eje vertical de 
modo que en cualquier instante su posicidn angular es 
0 = (4 1 3 ®) rad, donde I esta en segundos. Una bola rueda 
hacia fuera a lo largo de la ranura radial de modo que 
su position es r = (G.lf 3 ) m, donde / esti en segundos. 
Determine las magnitudes de la velocidad y aceleracidn de 
la bola cuando t = 15 s. 



F12-34 


F12-35. La espiga P es propulsada por el eslabdn ahor- 
quillado OA a lo largo de la trayectoria curva descrita 
por r = (20) pies. En el instante 0 = irlA rad, la veloci¬ 
dad y aceleracidn angulares del eslabdn son 0=3 rad/s y 
0 = 1 rad/s 2 . Determine la magnitud de la aceleracidn de 
la espiga en este instante. 



F12-36. La espiga P es propulsada por el eslabdn ahor- 
quillado OA a lo Largo de la trayectoria descrita por r = 
e & . Cuando 8 = f rad, la velocidad y aceleracidn angula- 
res del eslabdn 0 = 2 rad/s y 0 = 4 rad/s 2 . Determine las 
componentes radial y transversal de la aceleracidn de la 
espiga en este instante. 



F12-36 



F12-37. Los collares estin conectados por pasadores 
en By pueden moverse libremente a lo largo de la barra 
OA y La guia curva OC tiene La forma de un cardioide, r = 
[0.2(1 + cos 0)] m. Cuando 0 = 30°, la velocidad angular de 
OA es 0 = 3 rad/s. Determine las magnitudes de la veloci¬ 
dad de ios collares en este punto. 


+ cos 8) m 


0=3 rad/s 


F12-37 


F12-3JL En el instante 0 = 45°, el atleta est3 corriendo a 
una rapidez constante de 2 m/s. Determine la velocidad 
angular a la cual la camara debe virar para seguir el movi- 
miento. 



12 


FI2-35 


EI2-3S 
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PROBLEM AS 


*12-156* Una partfcula se mueve a lo largo de una trayec- 
toria circular de 300 mm de radio. Si su velocidad angular 
es 8 = (2 1 2 ) rad/s, donde t est£ en segundos, determine la 
magnitud de la aceleracidn de la partfcula cuando / = 2 s. 


*12-157* Una partfcula se mueve a lo largo de una trayec- 
toria circular de 300 mm de radio. Si su velocidad angular 
es $ = (3I 2 ) rad/s donde te sta en segundos, determine las 
magnitudes de la velocidad y aceleracidn de la partfcula 
cuando 8 = 4 5°. La partfcula arranca del reposo cuando 
8 = 0 °. 


12-158* Una partfcula se mueve a lo largo de una tra- 
yectoria circular de 5 pies de radio. Si su posicidn es 8 = 
( e av ) rad, donde te st£ en segundos. Determine la magni¬ 
tud de la aceleracidn de la partfcula cuando 8 = 90°. 


12-159* Las ecuaciones r = (P + At - 4) m y 8 = (P? 2 ) rad, 
donde t esii en segundos, descrlben la posicidn de una par¬ 
tfcula. Determine las magnitudes de la velocidad y acele¬ 
racidn en el instante t = 2 s. 


*12-160* Las ecuaciones r = (30Oe _a5f ) mm y 8 = (Q3?) 
rad, donde / esti en segundos, describen la posicidn de una 
partfcula. Determine las magnitudes de la velocidad y ace¬ 
leracidn de la partfcula en el instante t = 1.5 s. 


*12-161* Un avidn vuela en Ifnea recta a 200 mi/h y una 
aceleracidn de 3 mi/h 2 . Si el diimetro de la hdlice es de 
6 pies y rota a una velocidad angular de 120 rad/s, deter¬ 
mine las magnitudes de la velocidad y aceleracidn de una 
partfcula situada en la punta de la h£lice. 


12-162* Una partfcula se desplaza a lo largo de una tra- 
yectoria circular de 4 pulg de radio de modo que su posi- 
ddn en funcidn del tiempo estd dada por 8 = (cos It) rad, 
donde / estd en segundos. Determine la magnitud de su 
aceleracidn cuando 8 = 30°. 


12-163* Una partfcula se desplaza alrededor de un 
limagon definido por la ecuacidn r = b — a cos 8 , donde 
a y b son constantes. Determine las componentes radial y 
transversal de la velocidad y aceleracidn de la partfcula en 
funcidn de 8 y sus derivadas con respecto al tiempo. 


*12-164* Una partfcula viaja alrededor de un litus, defi- 
nido por la ecuacidn r 2 8 = a 2 , donde a es una oonstante. 
Determine los componentes radial y transversal de la velo¬ 
cidad y aceleracidn de la partfcula en funcidn de 8 y sus 
derivadas con respecto al tiempo. 

*12-165* Un automdvil viaja a lo largo de una curva cir¬ 
cular de radio r = 300 pies. En el instante mostrado, su 
velocidad angular de rotacidn es 8 = 0.4 rad/s, la cual se 
incrementa a razdn de 8 = 0.2 rad/s 2 . Determine las mag¬ 
nitudes de la velocidad y aceleracidn del automdvil en este 
instante. 



Pmb* 12-165 

12-166* El brazo ranurado OA gira en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj alrededor de O a una veloci¬ 
dad angular constante de 8. El movimiento del pasador B 
esti limitado a la superficie circular fija y a lo largo de la 
ranura en OA. Determine las magnitudes de la velocidad y 
aceleracidn del pasador B oomo una funcidn de 8. 

12-167* El brazo ranurado OA gira en sentido contra¬ 
rio a l de las manecillas del reloj alrededor de O de modo 
que cuando 8 = ir/4, el brazo OA gira con una velocidad 
angular de 8 y una aceleracidn angular de 8. Determine las 
magnitudes de la velocidad y aceleracidn del pasador Ben 
este instante. El movimiento del pasador B es t£ limitado a 
la superficie circular fija y a lo largo de la ranura en OA. 
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*12-168* El automdvil viaja a lo largo de una curva circu- 
lar de radio r = 400 pies. En el instante que se muestra, su 
velocidad angular de rotacidn es 8 = 0.025 rad/s, la cual 
se reduce a razdn de 8 = -0008 rad/s 2 . Determine los 
componentes radial y transversal de la velocidad y acelera¬ 
cidn del automdvil en este instante y trice los en la curva. 

*12-169* El automdvil viaja a lo largo de una curva cir¬ 
cular de radio r = 400 pies a una velocidad constante de 
y = 30 pies/s Determine la velocidad angular de rotacidn 
8 de La Unea radial r y la magnitud de La aceleracidn del 
automdvil 



Pmbs* 12-168/169 


12-170* Al arrancar del reposo, el muchacho corre had a 
fiuera en la direccidn radial del centro de la plataforma con 
una aceleracidn constante de 0.5 m/s 2 . Si la plataforma 
gira a una velocidad constante 8 = 0.2 rad/s, determine 
bs componentes radial y transversal de la velocidad y ace¬ 
leracidn del muchacho cuando i = 3 s. Ignore su estatura. 



12-171* La pequefla rondana se desliza hacia abajo de 
la cuerda OA. Cuando esti a la mi tad, su velocidad es 
de 200 mm/s y su aceleracidn es 10 mm/s 2 . Exprese la 
velocidad y aceleracidn de la rondana en este pun to en 
funcidn de sus componentes cilfndricos. 


z 



Ptab* 12-171 


*12-172* Si el brazo OA gira en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj con una velocidad angular de 
8 = 2rad/s, determine las magnitudes de la velocidad y 
aceleracidn de la espiga P cuando 61 = 30°. La espiga se 
mueve en la ranura fija definida por La lemniscata y a lo 
largo de la ranura del brazo. 

*12-173* La clavija se mueve en la ranura curva defini¬ 
da por la lemniscata y a travds de la ranura en el brazo. 
Chando 8 = 30°, la velocidad angular es 0 = 2 rad/s y la 
aceleracidn angular es 0 = 1.5 rad/s 2 . Determine las mag¬ 
nitudes de la velocidad y aceleracidn de la clavija Pen este 
instante. 



Proh* 12-170 


Probs* 12-172/173 
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12-174* El avidn del juego mec^nico se mueve a lo largo 
de ana trayectoria deftnida por las ecuariones r = 4 m, 
9 = (0,2*) rad y z = (0.5 cosfl)m, donde te sta en segundos. 
Determine los componentes cilfndricos de la velocidad y 
aceleraridn del avidn cuando t = 6 s. 



12-175* El movimiento de La clavija P est3 limitado por 
la ranura en forma de lemniscata en OB y por el brazo 
ranurado OA. Si OA rota en sentido contrario al de las 
manedllas del reloj con ana velocidad angular constant® 
de 9 = 3 rad/s, determine las magnitudes de La velocidad 
y aceleracidn de la clavija P cuando 9 = 30°. 

*12-176* El movimiento de la clavija P esta limitado por 
la ranura en forma de lemniscata en OB y por el brazo 
ranurado OA. Si OA gira en sentido contrario al de las 
manedllas del reloj con una velocidad angular constante 
de 9 = (3^) rad/s, donde t esta en segundos, determine 
las magnitudes de la velocidad y aceleracidn de la clavija P 
cuando 9 = 30°. Cuando t = Q,9 = 0°. 


*12-177* El conductor del automdvil man tie ne una rapi- 
dez constante de 40 m/s. Determine la velocidad angular 
de la c^mara que sigue al automdvil cuando 6 = 15°. 

12-178* Cuando 9 = 15°, la rapidez del automdvil es de 
50 m/s la cual se incrementa a 6 m/s 2 . Determine la velo¬ 
cidad angular de la cimara que sigue al automdvil en este 
instante, 



12-179* Si la leva gira en sentido horario a una velocidad 
angular constante de 9 = 5 rad/s, determine las magnitu¬ 
des de la velocidad y aceleracidn del seguidor AB en el 
instant© 9 = 30°. La superficie de la leva tiene la forma de 
lima^on definida por r = (200 + 100 cos 9) mm. 

*12-180* En el instante 9 = 30°, la leva gira en sentido 
de Las manedllas del reloj con una velocidad angular de 
9 = 5 rad/s y una aceleracidn angular de 9 = 6 rad/s 2 . 
Determine las magnitudes de la velocidad y aceleracidn 
del seguidor AB en este instante. La superficie de La leva 
tiene la forma de un lima<;on, definida por r = (200 + 100 
cosfl) mm. 




Probs* 12-175/176 


Prubs* 12-179/180 
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12.8 McvimientocurviJneo’ componewk ciJndricos 


*12-181* El automdvil desciende de un es Lac ion a mien to 
por una rampa espiral cilfndrica a una rapidez constante de 
v = 1.5 m/s. Si la rampa desciende una distancia de 12 m 
por cada re vo lucid n completa, B = 2tt rad, determine la 
magniLud de la aceleracidn del automdvil a medida que 
desciende por la rampa, r = 10 m. Sugerencia: para una 
parte de la solucidn, observe que la tangente a la rampa en 
cualquier punto forma un Angulo = tan -1 (12/[2tt(10)]) 
= 10.81° con la horizontal. Udlfcelo para determinar las 
componentes de velocidad y v t > que a su vez se utilizan 
para determinar By t 


*12-184* La barra OA gira en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj a una velocidad angular constante 
de B = 6 rad/s. Median te conexiones mecinicas el colla¬ 
rfn B se mueve a lo largo de la barra a una rapidez de 
r = (4/ 2 )m/s, donde /esti en segundos. Si r = 0 cuando 
i = 0, determine las magnitudes de la velocidad y acelera- 
ddn del collarfn cuando t = 0.75 s. 

* 12-185. La barra OA gira en sen tido an tthorario con una 
velocidad angular de B = (2i 2 ) rad/s. Medianteconexiones 
mecanicas el collarfn B se mueve a lo largo de la barra con 
una rapidez de r = (4/ 2 ) m/s. SiB = Qyr=Q cuando t = 0, 
determine las magnitudes de la velocidad y aceleracidn del 
collarfn cuando B = 60°. 



12-182. La caja desciende por una rampa helicoidal a una 
rapidez constante de v = 2 m/s. Determine la magnitud de 
su aceleracidn. La rampa desciende una distancia vertical 
de 1 m por cada revolucidn completa El radio medio de La 
rampa esr = 0.5 m. 

12*183. La caja desciende por una rampa helicoidal defi- 
nida por r = 0.5 m, B = (0.5f*) rad, y z = (2 - 0.2/ 2 ) m, 
donde t est3 en segundos. Determine las magnitudes de la 
velocidad y aceleracidn de la caja en el instante B = 2irrad. 


1 m 




12-186. El brazo ranurado mueve el pasador C a tra- 
vds de la ranura espiral descrita por la ecuacidn r = aB. Si 
la velocidad angular se mantiene constante a B , determine 
bs componentes radial y transversal de la velocidad y ace- 
leracidn del pasador. 

12-187. El brazo ranurado AB mueve el pasador C a tra- 
v£sde la ranura espiral descrita por la ecuacidn t = (1.5 B) 
pies, donde & est3 en radianes. Si el brazo comienza a 
moverse del reposo cuando B = 60° y es propulsado a una 
velocidad angular defl = (4 1) rad/s, donde fest&en segun¬ 
dos, determine los componentes radial y transversal de la 
velocidad y aceleracidn del pasador C cuando I = 1 s. 


B 



Ptobs. 12 182/183 


Prahs. 12-186/187 
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CaP[TULO 12 Cl NEMATIC A DE UNA PARTfCULA 


*12-188* La superficie parcial de la leva es la de una espi- 
ral logarftmica r = (4Ge iim ) mm, donde 0 esii en radia¬ 
nes. Si la leva gira a una veloddad angular constante de 
0 = 4 rad/s, determine las magnitudes de la veloddad y 
aceleraridn del pun to en la leva que esti en contacto con 
el seguidor en el instante 0 = 30°. 

*12-189* Resue lv a el problema 12-188, si la aceleracidn 
angular de la leva es 0 = 2 rad/s 2 cuando su veloddad angu¬ 
lar es^ = 4 rad/s con & =30°. 



Ptobs. 12-188/189 


12-190* Una partfcula se mueve a lo largo de una espiral 
arquimedeana de r = (80) pies, donde 0 est£ en radianes. 
Si 0 = 4 rad/s (constante), determine los componentes 
radial y transversal de la veloddad y aceleracidn de la par¬ 
tfcula en el instante 0 = V 2 rad - Trace la curva y muestre 
los componentes en la curva. 

12-191* Resuelva el problema 12-190 si la aceleracidn 
angular de la partfcula es 0 = 5 rad/s 2 cuando 0 = 4 rad/s 
oon 0 = tt/2 rad. 


y 



*12-192* El bote navega a lo largo de una trayectoria 
definida por r 2 = [lQ(lO 3 )cos20]pies 2 , donde 0 estA en 
radianes. Si 0 = (0.4/ 2 ) rad, donde festften segundos, deter¬ 
mine los componentes radial y transversal de la veloddad 
y aceleraddn del bote en el instante t = 1 s. 



*12-193* Un automdvU viaja por una carre tera, la que en 
una corta distancia est£ defmida por r = (200/0) pies, 
donde 0 estA en radianes. Simandene una velocidad cons¬ 
tante de v = 35 pies/s, determine los componentes radial y 
transversal de su velocidad cuando 0 = ir/3 rad. 

12-194* Durante un corto dempo el avidn de reaccidn 
vuela en una trayectoria en forma de lemniscata, r 2 = 
(2500 cos 20) km . En el instante 0 = 30°, el dispositi¬ 
ve rastreador del radar gira a 0 = 5(10 -3 ) rad/s con 0 = 
2(10 -3 ) rad/s 2 . Determine los componentes radial y trans¬ 
versal de la velocidad y aceleracidn del avidn en este ins¬ 
tante. 



Ptobs* 12-190/191 


Prob* 12-194 
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12.9 Anaiisis del movimiento 

dependiente absoluto de dos 
parti cul as 


En algunos tipos de problemas el movimiento de una partlcula depen¬ 
ded <k\ movimiento correspondiente de otra partfcula. Esta dependen- 
cia ocurre por lo cornu n si las parn'culas, en este caso represen tad as por 
bioques, est$n interconectadas por medio de cuerdas no extensible®, 
las cuales estgn emoitadas airededor de poleas. Por ejemplo, el movi¬ 
miento de un bfoque A hacia abajo del piano inetinado en la figura 
12-36 provocara un movimiento correspondiente del bfoque B hacia 
arriba del otro piano inetinado. Podemos demostrar esto matemdtica- 
mente si primero especificamos la ubicacibn de los bioques por medio 
de coardemdas de position y Observe que cada uno de los ejes 
coordenados (1) estd medido a partir de un punto fijo (O) o de una t inea 
de referenda (2) esti medido a to largo de cada piano inetinado 
en la direction del movimiento de cada bloque y (3) tiene un sentido 
posttivo de C a A y de D a B. Si la longitud total de la cuerda es l T ,las 
dos coordenadas de posicibn estin reiacionadas por la ecuacibn 

Sa + ten + $b = h 


Enestecaso,/co es la longitud de la cuerda que pasasobre el arco CD. 
Si tomamos la derivada con respecto at tiempo de esta expresibn, y tene- 
mos en cuenta que Icd y hpermanecen constantes, en tanto que Sa y s n 
miden los segmentos de la cuerda que cambian de longitud, tenemos 


d$A „ 

dt dt 


Vb = ~Va 


El signo negativo indica que cuando el bloque A tiene una velocidad 
dirigida hacia abajo, es decir, en la direccibn de positiva, provoca 
una velocidad hacia arriba correspondiente del bloque B,es decir, B se 
mueve en la direccibn s s negativa. 

Del mlsmo modo, la diferenriacibn con respecto at tiempo delas velod- 
dades tiene como resuitado la reladbn entre las aceleradones, es decir, 


a B — a A 

En ta figura 12-37« se muestra un ejemplo mfis compticado. En este 
caso, s A especifica ta posicibn del bloque A y s B define ta posicibn del 
extremo de la cuerda del cual el bloque esta suspendido. Como pre- 
viamente,e!egimos coordenadas de posicibn (1) consu origen en puntos 
fijos o tineas de referenda (2) medidas en la direccibn del movimiento 
de cada bloque y (3) positives a ta derecha para s A y positives hacia abajo 
para sb- Durante el movimiento, la longitud de los segmentos de color 
azuf de la cuerda enta figura 12-37a permanece constante. Si l representa 
ta longitud total de la cuerda menos estos segmentos, entonces las coor¬ 
denadas de posicibn pueden retacionarse por medio de la ecuacibn 

2 sb + h + sa = t 

Como ly h permanecen constantes durante el movimiento, fas dos deri¬ 
ved as con respecto at tiempo resultan 

2 Vb = ~v A 2a b = —a A 

Por consiguiente, cuando B se mueve hacia abajo (+sg),yl lo hace a la 
izquierda (— Syjjcon dos voces el movimiento. 



Plano de 

referenda Plano de 
referenda 


Rg. 12-36 



Plano de 
referenda* A 

(a) 

Fig. 12-37 


12 
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~ i ur 




\±) 


Plano de 

m referenda 

W 


Sb 


B 


Este ejemplo tambien puede resolverse definiendo la posicidn del 
btoque B con respecto ai centre de la potea inferior (un punto fijo), 
figura 12-376. En este caso 

2{h — jg) + h + sa — 1 
La difeienciacidn con respecto al tiempo resulta 

2v b = V A ln B = a A 
En este caso los signos son los mismos. ^Por qu£? 



L 


: 


Plano de y 
referenda 



Plano de ( 
referenda 

' $ A ~ 



(b) 

Ftg. 12-37 (cont) 



Hi movimiento del bloqiie en esta torre de 
perforation petrolera depende del movi¬ 
miento del cable conectado al malacate 
que lo opera. Es importante ser capaz 
de relacionar estos movimientos para 
determinar los requerimientos de poten- 
da del malacate y la fuerza en el cable, 
ocasionada por cualquier movimiento 
acelerado. 


Procedimiento para el analisis 


EI mdtodo anterior de relacionar et movimiento dependiente de 
una particuta con ei de otra puede reaiizarse con escaiares alge- 
braicos o coordenadas de posicidn siempre que cada particula se 
mueva en tinea recta. Cuando 6ste es et caso, sdlo las magnitudes 
de la velocidad y aceteracidn de las partfculas cambiarin, pero no 
su tinea dedireccidn. 

Ecuacion de coordenadas de posicion. 

• Estabtezea cada coordenada de posicidn con un origen locaii- 
zado en un punto fijo o piano de referenda. 

• No es necesario que el origen sea el mismopara cada una de las 
coordenadas; sin embargo, es importante que cada eje de coor¬ 
denadas setecdonado estd dirigido a lo largo de la trayectoria 
del movimiento de la particula. 

• Mediame geometria o trigonometria, relacione las coordena¬ 
das de posicidn con la longkud total de la cuerda, l T , o con la 
porcidn de la cuerda, /, la cual excluye los segmentos que no 
cambian de tongitud a medida que las partfculas se muevan, 
como los segmentos de arco enrollados sobre las poleas. 

• Si un problema implica un sistema de dos o mis cuerdas enro- 
Uadas alrededor de las poleas, entonces la posicidn de nn 
punto en una cuerda debe ser relacionada con la posicidn de 
un punto en otra cuerda por medio del procedimiento ante¬ 
rior. Se escriben ecuaciones distintas para una longitud fija de 
cada cuerda del sistema y las posiciones de las dos partfcu- 
las se reiacionan entonces mediante estas ecuaciones (vea los 
ejemplos 12.22 y 12.23). 

Derivadas con respecto al tiempo. 

• Dos derivadas con respecto al tiempo sucesivas de las ecua¬ 
ciones de coordenadas de posicidn ofrecen como resuhado las 
ecuaciones de velocidad y aceleracidn requeridas, las cuales 
reiacionan los movimientos de las partfculas. 

• Los signos de los fcrminos en estas ecuaciones serin consisten- 
tes con los que especifican el sentido positivo y negativo de las 
coordenadas de posicidn. 
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EJEMPLO 12.21 


Determine la rapidez del bfoque A que se muestra en la Bgura 12-38 
si el bloque B se mueve hacia arriba a una rapidez de 6 pies/s. 


c 




Sa 





XT”? 


x 


Plano de 
referenda 


1 


6 pies/s 


Fig. 12-38 


soluciOn 

Ecuadon d« coordenadas de poslclon. Hay urn cuerda en este 
sistema que inciuye segmentos que cambian de longitud. Se utiliza- 
rdn coordenadas de posicibn s A y s fi puesto que cada una se mide 
con respecto a un punto fijo (C o D) y se extiende a lo largo de la 
trayectoria del movimiento del bloque. En particular, s B est£ dirigi- 
da al punto E puesto que el movimiento de B y Ees el mismo. 

Los segmentos de color azul de la cuerda en la figura 12-38 perma- 
necen a una longitud constante y no tienen que ser considerados a 
medida que los bloques se mueven. La longitud de la cuerda restan- 
te, /, tambibn es constante y esta relacionada con las coordenadas 
de posidbn cambiantes sa y s B por la ecuacibn 

5 a + 3 s B = l 


Derivadas con respecto al tlempo. 

respecto al tiempo se tiene 

Va + 3 v B = 0 


de modo que cuando v B = -6 pies/s (hacia arriba), 
Va = 18 pies/s! 


Al realizar la derivada con 


Resp. 
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EJEMPLO 


12.22 


Determine ta rapidez de A en ta figura 12-39 si B tiene una rapidez 
hacia arriba de 6 pies/s. 



Fig. 12-39 

S0LUO6N 

Ecuacion de coord* n ad as de poslclbn. Como se muestra, s A 
y sb definen las posiciones de ios bloques A y B. Como el sistema 
mcluye dos cuerdas con segmentos que cambian de longitud, ser& 
neoesario utilizar una tercera coordenada, s c ,para relacionar s A con 
sb . En otros tbrminos, la longitud de una de las cuerdas puede expre- 
sarse en funcibn de s A y s c y la longitud de la otra puede expresarse 
en funcibn de sb y $c- 

Los segmentos de color azul de las cuerdas en la figura 12-39 no 
tienen que ser considerados en el an&lisis. ^Por qub? Para las longi¬ 
tudes de cuerdas restantes, por ejemplo l\ y 4, tenemos 

sa + 2 sc = h + (jb — sc) — h 

Derivada con respecto at tlempo. At tomar la derivada con res- 
pecto at dempo de estas ecuaciones se obtiene 


Va + 2v c = 0 2 Vb - Vc = 0 

Al eliminar v c se produce la relacibn entre el movimiento de cada 
dlindro. 

Va + 4v b = 0 


de modo que cuando v B = -6 pies/s (hacia arriba) 

V A = +24 pies/s = 24 pies/s i Resp. 
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Determine la rapidez del bloque #en la figtira 12-40 si el extreme 
de la ctierda en ^4 se Jala hada abajo con una rapids de 2 m/s. 



Plano de 
referenda 


Fig. 12-40 


soluciOn 

Ecuacion de coordenadas de poskt6n. La coordenada s A defi¬ 
ne la posickSn del punto A y s B espedfica la posicibn del bloque B 
puesto que E en la polea tendri el mismo movimiento que el blo¬ 
que. Ambas coordenadas se miden con respecto a un piano de refe¬ 
renda horizontal que pasa por el pasador jfy'oen la polea D. Como 
el sistema se compone de dos cuerdas, las coordenadas s A y sa no 
se pueden reladonar de forma directa. En cambio, si se estabiece 
una tercera coordenada de posicibn, s c , ahora podemos expresar la 
longitud de una de las cuerdas en funcibn de s B y i c yta longitud de 
la otra en funcibn de s A ,s s y s 0 

S se excluyenlos segmentos de color azui de las cuerdas en la figu- 
ra 12-40, las longitudes de cuerda constantes restantes 4 y 4 Onnto 
con las dimensiones del gancho y el eslabbn) se expresan como 


sc + = h 

- -^c) + (sb ~ s c ) + s B =h 


Derlvada con respecto at tiempo. La derivada con respecto at 
tiempo de cad a ecuacibn result a 


Vc A Vb = 0 
v A - 2v c + 2v b = 0 

At eiiminar v c , obtenemos 

v A + Av b = 0 

de modo que cuando v A =2 m/s (hacia abajo), 
v s = -0.5 m/s = 0.5 m/s T 


Resp. 
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EJEMPLO 12.24 



Va = Gi m/s 


Fig* 12-41 


Un hombre par ado en A iza una caja fuerte S como se muestra en 
la figura 12-41 al caminar hacia la derecha con una vetoridad cons- 
tante v A = 0.5 m/s. Determine (a veloridad y aceleracidn de la caja 
ftierte cuando alcance la altura de 10 m. La cuerda de 30 m de largo 
pasa sobre una peque&a polea en D. 

S0LUCI6N 

Ecuaeidn de coordenadas de poskion. Este problema difiere 
de los ejemplos anteriores puesto que el segmento de cuerda DA 
cambia tanto de direction como de magnitud. Sin embargo, los extre¬ 
mes de la cuerda que definen las posiciones de S y A, se especifican 
por medio de las coordenadas xy y puesto que estdn medidas con 
respecto a un punto fijo y dirigidas a lo largo de las trayectorias del 
movimiento de los extiemos de la cuerda. 

Las coordenadas xy y puedenreladonarse puesto que la cuerda 
dene una longitud fija / = 30 m, la cual en todo momento es igual 
a la longitud del segmento DA mds CD. Median te el teorem a de 
Pitdgoras para determinar Iq a , tenemos l DA = vW+^; tam- 
bidn, l CD = 15 - y. Por consiguiente, 
l = Ida + Icd 

30 = \/( 15 ) 2 + * 2 + ( 15 “ >') 

y = V225 + x 2 - 15 (1) 

Derive das eon respecto al tiempo. Con la derivada con respecto 
al bempoytaregladelacadena(veael apdndice C),dondet>,s = dyjdt 
y Va = dx/dt, se obdene 


v s = 


rfy 

dt 


2x 

| dx 

V225 + x 2 _ 

\dt 


V'225" 


:V A 


+ X* ( 2 ) 

Cuando y = 10 m,xsedeterminaconlaecuacidnl,esdecir,x =20 m. 
Por consiguiente, a partir de la ecuaeibn 2 con v A = 0.5 m/s, 

20 

% = — , =(0.5) = 0.4m/s = 400 mm/s T Resn 

V 225 + (20 ) 2 p ' 

La aceleracidn se determina al tomar la derivada con respecto al 
dempo de la ecuacidn 2. Como v A es constante, entonces a A = 
dv A /dt = 0, y tenemos 


a s = 


£y m 

-x(dx/dt) 


1 


1 

dv A 

225va 

dt 2 

.(225 + x 2 ) 212 . 

XVa 

-\/225 + x 2 ^ 

Ur** 

L\/225 + x 2 - 

-X- | 

dt 

(225 + x 2 ) 3/2 


Cuando x = 20 m, con v A = 0.5 m/s, la aceleracidn es 

225(0.5 m/s) 2 „ . , , 

a s = - TTn = OL00360 m/s 2 = 3.60 mm/s 2 t Resp. 

[225 + (20 m) 2 ] 3 / 2 

NOTA: la velocidad constante en A hace que el otro extremo C de 
la cuerda se acelere, puesto que v A cambia la direcddn del segmen¬ 
to DAy tambidn su longitud. 
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12.10 Movimiento relativo de dos 
particulas al utilizar ejes 
trasladantes 


12 


Aio largo de todo este capftuto el movimiento absotuto de tma pam'cu- 
la se ha determinado por medio de un marco de referenda fijo. Existen 
muchos casos, sin embargo, en los que la trayectoria del movimiento 
de una partfcula se complicate modo que puede ser mis ficil analizar 
el movimiento en partes por medio de dos o mis marcos de referenda. 
Por ejemplo, el movimiento de una partfcula ioealizada en la puma de 
la hblioe de un avion, mientras bste esti en vuelo, se describe mejor si 
primero se observa ei movimiento del avidn desde una referenda fija 
y luego se superpone (vectorialmente) el movimiento circular de la 
partfcula medido con respecto a una referenda fija al avion. 

En esta secdOn se considerarin marcos de referenda trasladantes en 
el anilisis. El anilisis de movimiento relativo de particulas por medio 
de marcos rotatorios de referenda se tratari en las secciones 16.8 y 
20.4, puesto que dicho analisis depende del oonocimiento previo de la 
dnemitica de segmentos de Ifneas. 


Posicion. Considerelasparu'culas Ay B, lascualessedesplazana 
lo largo de las trayectorias arbitrarias de la figura 12-42. La posicion 
absoluta de cada partfcula, r A y r fl esti medida con respecto al origen 
comtin O del marco de referenda/i/o x, y, z- El origen de un segundo 
marco de referenda x', y', z' se fija a y se mueve con la partfcula A. 
Se permite que los ejes de este marco se tmsladen solo con respecto al 
marco fijo. El vector de posicion relativa r b/a denota la posiciOn de B 
medida con respecto a A. Por medio de la adicibn vectorial, los tres 
vectores mostrados en la figura 1242 pueden reiacionarse mediante 
la ecuacibn 


r e ~ t a + t b/a 


(12-33) 


Velocidad. Si se toman las derivadas con respecto al tiempo de la 
ecuacibn anterior, se determina una ecuacibn que reladona las vefod- 
dades de las particulas; es decir, 


z' 



Fig. 1242 


ys = Va + VB/A 


(12-34) 


Donde vb = dts/dt y v.t = dr A /dt se refieren a velocidades absolutas, 
puesto que se observan desde el marco fijo; en tamo que la veloci¬ 
dad relativa vb/a = dr^/dtse observa desde el marco trasladante. Es 
importante sefialar que puesto que los ejes x\ y', z' se trasladan, los 
componentes de r B/A no cambiarin de direccibn y por consiguiente la 
derivada con respecto al tiempo de estos componentes sblo tendri n que 
responder del cambio de sus magnitudes. La ecuacibn 12-34establece, 
por consiguiente, que la velocidad de Bes igual a la velocidad de A mis 
(vectorialmente) la veloddad de “B con respecto a A ”, medida por el 
observador trasladante fijo en ei marco de referenda x',y', z!. 
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12 


Aceleracion. La derivada con respecto al tiempo de la ecuaciOn 
12-34 proporciona una reladdn vectorial similar entre las aceleracio- 
nes absoluta y relative, de las parn'cufas Ay B. 


as = *a + 


(12-35) 


Aquf a fi/A es la aceleracidn de B vista por el observador localizado en 
A y que se traslada con el marco de referenda x', y',z' * 


Procedimiento para el analisis 


• Cuando se apBcan las ecuadones de veloddad y aceleracion 
relatives, primero se tiene que especificar la partfcula A que 
es el origen de los ejes x', y\ z trasladantes. Por lo com tin, este 
punto tiene una veloddad o aceleraddn conocida. 

• Como la adicidn vectorial forma un trianguio, cuando mucho 
puede haber dos incognitas representadas por las magnitudes 
y/o direcdones de las cantidades vectoriales. 

• Estas incOgnitas se pueden resolver grdficamente por medio 
de trigonometn'a (ley de los senos, ley de los cosenos), o al des- 
componer cada uno de los tres vectores en oomponentes rec- 
tangdares o cartesianos, con lo cual se genera un sistema de 
ecuadones escatares. 





Los piiotos de estos aviones de propul- 
si6n que vuelan muy cerca uno de otro 
no dehen perder de vista sus posicioues 
y velocidades relativas en todo memento 
para evitar una colisiOn, 


*Una forma Weil de recordar la oonfiguraddn de estas ecuadones es observar la “can- 
ee ladon" del subfndice A entre los dos tliminos, por ejemplo, a fl = 
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EJEMPLO 12.25 


Un treu viaja a una rapidez constante de 60 mi/h y cruza una carre- 
tera como se muestra en la figura 12-43a Si el automdvil A viaja 
a 45 mi/h por la carre ter a, determine la magnitud y direccidn de 
la velocidad del tren eon respecto al automdvil. 

SOLUCI6N 1 

Anal is is vectorial. La velocidad relativa v T , A se mide con respec¬ 
to a los ejes y,y' trasladantes fijos en ei automdvil, figura 12-43a Se 
determina a partir de la ecuacidn v T = v^ + vjy A . Como se conoce 
tanto la magnittid como la direction de v T y v A , las incdgnitas son 
las components x y y de vt/a- Si utilizamos los ejes x, yen la figura 
12-43a, tenemos 


vr = va + vt/a 

60i = (45 cos 45 °i + 45 sen 45°j) + v T/A 
vt/a = {28.2i - 31.8j} mi/h Resp. 

La magnitud de v T j A es, por tanto, 

Vt/a = V(28.2f + (-31.8) 2 = 42.5 mi/h Resp. 

A partir de la direccidn de cada componente,figura 12-436, la direc- 
a6n de vt/a os 

{vrjAly _ 3L8 
{Vt/a) x 28.2 

8 = 48.5° ^ Resp. 

Observe que la suma vectorial mostrada en la figura 12-436 indica 
el sentido correcto de vt/a■ Esta figura anticipa la respuesta y puede 
utilizaise para comprobarta. 

SOLUClON II 

Anfilisis escalar. Las componentes desconocidas de v T / A tambidn 
pueden determinarse con un anglisis escalar. Supondremos que estas 
componentes acttian en las direcciones xy y positivas. Por tanto, 


vt = v A + V T /A 


60 mi/h 


45 mi/h" 

_l_ 

(Vt/a)x 

_l_ 

(®r/4)y 




1 

-* 

T 

L t 'J 


Si descomponemos cada vector en sus componentes xy y obtenemos 
(^) 60 = 45 cos 45° + {tV/a)i + 0 

( + T) 0 = 45sen45°+ 0 + (wr M ) y 

Al resolver, obtenemos los result ados previos, 

(6r/a)j = 28.2 mi/h = 28.2 mi/h —► 

( Vr/A)y = -31-8 mi/h = 31.8 mi/h i 



282 mi/h 



(b) 



Fig. 12-43 
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EJEMPLO 12.26 



El avidn A en la figura 12-44a vuela a lo largo de una Ifnea recta, 
mientras que el avidn B to hace a to largo de una trayectoria circular 
que tiene un radio de curvatura p B = 400 km. Determine la veloci- 
dad y aceleracidn de B medidas por el piloto de A. 

SOLUClCN 

Velocidad. El origen de los ejes x y y esdn en un punto fijo arbi- 
rario. Como $e tiene que determinar el movimiento con respecto al 
piano A,el marco de referenda trasladante x', y' se fija en 61, figura 
12-44 «l AI aplicar la ecuacidn de velocidad relativa en forma escalar 
ya que los vectores de la velocidad de ambos aviones son paralelos 
at el instante mostrado, tenemos 




v A = 700 km/h 


v B = 600 km/h 


(b) 


(+T) V B = V A + V B f A 

600 km/h = 700 km/h + v B / A 

V B / A = -100 km/h = 100 km/h 1 Resp. 

La adicidn vectorial se muestra en la figura 12-446. 

Aeeleracion. El avi6n B tiene componentes tanto tangenciales 
como normales de aceleracidn puesto que vuela a lo largo de una 
trayectoria curva. De acuerdo con la ecuacidn 12-20, la magnitud 
del componente normal es 



(600 km/h) 2 
400 km 


= 900 km/h 2 


Al aplicar la ecuacidn de aceletacidn relativa se obtiene 

= a A + *b/a 
9001 - 100J = 50j + a B/A 


Por tanto, 

a B/A = {900i - 150j} km/h 2 

De acueido con la figura 12-44c, la magnitud y direccidn de a fl; - A son 
por oonsiguiente 

a B j A = 912 km/h 2 9 = tan“'^| = 9.46° Resp. 


9(10 km/h 1 



NOTA: la solucidn de este problema fue posible gracias al uso de 
un marco de referenda trasladante, puesto que el piloto del avidn A 
se est6 “trasladando”. La observacidn del movimiento del avian 
A con respecto al piloto del avidn B , sin embargo, se obtiene por 
medio de un sistema de ejes rotatorio fijo en el avidn B. (Esto supo- 
ne, desde luego, que el piloto de B est6 fijo en el marco rotatorio, 
as! que no tiene que mover sus ojos para seguir el movimiento de 
A.) Este caso se analiza en el ejempfo 16.21. 
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EJEMPLO 12.27 


En el instante que se muestra en la figura 12-45e, los autombviles 
Ay B viajan con nna rapidez de 18 m/s y 12 m/s, respectivamente. 
Asimismo, en este instante, A experimenta una desaceleracidn de 
2 m/s? y B tiene una aceleraciOn de 3 m/s 2 . Determine fa velocidad 
y aceleradOn de B con respecto a A. 

soluciGn 

Velocidad. Los ejes x,y fijos se establecen en un punto arbitrario 
en el suefo, y los ejes x', y' trasladames se fijan at carro A, figura 
12-45a. £Por quO? La velocidad relativa se determina con v B = \ A + 
v s/A . ^Cudles son las dos incognitas? Si utilizamos un an&fisis vecto¬ 
rial cartesiano, tenemos 

vs = v A + v B/A 

—12j = (-18 COS 60°i - 18 sen 60°j) + v B/A 
VB/'A = {91 + 3.588j} m/s 



(a) 


Por tanto, 

V B/A = \/ (9) 2 + (3.588) 2 = 9.69 m/s Resp. 

Observemos que v B/A tiene componentes +iy +j, figura 12-456, su 
direction es 


land = 


{Vbia)x 


3.588 

9 


B = 21.7° Resp. 

AceleradOn. El automOvil B tiene componentes tanto tangen- 
ciales como normaies de aceleradOn. /.Por quO? La magnitud de la 
componente normal es 



(12 m/s) 2 
100 m 


1.440 m/s 2 



A1 aplicar la ecuaciOn de la aceleradOn relativa se obtiene 

a 6 = + a B/A 

(—1.440i - 3j) = (2 cos 60°i + 2 sen 60° j) + b b/a 
*b/a = {-2.4401 - 4.732j} m/s 2 

Aquf Bb/a tiene componentes —i y —j. Por tanto, con la figura 
12-45c, 

a BjA = V(2.440 ) 2 + (4.732 ) 2 = 5.32 m/s 2 Resp. 

( a B / A )y 4.732 
^ {«bia)x 2.440 

<}> = 62 . 7 ° 7 ^ Resp. 


2.440 m/s 1 



(c) 


NOTA: ^es posible obtener la aceleraciOn relativa b a/b con este Fig. 12-45 

mOtodo? Vea el comentario al final del ejempfo 12.26. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FL2-39* Determine la rapidez del bloque D si el extreme 
A de la cuerda se jala hacia abajo con una rapidez de v A = 
3 m/s. 



F1239 

F12-40. Determine la rapidez del bloque A si el extreme 
B de la cuerda se jala hacia abajo con una rapidez de 6 m/s. 



F12-40 


F124L Determine la rapidez del bloque A si el extreme B 
tfe la cuerda se jala hacia abajo con una rapidez de 1 5 m/s. 



F12-42. Determine la rapidez del bloque A si el extremo Fde 
La cuerda se jala hacia abajo con una rapidez de v F = 3 m/s. 



F12-43* Determine la rapidez del carro A si el punto P 
en el cable tiene una rapidez de 4 m/s cuando el motor M 
enrolla el cable. 



FI2-44. Determine la rapidez del cilindro B si el cilindro 
A desciende con una rapidez de v A = 4 pies/s. 



FM41 


F12-44 
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F12-45. El automdvil A viaja a una rapidez constante de 
80 km/h al norte, mientras que el automdvil B viaja a una 
tapidez constante de 100 km/h al este. Determine la velo- 
ddad del automdvil Bean respecto al automdvil A. 


F12-47. Los botes Ay B navegan con una rapidez cons¬ 
tante de v A = 15 m/sy v B = 10 m/srespectivamente cuan- 
do salen del muelle en O al mismo tiempo. Determine la 
distancia entre amboscuando t = 4 s. 


12 



F12-47 


F12-45 


F12-46* Dos aviones A y B vuelan a las velocidades cons- 
tantes mostradas. Determine la magnitud y direccidn de la 
velocidad del avidn B con respecto al avidn A. 


F12-4& En el instante que se presenta, los automdviles 
Ay B viajan a la rapidez mostrada. Si B est£ acelerando 
a 1200 km/h 2 mien tras que A man dene una rapidez cons¬ 
tante, determine la velocidad y aceleracidn de A con res¬ 
pecto a B. 



m-46 


FL2-48 
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PROBLEMAS 


12-195* A1 carro de miners C lo jalan hacia arriba del 
piano inclinado el motor M y la combinacidn de cuerda 
y polea que se muestra. Determine la rapidez v P a la cual 
el punto P en el cable debe moverse hacia el motor para 
que el carro suba por el piano a una rapidez constante 
v = 2 m/s. 



Prok 12-195 


*12-196* Determine el de&plazamiento del tronco si el 
camidn en C jala el cable 4 pies a la derecha. 


12-198* Si el extremo A de la cuerda desciende a una 
rapidez de 5 m/s, determine la rapidez del cilindro B. 



12-199* Determine la rapidez del elevador si cada motor 
enrolla el cable a una rapidez constante de 5 m/s. 



Prok 12-196 

*12-197* Si el cilindro hidr£ulico H jala hacia dentro 
la barra BC a 2 pies/s, determine la rapidez de la corre- 
dera A. 




Prok 12-197 


Prok 12-199 
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*12-200* Determine la rapidez del cilindro .4, si la cuer- 12-205- Determine la rapidez de B si A desciende con 

da se enrolla hacia el motor M a una razdn constante de una rapidez de v A = 4 m/sen el instante mostrado. 

10 m/s. 

*12-201* Si la cuerda se jala hacia el motor M a una rapi¬ 
dez de = (5f 3 ^) m/s, donde t est£ en segundos, determi¬ 
ne la rapidez del cilindro A cuando t = Is. 




12-202* Si el extremo del cable en A se jala hacia abajo 

con una rapidez de 2 m/s, determine la rapidez a la cual se *12-204. La griia se utiliza para izar La carga. Si los moto- 
eleva el bloque B. res en a y B jalan el cable a una rapidez de 2 pies/s y 

4 pies/s, respectivamente, determine la rapidez de la carga. 



12 


Proh* 12-202 


P*ob* 12-204 












































96 


Cap [tu lo 1 2 C i nemAtica de una PARifcu la 


*12-205* El cable en B se jala hacia abajo a 4 pies/s y la *12-208* Si el extreme del cable en A se jala hacia abajo 

rapidez se reduce a 2 pies/s 2 . Determine la velocidad y con una rapidez de 2 m/s, determine la rapideza la cual se 

aceleracidn del bloque A en este instante. eleva el bloque E. 



A 

Proh, 12-205 



Proh. 12-208 


12-206* Si el bloque A desciende con una rapidez de 
4 pies/s mientras C sube a 2 pies/s, determine la rapidez 
del bloque B. 

12-207* Si el bloque A baja a 6 pies/s mien tras que el blo¬ 
que Cbaja a 18 pies/s> determine la rapidez del bloque B . 



*12-209* Si los mo tores A y B bran de los cables con una 
aceleracidn de a = (0.2/) m/s 2 , donde / esd en segundos, 
determine la rapidez del bloque cuando alcanza una altura 
h = 4 m, partiendo delreposo en h = 0. Incluso, ^cu^nto 
tiempo le lleva alcanzar esta altura? 



Prubs* 12-206/207 


Prub. 12-209 
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12-210* El motor en C jala el cable con una aceleracidn 
constante a c = (3 1 1 ) m/s 2 , donde t esU en segundos. El 
motor en D jala su cable a a D = 5 m/s 2 . Si ambos moto- 
tes arrancan al mismo tiempo del reposo cuando d ^ 3 m, 
determine (a) el tiempo requerido para d = 0 y (b) las 
velocidades de los bloques A y B cuando esto ocurre. 



12-211* El movimiento del collar en A lo oontrola on 
motor en B , de modo que cuando el collar est£ en $ A = 
3 pies sube a 2 pies/s y su velocidad se reduce a 1 pie/s 2 . 
Determine la velocidad y aceleracitin de un pun to en el 
cable a medida que se jala hacia el motor B en este ins- 
tante. 


*12-212* El hombre jala la cuerda para subir al mucha- 
cho hasta la rama del 3rbol C retrocediendo a una rapi¬ 
dezconstante de 1,5 m/s. Determine la rapidez a la cual el 
muchacbo sube en el instante x A = 4 m. Ignore el tamafio 
de la rama. Cuando x A = 0, y B = 8 m, de modo que Ay B 
coincidan; es decir, la cuerda es de 16 m de largo. 


12 


*12-213* El hombre jala la cuerda al retroceder para 
subir al muchacho hasta la rama del flrbol C. Si comienza a 
retroceder del reposo cuando x A = 0 con una aceleraridn 
constante a A = 0.2 m/s 2 , determine la rapidez del mucha¬ 
cho en el instante = 4 m. Ignore el tamafio de la rama. 
Cuando x A = (\,y B = 8 m, de modo que Ay B coincidan, es 
decir, La cuerda es de 16 m de largo. 



x A - 

Probs* 12-212/213 



12-214* Si el camidn viaja a una rapidez constante de 
v T = 6 pies/s, determine la rapidez del embalaje a cual- 
quier Angulo a de la cuerda. La cuerda es de 100 pies de 
largo y pasa sobre una polea de tamafio insignificante en 
A. Sugerencia: relacione las coordenadas x T y x c con La 
bngitud de la cuerda y evaltie la derivada con respecto al 
tiempo. Luego sustituya la relacidn trigonom£trica entre 
x c ys. 



Prok 12-211 


Prob* 12-214 
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12-215* En el instante que se muestra, el automdvil A 
viaja a lo largo de una parte recta de la carretera a una 
rapidez de 25 m/s. En este mismo instante el automdvil 
B viaja a lo largo de la parte circular de la carretera a una 
velocidad de 15 m/s, Determine la velocidad del automd- 
vil ffcon respecto al automdvil A. 



Prok 12-215 


*12-216* H automdvil A viaja por una carretera recta 
a una rapidez de 25 m/s mientras acelera a 1.5 m/s 2 . En 
este mismo instante el automdvil C viaja por una carretera 
tecta a una rapidez de 30 m/smientrasdesacelera a 3 m/s 2 . 
Determine la velocidad y aceleracidn del automdvil A con 
tespecto al automdvil C. 

*12-217* El automdvil B viaja por una carretera curva 
con una rapidez de 15 m/s mientras desacelera a 2 m/s 2 . 
En este mismo instante el automdvil C viaja por la carre- 
lera recta con una rapidez de 30 m/s mientras desacelera 
su rapidez a 3 m/s 2 . Determine la velocidad y aceleracidn 
del automdvil if con respecto al automdvil C. 


12-218. El barco navega a una rapidez constant© de v s = 
20 m/s y el viento sopla a una rapidez de v^ = 10 m/s, 
como se muestra. Determine la magnitud y direccidn de la 
componente horizontal de la velocidad del humo que sale 
de la chimenea, contemplado por un pasajero en el barco. 



fVofa, 12-218 

12-219. El automdvil viaja a una rapidez constante de 
100 km/h. Si la lluvia cae a 6 m/s en la direccidn mostrada, 
determine La velocidad de la lluvia vista por el conductor. 



Prok 12-219 


*12-220. El hombre puede remar en bote en aguas tran- 
quilas con una rapidez de 5 m/s. Si el rfo fluye a 2 m/s, 
determine la rapidez del bote y el Angulo Q al que debe 
dirigir el bote de modo que vaya de A a B . 



Prnbs. 12-216/217 
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*12-221* En el instante mostrado, los ay to mdvilest y B 
viajan a una rapidez de 30 mi/h y 20 mi/h, respectiva me fi¬ 
le. Si B incrementa su rapidez a 1200 mi/h 2 , mien eras que 
A mantiene una velocidad constante, determine la veloci- 
dad y aceleracidn de B con respecto a ^4. 

12-222* En el instante mostrado, los automdviles A y B 
viajan a una rapidez de 30 mi/h y 20 mi/h, respectiva men- 
te. Si A incrementa su rapidez a 400 mi/h 2 , mientras que la 
rapidez de B se reduce a 800 mi/h 2 , determine la velocidad 
y aceleracidn de if con respecto a A. 


Vg - 20 mi/h 
Va = 30 mi/h 


bH, 

\w4 3mi 


Prohs. 12-221/222 


12-223* Dos botes parten de la playa al mismo tiempo y 
navegan en las direcciones que se muestran. Si va = 20 
pies/s y v B = IS pies/s, determine la velocidad del bote A 
con respecto albote B. ^Cu^nto tiempo despu^sde dejar la 
playa los botes estarin a 800 pies uno de otro? 


*12-224* En el instante mostrado, los automdviles Ay B 
viajan a una rapidez de 70 mi/h y 50 mi/h, respectivamen- 
le. Si B ino*ementa su rapidez a 1100 mi/h 2 , mientras que 
A mantiene una rapidez constante, determine la velocidad 
y aceleracidn de B con respecto a A. El automdvil B se 
desplaza a lo largo de una curva que tiene un radio de cur¬ 
vature de 0.7 mi. 

•12-225* En el instante mostrado, los automdviles A y B 
viajan a una rapidez de 70 mi/h y 50 mi/h, respectivamen- 
te. Si B reduce su rapidez a 1400 mi/h 2 , mientras que A 
incrementa su rapidez a 800 mi/h 2 , determine la acelera¬ 
cidn de B con respecto a A. El automdvil B se desplaza a 
b largo de una curva de un radio de curvatura de 0.7 mi. 



Probs* 12-224/225 

12-226* Un portaaviones navega con una velocidad de 
50 km/h. En el instante mostrado, el avidn en A acaba 
de despegar y ha alcanzado una rapidez horizontal del 
aire de 200 km/h, medida en aguas tranquilas. Si el avidn 
en B se desplaza a lo largo de la pista a 175 km/h en la 
direccidn mostrada, determine la velocidad de A con res¬ 
pecto a B. 




Ftob* 12-226 

12-227* Un automdvil viaja al norte por una carretera 
tecta a 50 km/h. Un instrument en el automdvil indica 
que el viento se dirige al este. Si la rapidez del automdvil 
es de 80 km/h, el imtrumento indica que el viento se dirige 
al noreste. Determine la velocidad y direccidn del viento. 


Prohu 12-223 
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12 


*12-228* En el instance mostrado el automtivil A viaja 
con una veloddad de 30 m/s y una aceleracidn de 2 m/s 2 
por la carretera. En el mis mo instance B circula por la 
curva de intercambio en forma de trompeta con una rapi¬ 
dez de 15 m/s, la cual se reduce a 0.8 m/s 2 . Determine la 
veloddad y aceleracidn relativas de B con respeeto a A en 
este instante. 


12-230* Un hombre camina a 5 km/h en la direccidn de 
un viento de 20 km/h. Si las go las de lluvia caen vertical- 
men te a 7 km/h en aire tranquilo^ determine la direccidn 
en la cual las gotas parecen caer con respeeto al hombre. 
Suponga que la rapidez horizontal de las gotas de lluvia es 
igual a la del viento. 



* 12-229* Dos ciclistas A y B se desplazan a la misma rapi¬ 
dez constante v. Determine la velocidad de A con respeeto 
a B si A se desplaza a lo largo de la pista circular, mien tras 
que B lo hace a lo largo del diametro del ctrculo. 


v w = 20 km/h 



Pjfub, 12-230 


12-231* Un hombre puede remar un bote a 5 m/sen aguas 
tranquilas. Desea cruzar un rid de 50 m de ancho hasta el 
punto B , situado a 50 m corriente abajo. Si el rio fluye con 
una velocidad de 2 m/s, determine la rapidez del bote y el 
tiempo requerido para cruzarlo. 



Prok 12-229 


Proh* 12-231 
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PROBLENIAS CONCEPTUALES 


P12-L Si mide el tiempo que le lleva al elevador de cons- 
triiccidn para ir de A a B , luego de B a C y luego de C a D, 
y tambi£n conoce la distancia entre cada uno de los pun- 
tos, ycdmo podria determinar la veloddad y aceleracidn 
promedio del elevador al ascender de A a Z>? Use valores 
num£ricos para explicar cdmo se puede hacer esto. 



P12-1 


P12-2. Si el rociador en A esli a 1 m del suelo, ponga a 
escala las medidas necesarias tomadas en la foto para deter- 
minar La velocidad aproximada del chorro de agua cuando 
sale de la boquilla del rociador. 



P12*3* Se la nz 6 el baldn de basque tbol a un Angulo medi- 
do entre la horizontal y los brazos extendidos del hombre. 
Si la canasta esti a 10 pies del suelo, haga las mediciones 
apropiadas en 1a foto y determine si el baldn localizado 
cotno se muestra entrarl a la canasta. 



P12-3 


P12-4* La pile to le dice la envergadura de su avidn y su 
rapidez de aire constante. ^C6mo podrfa determinar la 
aceleracidn del avidn en el momento mostrado? Use valo- 
res num^ricos y tome las mediciones necesarias a partir de 
la fotograffa. 




P12-2 


P12-4 
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RE PASO D EL CAPfTULO 


Cinemitka reel ilinca 

La cinema tica rectilfnea se re fie re al 
movimiento a lo largo de una l£nea 
recta. Una coordenada de posicidn s 
especifica la ubicacidn de la panic u- 
La en la Ifnea y el desplazamiento As 
es el cambio de su posicidn. 


La velocidad promedio es una can- 
tidad vectorial, definida como el des¬ 
plazamiento dividido entre el inter¬ 
val. 


La rapidez promedio es im escalar y 
esla distancia total recorrida, dividi- 
da entre el tiempo delrecorrido. 


El tiempo, la posicidn, la velocidad y 
la aceleracidn estin relacionados por 
tres ecuaciones diferenciales. 


Si se sabe que la aceleracidn es 
constante, entonees se pueden inte- 
grar las ecuaciones diferenciales que 
relacionan el tiempo, la posicidn, la 
velocidad y la aceleracidn. 




-As 

At 


(*W) prom 


a - 


dv 

dt* 


V = 


ds 

dt: 


a d$ = V dv 


V = 


+ 


s = Jo + vtf + 
v 1 = 4 - lajjs ~ 


O 


As 


o 


f- As 


Sj 


Soluciones graficas 

Si el movimiento es err£tico, entonees 
puede ser descrito por una gr^fica. Si 
se presenta una de estas gnTtcas, en 
ese caso las otras pueden establecerse 
media nte las relaciones diferenciales 
entre d, v, sy t. 


dv 
dt' 
ds 
dt’ 

ads =■ vdv 


v = 
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Movimiento eurvilineo^ x 9 jf, z 


El movimiento curvilineo a lo largo 
de una trayactoria puede descompo- 
nerse an movimiento rectiliheo a lo 
largo da los ejes *, y y z. Sa utilize la 
ecuacidn de la trayectoria para rala- 
cionar al movimianto a lo largo de 
cada aja. 


v x = x a x = i) x 

V y = y <*y = Vy 

v z = z a z = v z 


Mavimiento de un proyeclil 


z 


y 



El movimiento de vuelo libra de 
un proyactil sigue una trayactoria 
parabdlica. Tiana una veloeidad 
Constanta an la direccidn horizontal 
y una aceleracidn hacia abajo Cons¬ 
tanta da g = 9.81 m/s 2 o 32,2 pies/s 2 
en la direccidn vertical. Dos de cual- 
quiera de las tres ecuaciones de ace¬ 
leracidn constanta aplican en la direc- 
cidn vertical, paro an la direccidn 
horizontal sdlo aplica una ecuacidn. 


(+t) ^ = (^ + -1,/ 

( + t) y = ya + (nV + 50/ 

( + t) = (^i)y + 2a c (y - y a ) 

( iV ) X = Xq+ (%)^ 
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Movinuenta cimiltneo #i, t 



Sise utilizanejes normal y tangential 
para el an^lisis, entonces v siempre 
est4 en la direction tpositiva. 



La aceleratiOn tiene dos componen¬ 
ts. El component tangential, a„ es 
responsable del cambio de magni- 
tud de la velotidad; una reduction 
de la velotidad ocurre en la direc¬ 
tion t negativa, y un incremento de 
velocidad en la direction t positiva. 

El componente normal msponde 
por el cambio en la direction de la 
velocidad. Estacomponente siempre 
actda en la direction n positiva. 

a t = v o a/ts = vdv 

_v 2 

P 

O r 

a. # 

V ^ 

Mmimiento curAea r + 0 



Si la trayectoria del movimiento se 
expresa en coordenadas polar es, 
entonces las componentes de veloci¬ 
dad y aceleraciOn pueden relacionar- 
se con las derivadas con respecto al 
tiempo de ry 8. 

V r = r 

V 0 = r& 

\ V 

1 / 

Para aplicar las derivadas con respec¬ 
to al tiempo, es neoesario determinar 
r, f, 0, 8 en el instante considera- 
do. Si se da la trayectoria r = /(0), 
entonces se debe utilizar la regia de 
la cadena del dUculo para obtener 
Las derivadas con respecto al tiempo. 
(Vea elapOndice C). 

& r = r — r8 2 
a# = rd + 2r0 

p 

o 

Velotidad 

Una vez que se sustituyen los datos 
en las ecuaciones, el signo algebrai- 
oo de los resultados indicar^ la direc¬ 
tion de los componen tes de v o a a lo 
largo de cada eje. 


n\ 

71 

ft, 

r 



O 



Aceleracidn 
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Movimiento dependiente absolute 
de dos particular 


El movimiento dependiente de blo- 
ques que est£n suspendidos de poleas 
y cables puede relacionarse por la 
geometria del sistema. Para esto se 
establecen primero coordenadas de 
posicidn medidas de un origen fijo 
a cada bloque. La direction de cada 
coordenada debe ser a lo largo de la 
Ifnea del movimiento de un bloque. 

Entonces, por medio de geometria 
y/o trigonometrfa, las coordenadas 
se relacionan con la longitud del 
cable para formular una ecuacidn de 
coordenadas de posicidn. 


2$ b + h + $ A = l 


La primera derivada con respecto al 
tiempo de esta ecuacidn proporciona 
una relacidn entre las velocidades de 
las bloques y una segunda derivada 
con respecto al tiempo da la relacidn 
entre sus aceleraciones. 


2 v B = -v A 

2 = ~&A 



Anjilbk del movimiento relativo por 
medio de ejes truslad antes 


Si dos partfculas A y B experimen- 
tan movimientos independientes, 
entonces estos movimientos pueden 
telacionarse con su movimiento rela¬ 
tivo por medio de un sistema de ejes 
traskdarttes fijo a una de las partfcu¬ 
las (A). 

En el caso de movimiento piano, 
cada ecuacidn vectorial produce 
dos ecuaciones escalares, una en la 
direction x y la otra en la direccidn 
y. Para la solucidn, los vectores pue¬ 
den expresarse en forma cartesiana, 
o bien, los componentes escalares x y 
y pueden escribirse directamente. 




% 


= *A + *BfA 

= *4 + Vb/A 
- A + &BJA 































El diseno de las bandas transportadoras da una planta embotelladora 
requiere el conocimiento de las fuerzas que actuan en ellas y la capacidad 
de predecir el movimiento de las botellas que transportan. 











Cinetica de 
una particular 
fuerza y aceleracion 

OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Formular la segunda ley del movimiento de Newton y definir 
masa y peso. 

* Analizar el movimiento aeelerado de una partieula por medio de la 
eeuaci6n de movimiento con diferentes sistemas de coordenadas. 

* Investigar el movimiento de fuerza central y aplicarlo a problemas 
de meoSnica espacial. 



1 3.1 Segunda ley del movimiento 
de Newton 

La dnitica es una rama de la din&mica que se ocupa de la re I acton entre 
et camhio de movimiento de un cuerpo y las fuerzas que to provocan. 
La base de la cindbca es la segunda ley de Newton, ta cuai estabtece 
que cuando una juerza desbalanceada actsia en una partieula, dsta se 
acelerard en la direccidn de la fuerza con una magnitud que es propor¬ 
tional a dsta. 

Esta ley puede verificarse expert mentalmente at apficar una fuerza F 
desbalanceada a una partieula y luego medir la aceieracidn a. Como la 
fuerza y la aceleracidn son directamente proportionates, la oonstante de 
proporcionaftdad, m, se determine a partir de ta relacidn m = F/a. Este 
escalar positivo m se conooe como masa de la partieula. A1 permanecer 
constante durante cualquier aceleracidn, m mide cuantitadvamente 
la resistencia de la partieula a cualquier cambio de su velocidad, es 
decir de su inercia. 
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Cap[tulo13 CinilTica de una particular RJERZA Y ACELERAClON 


Si Ea masa de Ea partfcula es m, Ea segunda ley del movimiento de 
Newton se escribe on forma mate mi tic a como 


13 


F = ma 

La ecuacidn anterior, conocida como la ecuacidn de movimiento, una 
de las formulas mis import ante en Ea mecinica.* Como previamente 
se enuncid, su vaEidez se basa sdlo en evidencia experimental. En 1905, 
sin embargo, Albert Einstein desarrolld la teoria de la relatividad e 
impuso limitaciones en el uso de la segunda ley de Newton para descri¬ 
be el movimiento general de una partfcula. Mediante experimentos se 
comprobd que el tiempo no es una cantidad absoluta como lo supuso 
Newton; y por consiguiente, la ecuacidn de movimiento no predice el 
comportamiento exacto de una partfcula, sobre todo cuando su veloci- 
dad se aproxima a la velocidad de la luz (0.3 Gm/s). Los desarrollos de 
la teoria de la mecinica cu&ntica por parte de Erwin SchrOdinger y otros 
indican ademfis que las conclusiones derivadas del uso de esta ecuacidn 
tambidn carecen de vafidez cuando las partfculas son del tamafto de un 
Stomo y se mueven muy cerca entre sf. En su mayoria, sin embargo, 
estos requerimientos en relacidn con Ea rapidez y el tamaflo de una 
partfcula no se presentan en problemas de ingenierfa, por lo que sus 
efectos no se considerarin en este libro. 

Ley de la atraccion gravitatoria de Newton. Poco tiem¬ 
po despuds de formular sus ties leyes del movimiento, Newton postu- 
16 una ley que rige la atracddn mutua entre dos partfculas. En forma 
matemitica esta ley se expresa como 



(13-1) 


donde 

F - fuerza de atraccidn entre las dos partfculas 

G = constante de gravitacidn universal; de acuerdo con 
pruebas experimentales G = 66.73(10 _1J )m a /(kg ■ s 2 ) 

mi, m 2 = masa de cada una de las dos partfculas 

r = distancia entre los centres de las dos partfculas 


*Como m esconstanie, tambi£n podemosescribir F = d{mv)fdt ,donde wves la cantidad 
de movimiento lineal de la partfcula. En este caso la fueiza desbalanceada que actda en la 
partfcula es p roportional al cambio con respecto a I tiempo de la cantidad de movimiento 
Ineal de la partfcula. 
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En el caso de una partfcula locafizada en o cerca de la superficie 
terrestre, la unica fuerza gravitatoria de magnitud considerable es la que 
existe emre la Tierra y fa partfcula. Esta fuerza $e denomina “peso” y f 
para nuestro prop6srto, seri la tinica fuerza gravitatoria considerada. 

A partir de la ecuacidn 13-1, podemos desarrollar una expresidn 
general para determinar el peso W de una partfcula de masa mi = m. 
Sea m 2 = M e la masa de fa Tierra y r la distancia entre el centro de la 
Tierra y la partfcula. Entonces,si g = GMJp-, tenemos 


IV = mg 


Por comparaciOn con F = ma, denomina mos g como la aceteracidn de 
la gravedad. En la mayoria de los c4 leu los de ingenieria ges un punto 
sobre la superficie terrestre al nivet del mar y a una latitud de 45°, el 
cual se considera como el “lugar est£ndar”. Aquf se utilizarSn los valo- 
res g = 9.81 m/s 2 = 32.2 pies/s 2 en los c^lculos. 


En el sistema SI la masa de un cuerpo se especifica en kilogramos y el 
peso se calcula con la ecuacidn anterior, figura 13-1«. Por tamo. 


W = mg (N) (g = 9.81 m/s 2 ) 


(13-2) 


Por consiguiente, un cuerpo de 1 kg de masa pesa 9.81 N; un cueipo de 
2 kg pesa 19.62 N; y asf sucesivamente. 



En el sistema FPS (pies-libras-segundo) el peso de un cuerpo se 
especifica en libras. La masa se mide en slugs, un t6rmino derrvado de 
“sluggish” (tardo, perezoso) el cual se refiere a la inerria del cuerpo. 
Se calcula, figura 13-16, con 


fa) 


m = 


jr (slug) 



(13-3) 


Por consiguiente, un cuerpo que pesa 32.2 lb tiene una masa de 1 slug; 
un cuerpo que pesa 64.4 lb tiene una masa de 2 slugs, y asf sucesiva¬ 
mente. 



a = g (pies/s 1 ) 


Sistema FPS 

(b> 

Fig. 13-1 
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13.2 Ecuacion de movimiento 



fa) 


Cuando mgs de una fuerza actuan eti una partfcula, ia fuerza resultante 
se determine por medio de una suma vectorial de todas las fuerzas; es 
decir, F* = 2F. En este caso general, la ecu acid n de movimiento se 
escribe como 


SF = ma 


(13-4) 




F r = 


ma 



Diagrama de 


Diagrama 

cuerpo libre 


dn£tico 


Fig. 13-2 


Para ilustrar la aplicaddn de esta ecuacibn, considere la partfcula 
mostrada en la figure 13-2«, con masa m y sometida a la aeddn de dos 
ftierzas Fi y F 2 . Grdficamente podemos tener en cuenta la magnitud y 
direeddn de cada una de las fuerzas que actuan en la parti'cufa si traza- 
mos el diagrama de cuerpo tibre de ia partfcula, figura 13-26. Como la 
resultante deestas fuerzas produce el vector ma, su magnitud y direecidn 
se representan graficamente en el diagrama cinetico, que se muestra en 
ia figura 13-2c.* El signo igual escrito entre los diagramas simboliza ia 
equivalence grdfica entre el diagrama de cuerpo fibre y el diagrama 
dn6tico.es decir, 2F = ma.t En particular, observe que si F* = 2F = 0, 
entonces la aceleracidn tambidn es cero, de modo que la partfcula bien 
puede permanecer en reposoo moverse a k> iaigo de una trayectoria de 
Inea recta a velocidad constante. Tales son las condiciones de equilibria 
estdtico, ta primera ley del movimiento de Newton. 


y 


a 


j/' 


Trayectoria de 
la partfcula 


® Marco de referenda i nerd a I 


Fig. 13-3 


Marco da referenda inertial. Cuando se aplica la ecuacidn 
de movimiento, es important® que la aceleracidn de la parti'cufa se 
mida con respecto a un marco de referenda que este fijo o se trasla¬ 
de a una velocidad constante. De este modo, el observador no experi¬ 
mental aceleracidn y las medidones de la aceleracidn de la partfcula 
scran las mismas con cualquier referenda de este tipo. Tal marco de 
referencia comdnmente se conoce como marco de referenda inercial O 
Newtoniano, figura 13-3. 

Cuando se estudian los movimientos de cohetes y satdfites, sejustifica 
considerar el marco de referencia inercial como fijo en las estrettas, 
mientras que los problemas de din&mica que implican movimientos 
en o cerca de la superficie terrestre pueden resolverse con un marco 
inercial que se supone fijo en la Tierra. Aun cuando la Tierra gira tanto 
sobre su propio eje como afrededor del Sol, las aceleradones creadas 
por estas rotadones son relativamente pequeflas y porlo tanto se pue¬ 
den omitir en la mayorfa de las aplicaciones. 


*Recuerdc que el diagrama de cuerpo libre considera que ia partfcula libie de sus 
apoyos circundantes y muestra todas las fuerzas que actuan en eUa. El diagrama cinltico 
se refiere al movimiento de la partfcula provocado por las fuerzas. 

fLa ecuacidn de movimiento tambfen puede reescribirse en la forma 2 F - ma = 0, El 
vector -ma se refiere al vector de to fuerza de inertia . Si se le trata de la misma forma 
qte a un “vector de fuerza”, emonces el estado de “equilibrio” creado se conoce como 
equilibria dindmico. Este nfetodo de aplicacidn a menudo se conoce como printipio de 
D'Alembert nombrado en honor del matemitico francos Jean Je Rond d'Alembert. 
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Todos as tamos familiarizados con la rara sens add n cuando nos sen tamos en un automdvil so me lido a una ace le radon hacia 
delante. A menudo pensamos que esto as provotado por una “fuerza” que actda en nosotros y qua tiende a empujarnos 
hada atrAsen alasianto; sin embargo, no as asi. Esta sensacidn ocurre debido a nuestra inercia o a la resistencia de nuestra 
masa al cambio de veloridad. 

Consideremos al pasajero sujato al asiento de un trineo de cobeta. Si al trineo estA an raposo o en movitniento a una 
velocidad constante, no sa ajerce ninguna fuerza sobre su espalda, como sa muestra en el diagrams de cuerpo libra. 



Cuando el empuje dal motor de un cobate acelera al trineo, el asiento en al cual estA sentado el pasajero ajarca una fuerza 
F sobre Al y lo empuja hacia delante junto con al trineo. Observe an la fotografia, qua la inercia de su cabeza rasista esta 
cambio an al movitniento (aceleracidn), y por tanto dsta se mueve hacia atrAs contra al asiento, y su cara, la cual no as rigida, 
tiende a distorsionarse hacia atrAs. 




Aceleracidn 


Al desacelerarsa la fuerza dal cinturdn del asiento F tiende a tirar da su cuerpo para datenerlo, pero su cabeza pierde el 
contacto con al respaldo del asiento y su cara sa distorsiona hacia delante, da nuevo debido a su inercia o tandencia a con- 
tinuar an movimiento hacia delante. Ninguna fuerza tira de Al hacia delante, aunque Asta sea la sansacidn que percibe. 
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13.3 Ecu a cion de movimiento de un 

sistema de particulas 

La ecuacidn del movimiento se ampliar4 ahora para incluir un sistema 
de partfcutas aislado dentro de una regidn cerrada del espacio,como se 
muestra en la figura 13-4?. En particular, no existe ninguna res trice ion 
en cuanto a ia forma en que las particulas est4n conectadas, por lo que 
d siguieme analisis se aplica igualmente bien at movimiento de un sis¬ 
tema h'quido,s6lido o gaseoso. 

En el instante considerado, la particula i-dsima, de masa m it se somete 
a un sistema de fuerzas internas y a una fuerza externa resultante. La 
juerza interna, representada simbblicamente como fj,es la resultante 
de todas las fuerzas que las dem4s particulas ejercen en la particula 
i-6sima. La Juerza externa resultante F, represents, por ejemplo, el efec- 
10 de las fuerzas gravitatoria, electric a, magnetics o de contacto entre 
la particula i-dsima y los cuerpos o particulas adyacentes no incluidas 
dentro del sistema. 

Los diagramas de cuerpo fibre y cindtico de la particula i-6sima se 
muestran en la figura 13-4&. AJ apKcar la ecu acid n de movimiento, 

EF = ma; = mpj 

Cuando se aplica la ecuacidn de movimiento a cada una de las dem4s 
particulas del sistema, se obtienen ecuaciones similares. Y, si todas es- 
tas ecuaciones se suman vectorialmente, obtenemos 

SF \ + Eft = 



Sistema de eoordenadas 
inercial 

(a) 


Diagrams de Diagrams 

cuerpo Mbre cin^tico 

(b) 


Fig. 13.4 
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La suma de las fuerzas internas, si se realiza, es igual a cero, ya que 
las fuerzas internas entre dos partfculas ocurren en pares colineales 
iguaies pero opuestos. En consecuencia, sdto prevalecera la suma de 
las fuerzas externas, y por eonsiguiente la ecuacidn de movimiento 
escrita para el sistema de partfculas es 

SF; = (13-5) 

Si to es un vector de posiddn que k)caliza el centro de masa G de 
las partfculas, figura 13-%,entonces por definiddn del centro de masa 
mta = 2m,r„ donde m = 2m* es la masa total de todas las partfculas. A1 
difeiendar esta ecuacidn dos veces con respecto al tiempo y suponer 
que ninguna masa entra a o safe del sistema, se obtiene 


mao - SwijB,- 


Si sustituimos este resultado en la ecuacidn 13-5, obtenemos 


2F = m» G 


(13-6) 


Por tanto, la suma de las fuerzas externas que actuan en el sistema de 
partfculas es igual a la masa total de las partfculas por la aceleraddn 
de su centro de masa G. Como en realidad todas las partfculas deben 
tener un tamafto finito para que posean masa, la ecuaddn 13-6 justifica 
la aplicacidn de la ecuacidn de movimiento a un cuerpo representado 
oomo una partfcula unica. 


Puntos importantes 


• La ecuacidn de movimiento est£ basada en pruebas experi- 
mentales y es vilida sdlo cuando se aplica dentro de un marco 
de referencia inercial. 

• La ecuacidn de movimiento establece que la jiierza desbalan- 
ceada aplicada a una partfcula la aeelera. 

• Un marco de referenda inercial no gira, sino que mds bien sus 
ejes o se trasladan a veloddad constante o estin en reposo. 

• La masa es una propiedad de la materia que propordona una 
medida cuantitativa de su resistencia a un cambio en la velo¬ 
ddad. Es una cantidad absolute y por tanto no cambia de un 
lugar a otro. 

• El peso es una fuerza provocada por la gravitaddn terrestre. 
No es absolute; m&s bien, depende de la attitud de la masa con 
respecto a la superficie terrestre. 
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13.4 Ecuaciones de movimiento: 
coordenadas rectangulares 

Cuando una particula se mueve con respecto a un marco de referenda 
inercial x, y, z, fas fuerzas que actuan en la particula, lo mis mo que su 
aceleracidn, pueden expresarse en funcidn de sus componentes i, j, k, 
figura 13-5. A1 aplicar la ecuacidn de movimiento, tenemos 





Fig. 13-5 


SF = ma; SFji + 2 F v j + 2,F.k = m(a x i + n v j + a z k) 


Para que esta ecuacidn se satisfaga, los componentes i, j, k respectivos 
del lado izquierdo deben ser iguales a los componentes correspondien- 
tes del lado derecho. Por consiguiente, podemos esenbir las ires ecua- 
ciones escalares siguientes: 


■y 


"2F X = ma x 
EFj, = ma y 
2F* = ma z 


(13-7) 


En particular, si la particula est£ limitada a moveise sdlo en el piano 
x-y ,entonces se utikzan las primeras dos de estas ecuaciones para espe- 
cificar el movimiento. 


Procedimiento para el analisis 


Las ecuaciones de movimiento se utilizan para resolver problemas 

que requiemn una relacidn entre las fuerzas que actuan en una 

particula y el movimiento acelerado que ocasionan. 

Diagrams do cuerpo libre. 

• Seleccione el sistema de coordenadas inercial. Por lo general se 
efigen coordenadas x,y, z para analizar problemas en los cuales 
la particula dene movimiento rectiUneo. 

• Una vez que se establecen las coordenadas, trace el diagrama 
de cuerpo libre de la particula. Trazar este diagrama es muy 
importante puesto que proporciona una represent acid n grafi- 
ca que incluye todas las fuerzas (2F) que actuan en la particu¬ 
la y por lo tanto es posible descomponer estas fuerzas en sus 
componentes x,y,z- 

• La direccidn y sentido de la aceleracidn a de la particula tam- 
bidn debe establecerse. Si se desconoce el sentido, por conve- 
niencia matemftica suponga que el sentido de cada compo- 
nente de aceleracidn aettia en la misma direccidn que su eje de 
coordenadas inercial positive. 

• La aceleracidn puede represent arse como el vector ma en el 
diagrama dndtico.* 

• Identifique las inedgnitas en el problema. 


*Es una convention en este texto utilizar siempre el diagrama cindtico como auxiliar 
grafko, cuando se desarroDan las comprobaciones y teoria. La aceleracidn de la particula 
o sus componentes se mostrar^n como vectoies de color azul cerca del diagrama de 
cuerpo lisre en los ejemplos. 



















13.4 Ecuaciones de movimiento: coordenadas rectangulares 


115 


Ecuaciones de movimiento. 

* Si las fuerzas pueden descomponerse directamente con el 
diagrama de cuerpo libre, aplique las ecuadones de movimien- 
to en su forma de componentes escalates. 

* S la geometria del problema parece complicada, to que a menu- 
do ocurre en (res dimensiones, puede utilizarse el anilisis vecto¬ 
rial cartesiano para la soluddn. 

* Friction. Si una partfcula en movimiento se pone en contacto 
con una superficie Sspera, puede ser necesario utilizar la ecua- 
don frictional, la cual relaciona las fuerzas de fricddn y nor- 
males F f y Nque actdan en la superficie de contacto mediante 
el coeficiente de friccidn cinetica, es decir, Ff= (xifrl. Recuerde 
que FfSiempre actua en el diagrama de cuerpo fibre opuesta al 
movimiento de la partfcula con respecto a la superficie con la 
que est£ en contacto. Si la partfcula se encuentra al horde del 
movimiento relativo, entonoes se utilizar^ el coeficiente de fric¬ 
ddn estdtica. 

* Resorte. Si la partfcula estfi conectada a un resorte eldsticode 
mas a insignificante, la fuerza F s del resorte puede relacionarse 
con $u deformadbn por medio de la ecuacibn F s = ks. Aquf k 
es la rigidez del resorte medida como una fuerza por unidad de 
longitud, y s es el alargamiento o compresidn definida como la 
diferencia entre la longitud deformada ly la longitud no defor- 
mada / () ,es decir, s = l -1 0 . 

Cinematics. 

* Si se tiene que determinar la velocidad o posicibn de la par¬ 
tfcula, se deben aplicar las ecuaciones cinemiticas necesarias 
una vez que se determine la aceleracidn de la partfcula con 
SF = mu. 

* Si la aceleration es una funcibn del tiempo, use a = dv/dt y 
v = ds/dt las cuales, cuando se integran, resultan la velocidad 
y posicibn de la partfcula, respectivamente. 

* Si la aceleracidn es una funcibn del desplazamiento, integre 
ads = vdv para obtener la velocidad en fundbn de la posidbn. 

* Si ta aceleracidn es constante, use tf = Do + ad, s = Jo + Hot 

+ = Vo + 2a c (s - so) para determinar la velocidad o 

posicibn de la partfcula. 

* Si el problema implica el movimiento dependiente de varias 
partfculas, use el mbtodo descrito en la seccibn 12.9 para rela- 
donar sus aceleraciones. En todos los casos, asegurese de que 
las direcdones de las coordenadas inerdales positivas sean las 
mismas que las que se utiKzaron para escribir las ecuaciones de 
movimiento; de lo contrario, la so lucid n simultinea de las ecua¬ 
dones condudri a errores. 

* Si la solucibn para un componente vectorial desconocido da 
un escalar negativo, eDo indica que el componente actua en la 
direcdbn opuesta a la supuesta. 
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Cap[tulo 13 CinilTica de una particular fuerza y aceleraciOn 


EJEMPLO 13.1 



P = 400 N 

•.30 a 


(a) 


490.5 N 



tb) 

Fig. 13-6 


El embalaje de 50 kg mostrade en la figura 13-6a descansa sobre una 
superfide horizontal cuyo coeficiente de fricddn dndtica es (x k = 0.3. 
Si el embalaje se somete a una fuerza de tracdbn de 400 N como se 
muestra, determine su veloddad en 3 s a partir del punto de reposo. 

soluciOn 

Si utilizamos las ecuadones de movimiento, podemos relacionar la 
aceleracidn del embalaje con la fuerza que ocasiona el movimien- 
to. La veloddad del embalaje se determina entonces por medio de 
dnemdtica. 

Diagrams da cuerpo libra. El peso del embalaje es W = mg = 
50 kg (9.81 m/s 5 ) = 490.5 N. Como se muestra en la figura 13-66, 
la magnitud de la fuerza de friccidn es F = n k N c y actfia hacia la 
izquierda, puesto que se opone al movimiento del embalaje. Se 
supone que la aceleracidn a actua horizontalmente, en la direc- 
ddn x positiva. Existen dos incognitas, o sea, N c y a. 

Ecuadones da movimiento. Con k>$ dates mostrados en el dia- 
g-ama de cuerpo fibre, tenemos 


= 


ma r 


+ T SFy = ma y \ 


400 cos 30° - 0.3At = 50a (1) 

N c - 490.5 + 400 sen 30° = 0 (2) 


Al resolver la ecuaciOn 2 para N c y sustituir el resultado en la 
ecuacidn 1, y al resolver para a se obtiene 

N c = 290.5 N 

a = 5.185 m/s 5 

Cinematka. Observe que la aceleraciOn es constante, ya que la 
fuerza aplkada P tambiOn to es. Como la veloddad inicial es cero, 
la veloddad del embalaje en 3 s es 

(^) v = Vq + Oct = 0 + 5.185(3) 

= 15.6 m/s —* Resp. 

490JN 








5(k 



(c> 


NOTA: tambidn podemos utilizar el procedimiento alternative de 
trazar el diagrams de cueipo libre y el diagrams cindtico de! emba¬ 
laje, figura 13-6c, antes de apliear las ecuaciones de movimiento. 
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EJEMPLO |l3.2 


Se dispara verticalmente tin proyectil de 10 kg desde el suelo, con 
una veioddad inicial de 50 m/s, figura 13-7a. Determine la alttira 
maxima a la que llegari si (a) se ignora la resistencia atmosfdrica y 
(£>) la resistencia atmosfdrica se mide como F D = (0.01 v 2 ) N, donde 
v es la rapidez del proyectil en cualquier instante, medida en m/s. 

SOLUCldN 

En ambos casos la fuerza conocida que actfia en el proyectil puede 
relacionarse con su aceieraddn por medio de la ecuacidn de movi- 
miento. Puede utiKzaree entonces la dnemAtica para relacionar la 
aceieraddn del proyectil con su posicidn. 

Parte (a) Diagrams de euerpo iibre. Como se muestra en la 
figura 13-76, el peso del proyectil es W = mg — 10(9.81) = 98.1 N. 
Supondremos que la aceieraddn a desconodda actfia hacia arriba 
en la direcddn z positiva. 

Ecuacion de movimiento. 

+ f = ma z ; -98.1 = 10a, a = -9.81 m/s 2 

B resultadoindica queel proyectil, como todoobjetoque tiene movi- 
miento de vuelo libre cerca de la superficie terrestre, se ve sometido 
a una aceieraddn constante dirigida hacia abajo de 9.81 m/s 2 . 

Cinemdtica. Inidalmente za = 0 y Vq = 50 m/s y a la altura maxi¬ 
ma z = h, v = 0. Como la aceieraddn es constante, entonces 

(+T) V 2 = Vfi + 20c(z - 7o) 

0 = (50) 2 + 2(-9.81)(A -0) 
h = 127 m Resp. 

Parte (b) Diagrams de euerpo fibre. Como la fuerza F D = 
(O.Qltt 2 ) N tiende a retaidar el movimiento hacia arriba del pro¬ 
yectil, actua hada abajo como se muestra en el diagrama de euerpo 
libre, figura 13-7c. 

Ecuacion de movimiento. 

+ TSFj = nw t -, -0.01V 2 - 98.1 = lOo, a = -(0.001V 2 + 9.81) 

Cinemdtica. Aquf la aceieraddn no es constante puesto que F D 
depende de la velocidad. Como a =f(v), podemos relacionar a con 
la posicidn mediante 

(+ T) a dz = v dv\ — (O-OOlv 2 + 9.81) dz = vdv 

A1 separar las variables e integrarias, y como inicialmente za = 0, 

= 50 m/s (positiva hada arriba), y en z = h, = 0, tenemos 

r 0 v j v o 

dz = ~ -r-= -500 infir 2 + 9810) 

Jsti O.OOltr + 9.81 50m/s 

h = 114 m Resp. 

NOTAi la respuesta indica una altura mds baja que la obtenida en la 
parte (a) debido la resistenda atmosfdriea o resistenda al avance. 



z 


Q 

'' 98.1 N 
(b) 



(c) 

Fig. 13-7 
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Cap[tulo 13 CinilTica de uima particular FUERZA Y ACELERAClON 


EJEMPLO 13.3 


W P¥ 

ABC 


El furgdn de equipajes A que se muestra en la foto pesa 900 lb y 
remolca un carro B de 550 lb y un carro C de 325 lb. Durante un 
corto tiempo Ea fuerza de friccidn desarrollada en las ruedas del fur- 
gdn es F a = (40r) lb, donde t estd en segundos. Si el fuigdn arranca 
del panto de reposo, determine su rapidez en 2 segundos. Tambidn, 
tcudl es la fuerza horizontal que acttia en el acopiamiento entre el 
furgdn y el carro B en este instame? Ignore el tamaflo del furgdn y 
de los carros. 


9001b 



(a) 


900 lb 



N* 

<b) 

Hg. 13 -b 


SOLUCldN 


Diagrams de euerpo fibre. Como se muestra en la figura 13-&J, 
es la fuerza de friccidn la que acelera tanto al furgdn como a los 
carros. En este caso consideramos los tres vehfcuEos como un solo 
astema. 

Ecuaclon de movimiento. Se tiene que considerar sdlo el movi- 
miento en la direccidn horizontal. 


Sff = ma x 


40f = 




32.2 


7* 


a = 0.7256f 


Cinematka. Como la aceleracidn es una funcidn del tiempo, 1a 
velocidad del furgdn se obtiene con a = dv/dt con la condicidn ini- 
dal de que Vq = 0 en t = 0. Tenemos 



2s 

0.725 6t dt‘. 


v = 0.3628f 2 


2s 


0 


1.45 pies/s 


Resp. 


Diagrams de euerpo ilbre. Para determinar la fuerza entre el 
furgdn y el carro B consider are mos un diagrams de euerpo Eibre 
del furgdn para que podamos “exponer” la fuerza de acopiamien¬ 
to T como externa at diagrams de euerpo fibre, figura 13-8 b. 
Ecuaddn de movimiento. Cuando t = 2 s, entonces 

* ZF X = ma x \ 40(2) - T = (^|)[0.7250(2)] 

T = 39.4 lb Resp. 

NOTA: pruebe y obtenga este mis mo result ado al considerar un 
diagrama de euerpo iibre de los carros B y Ccomo un solo sistema. 
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Un collar liso do 2 kg C, como se muestra en la figura 13-9®, estd 
conectado a un resorte que liene una rigidez de k = 3 N/m y una 
bngitud sin alaigar de 0.75 m. Si el collar se suelta de! reposo en A, 
determine su aceleracibn y !a ftierza normal de la barra en 61 en el 
mstante y = lm. 

SOLUClON 

Dlagrama d« cuerpo libra. El diagrama de cuerpo libre del collar 
cuando estd en la posicidn aibitraria y se muestra en la figura 13-96. 
Ademds, se supone que el collar se acelera de modo que “a” actiia 
hacia abajo en la direccidn y positiva. Existen cuatro incognitas, a 
saber, N c ,F s ,ay 0. 

Ecuaciones da movlmiento- 

SFj, = map, -N c + Frcos 6 = 0 (1) 

+ |SF^ = ma y \ 19.62 — FjSend = 2n (2) 

A partir de la ecuacibn 2 se ve que la aceleraciOn depende de la 
magnitud y la direcciOn de la fuerza del resorte. La solucidn para N c 
y a es posible una vez que se conocen F s y 9. 

La magnitud de la fuerza del resorte es una funcidn del alar- 
gamiento s del resorte; es decir, F s = ks. En este caso la longitud 
no alargada es AB = 0.75 m, figura 13-9«, por consiguiente, 

s = CB — AB = \f y 1 + (0.75 ) 2 - 0.75. Como A: = 3 N/m, entonces 



( 3 ) 


Por la figura 13-9a, el Angulo 9 estd relacionado con y por trigono- 
metria. 


Al sustituir y = 1 m en las ecuaciones 3 y 4 se obtiene F s = 1.50 N 
y 9 = 53.1°. Al sustituir estos resultados en las ecuaciones 1 y 2, 
obtenemos 


N c = 0.900 N 
a = 9.21 m/s 2 I 


Resp. 
Resp . 


NOTA; &te no es un caso de aceleraciOn constante, puesto que 
la fuerza del resorte cambia tanto de magnitud como de direccidn 
a medida que el collar se mueve hacia abajo. 



(t) 


Fig. 13-9 
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Cap[tulo 13 CinilTica de uima particular rjerza y aceleraciOn 


EJEMPLO 13.5 



T T 



V 

IT 


(b> 




Fig. 13-10 


El bloque A de 100 kg en la figura 13-10a se suelta del punto de 
ieposo. Si no se toman en ctienta las masas de las poleas y la cuerda, 
determine la rapidez del bloque B de 20 kg en 2 s. 

soluciOn 

Dtagramas de cuerpo Hbre. Como la masa de las poleas se ignora , 
entonces para la polea C,ma= 0 y podemos aplicar = 0 como 
se muestra en (a figura 13-106. En la figura 13-10c y d se muestran 
Jos diagramas de cueipo fibre de los bloques A y 5, respective men- 
te. Observe que para que A permanezca estacionario T = 490.5 N, 
mientras que para que B permanezca estitico T = 196.2 N. De ahf 
que A se movers hacia abajo mientras que Bsc mueve hacia aniba. 
Aunque 6ste es el caso, supondremos que ambos bloques se acele- 
ran hacia abajo, en la direccidn de +«a y +ss- Las tres incognitas 
son T, a A y a B . 

Ecuaciones de movimiento. Bloque A, 


+1 SFj = ma y ; 

981 - 2T = 100a,! 

(1) 

Bloque B, 

+1 Sfj = may ; 

196.2 - T = 20a B 

(2) 


Cinematics. La tercera ecuacion necesaria se obtiene al relacio- 
nar a A con a B por medio de un anSlisis de movimiento dependiente, 
analizado en la secciOn 12.9. Las coordenadas s A y s B en la figura 
13-lOa miden las posiciones de A y Scon respeeto al piano de refe- 
rencia fijo. Se ve que 

+ s B = l 

donde / es constante y represents la longitud vertical total de la 
cuerda. Al diferenciar esta expresidn dos veces con respeeto al 
tiempo se obtiene 

2 a A = -o B (3) 

Observe que cuando se escribieron las ecuaciones 1 a 3, la direc¬ 
tion positiva siempre se supuso hacia abajo. Es muy importante ser 
consistentes en esta suposicidn, puesto que buscamos una solucidn 
simultdnea de las ecuaciones. Los resultados son 

T = 327.0 N 
a A = 3.27 m/s 2 
a B = -6.54 m/s 2 

De ahf que cuando el bloque A se aceiera hada abajo, el bloque B 
se aceiera hacia arriba como se esperaba. Como a B es constante, la 
velocidad del bloque Ben 2 s es, por tamo, 

(+1) v = t\) + a B t 

= 0 + (-6.54) (2) 

= -13.1 m/s Resp. 

El signo negativo indica que el bloque B se mueve hada arriba. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F13-L El malacate enrolla el cable con una aceleracidn 
constante de modo que el embalaje de 20 kg se mueve 
una distancia s = 6men3s,a partir del punto de reposo. 
Determine la tensidn desarrollada en el cable. El coefi- 
dente de friccidn cinetica entre el embalaje y el piano es 
ft* = 0.3. 


FI3-4. A1 automtivil de 2 Mg lo remolca un malacate. 
Si £ste ejerce una fuerza de T = (100s) N en el cable, donde 
$ es el desplazamiento del automdvil en metros, deter¬ 
mine la rapidez del automdvil cuando s = 10 m, a partir 
del punto de reposo. Ignore la resistenda al rodamiento del 
automtivil. 



E13-1 



F13-4 


F13-5. La rigidez del resorte es k = 200 N/m y no esti 
estirado cuando el bloque de 25 kg est3 en A. Determine 
la aceleracitin del bloque cuando s = 0.4 m. La superficie 
de contacto entre el bloque y el piano es lisa. 


F13-2* Si el motor M ejerce una fuerza F = (lOi 3 +100) N 
en el cable, donde t esti en segundos, determine la veloci- 
dad del embalaje de 25 kg cuando t = 4 s. Los coeficientes 
de Mccitin estatica y cinetica entre el embalaje y el piano 
son p s = 0.3 y p* = 0.25, respectivamente. En un inicio el 
embalaje esii en reposo. 



F13-2 



F13*3. Un resorte de rigidez k = 500 N /m est& montado 
contra el bloque de 10 kg. Si 6m se somete a la fuerza de 
F = 500 N, determine su velocidad en $ = 0.5 m. Cuando 
s = 0, el bloque esli en reposo y el resorte no est3 compri- 
mido. La superficie de contacto es lisa. 


F13-6* El bloque Bdescansa sobre una superficie lisa. Si 
los coeficientes de friccitin cinetica y estatica entre Ay B 
son jut* = 0.4 y = 0.3, respectivamente, determine la ace¬ 
leracitin de cada bloque si P = 6 lb. 


201b 



13 


F133 


F13-6 
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Cap[tulo13 CinilTica de una particular fuerza y aceleraciOn 


13 


PROBLEMAS 


•13-L La pieza fundida tiene una masa de 3 Mg. Sus- 
pendida en una position vertical e inicialmente en repose, 
se le imprime una rapidez de levantamiento de 200 mm/s 
en 0.3 s por medio del gancho de una grtia H, Determine la 
tensidn en los cables AC y AB durante este intervale si 
la aceleraddn es constant e. 



13-2- El tren de 160 Mg viaja con una rapidez de 80 km/h 
cuando comienza a subir la pendiente. Si la m£quina ejer- 
ce una fuerza de traccidn F de 1/20 del peso del tren y la 
tesistencia al rodamiento es igual a 1/500 del peso del 
tren, determine su desaceleracidn. 

13-3. El tren de 160 Mg parte del punto de reposo y 
comienza a subir la pendiente como se muestra. Si la 
m&quina ejerce una fuerza de traccidn Fde 1/8 del peso 
del tren, determine su rapidez cuando hay a recorrido 1km 
pendiente arriba. Ignore la resistencia al rodamiento. 



*13-4. ELcamidn de 2 Mg viaja a 15 km/scuando se apli- 
can los frenos en todas las ruedas, lo que hace que pati- 
ne una distancia de 10 m antes de detenerse. Determine 
la fuerza horizontal constante desarrollada en el acopla- 
miento Cy la fuerza de Mccidn desarrollada entre las llan- 
tas del camidn y la carre tera durante este tiempo. La masa 
total del bote y el remolque es de 1 Mg. 



*13-5. Si los bloques A y B de 10 kg y 6 kg de masa, res- 
pectivamente, se colocan sobre el piano inclinado y se 
sueltan, determine la fuerza desarrollada en el eslabdn. 
Los coeficientes de Mccidn cindtica entre los bloques y el 
piano inclinado son = 0.1 y = 0,3. Ignore la masa 
del eslabdn. 



Prob. 13-5 

13*6. Los mo tores A y B tira n del cable con las acelera- 
dones mostradas. Determine la aceleracidn del embalaje 
Cde 300 lb y la tensidn desarrollada en el cable. Ignore la 
masa de las poleas. 



Ptcilis. 13-2/3 


PTiib. 13-6 
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13-7. La vagoneta viaja a 20 km/h cuando el acopla- 
miento del remolque en A falla. Si la masa del remolque 
es de 250 kg y recorre 45 m antes de detenerse, determine 
la fuerza horizontal constante Fcreada por la friccidn de 
todamiento que hace que el remolque se detenga. 


13-10* El emhalaje dene una masa de 80 kg y lo remol- 
ca una cadena dirigida siempre a 20° desde la horizontal, 
como se muestra. Si la magnitud de P se incrementa hasta 
que la grtia comienza a deslizarse, determine la acelera- 
ddn inicial del emhalaje si el coeficiente de friccidn estati- 
ca es jtt s = 0.5 y el de friccidn cindtica es p k = 0.3, 

13-11* El emhalaje dene una masa de 80 kg y lo remol- 
ca una cadena dirigida siempre a W desde la horizontal, 
como se muestra. Determine la aceleracidn del emhalaje 
en t = 2 s si el coeficiente de Mccidn estdtica es = 0.4 
y el de friccidn cindtica es jut* = 0.3, y la fuerza de remol¬ 
que es P = (9Qt 2 ) N, donde / estd en segundos. 



P tdb. 13-7 

*13-8* Si el bloque A de 10 lb se desliza hacia abajo del 
piano a una velocidad constante cuando 6 =30°, determi¬ 
ne su aceleracidn cuando 6 = 45°. 




Prob. 13-8 

*13-9. La masa de cada una de las tres barcazas es de 
30 Mg, mientras que la del remolcador es de 12 Mg. Al 
temolcar las barcazas a 4 m/s con velocidad constante, el re¬ 
molcador debe veneer la resistencia de rozamiento del 
3gua, la cual es de 2 kN para cada una de las barcazas, y 
ds 1.5 kN para el remolcador. Si el cable entre A y B se 
tornpe, determine la aceleracidn del remolcador. 


Probs. 13-10/11 


*13-12. Determine la aceleracidn del sistema y la tensidn 
en cada cable. El piano inclinado es liso y el coeficiente de 
friccidn dnetica entre la superficie horizontal y el bloque 
Ces (c = 0.2. 




13 


Prob. 13-9 


Pttib. 13-12 


























124 


Cap [tu lo 1 3 C i Nine a de u na part[c u la: rj e rza y ac eler ac i6n 


*13-13* Los dos vagones Ay B pesan 20 000 lb y 30 000 
lb, respectivamente. Siruedan libremente pendiente abajo 
cuando sa aplican los frenos a todas las rued as del vagdn A 
b qua lo hace patinar, determine la fuerza an al enganche 
C antra los dos carros. El coeficiente de friccidn cindtica 
antra las ruedas de A y los rieles as = 0.5. Las ruedas 
del carro B giran libra manta. Ignore su tnasa an al calculo. 
Sugererttia: resuelva al problema por represen tacidn de las 
fuerzas normales resultan tes dnicas qua aettian an A y B , 
tespectivamente, 



Fro b* 13-13 


13-14* El motor de 3.5 Mg estS suspendido da una viga 
AB cuya masa no sa toma an cuenta y as izado por una 
grda qua la impritna una aceleraridn da 4 m/s 2 cuando su 
velocidad as de 2 m/s. Determine la fuerza an las cadenas 
CA y CB dura me al izamiento. 

13-15* El motor de 3,5 Mg est3 suspendido de una viga 
AB cuya masa no sa toma an cuenta y as izado por una 
grda, la cual ejerce una fuerza de 40 kN sobre al cable da 
izamiento. Determine la disLancia qua el motor as izado an 
4sa partir del punto de raposo. 


*13-16* El hombre ampuja al embalaja de 60 lb con una 
fuerza F. La direccidn de la fuerza sietnpre as hacia abajo 
a 30° de la horizontal como sa muestra, y su magnitud sa 
incramanta hasta qua al embalaja comienza a deslizarse. 
Determine su acelaracidn inicial si el coeficiente da friccidn 
estitica as ^ = 0.6 y al de friccidn dngtica s p* = 0.3. 



*13-17- Sa aplica una fuerza F = 15 lb a la cuarda. 
Determine qu£ tan alto sa eleva el bloqua A de 30 lb an 2 s 
a partir del punto da raposo. Ignore al peso de las poleas 
y la cuerda. 

13-18* Determine la fuerza constanta Fque debe aplicar- 
sa a la cuerda para qua al bloqua A de 30 lb tenga una 
rapidez de 12 pies/s cuando sa ha desplazado 3 pies hacia 
arriba a partir del punto de raposo. Ignore el peso de las 
poleas y la cuerda. 



Pmhs. 13-14/15 


Fttibs* 13-17/18 
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13-19* El carro Bde 800 kg est3 enganchado al carro A de 
350 kg media nte on acoplamiento de resorte. Determine el 
alargamiento en el resorte si (a) las ruedas de ambos rue- 
dan libremente y (b) se aplican los firenos a las cuatro 
ruedas del carro B , lo que bate que padnen. Considere 
(Pkh = 0.4, Ignore la masa de las ruedas. 



Prob* 13-19 


•13-2L El bloque B dene una masa m y se le suelta des- 
de el punto de reposo cuando est3 en la parte superior de la 
carredUa A, la cual dene una masa de 3m. Determine la ten- 
sidn en la cuerda CD necesaria para evitar que la carredUa 
B se mueva mientras se desliza hacia abajo de .4. Ignore 
la friccidn. 

13-22. El bloque B dene una masa m y se le suelta desde el 
punto de reposo cuando estS en La parte superior de la 
carredUa A la cual dene una masa de 3m. Determine la ten- 
sidn en la cuerda CD necesaria para evitar que la carredUa 
Bs& mueva mientras se desliza hacia abajo de A. El coefi- 
dente de friccidn cinedca entre A y B es p*, 


13 



Probs* 13-21/22 


*13-20. El bloque Ade 10 Ibse desplaza hacia la dereeha 
a v A = 2 pies/sen el instante mostrado. Si elcoeficiente de 
friccidn cindtica es ju* = 0.2 entre la superficie y A, deter¬ 
mine la velocidad de A cuando se ha desplazado 4 pies, El 
bloque Bpesa 201b. 


13-23. La flecha CA de 2 kg pasa a travds de una chu- 
macera lisa en B. Inicialmente, los resortes, que estin enro- 
llados Ubremente alrededor de la flecha, no lo est&n cuando 
no se apUca fuerza alguna a la flecha. En esta posicidn 
$ = s' = 250 mm y la flecha est5 en reposo. Sise apUca una 
fuerza horizontal F = 5 kN, determine la rapidez de la 
flecha en el instante $ = 50 mm, $* = 450 mm. Los extre¬ 
mes de los resortes est^n sujetos a la chumacera en B y las 
iapasen Cy A. 



Prob* 13-20 


Pttih. 13-23 
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*13-24* Si la fuerza del motor M en el cable se muestra en 
la gr^fica, determine la velocidad del carro cuando t = 3 s. 
La carga y el carro Lienen una masa de 200 kg y el carro 
comienza a mo verse desde el p unto de reposo. 


13-26* Un elevador de carga, incluida su carga, dene una 
masa de 500 kg, El riel y las ruedas montadas en sus cos- 
lados evitan que gire. Cuando i = 2 s, el motor Af enrolla 
el cable con una rapidez de 6 m/s, rnedida con respecio al 
elevador. Si comienza a mo verse desde el pun to de repo¬ 
so, determine la constante de aceleracidn del elevador y la 
tension en el cable. Ignore la masa de las poleas, el motor 
y los cables. 



Prob* 13-24 


Fro h. 13-26 


•13-25* Si el motor enrolla el cable con una aceleracidn 
de 3 tn/s 2 , determine las reacciones en los soportes A y B. 
La viga dene una masa uniforme de 30 kg/my el embalaje 
una de 200 kg. Ignore la masa del motor y las poleas. 


13-27* Determine La masa requerida del bloque A de 
modo que cuando se le suelte desde el reposo mueva el 
bloque B de 5 kg una distancia de 0.75 m bacia arriba 
del piano inclinado en t = 2 s. Ignore la masa de las poleas 
y las cuerdas. 




Prob. 13-25 


Prob. 13-27 
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*13-28* Losbloques Ay B tienenuna masade m A Y m B, 
donde m A > m B . Si la polea Cles imprime una aceleracidn 
de % determine la aceleracidn de los bloques. Ignore la 
masa de la polea. 



*13-29* Se utiliza el tractor para levantar la carga B de 
150 kg con el sistema de una cuerda de 24 m de largo, 
pluma y polea. Si el tractor se desplaza hacia la derecha a 
una rapidez constante de 4 m/s, determine la tension en La 
cuerda cuando $ A = 5 m. Cuando $ A = 0,s B = 0. 

13-30* Se utiliza el tractor para levantar la carga B de 150 
kg con el sistema de una cuerda de 24 m de largo, pluma 
y polea. Si el tractor se desplaza hacia la derecha con una 
aceleracidn de 3 m/s 2 y tiene una velocidad de 4 m/sen el 
instante cuando s A =5 m, determine la tensidn en la cuer¬ 
da en este instante. Cuando s A ^ 0 ,s B = 0. 



13-3L H hombre de 75 kg sube por la cuerda con una 
aceleracidn de 0.25 m/s 2 , medida con respecto a la cuer¬ 
da. Determine la tensidn en la cuerda y la aceleracidn del 
bloque de 80 kg. 



Prob* 13-31 


*13-32* El motor M enrolla el cable con una aceleracidn 
de 4 pies/s 2 , medida con respecto a la vagoneta de mina de 
200 lb. Determine la aceleracidn de la vagoneta y la ten- 
sidn en el cable. Ignore la masa de las poleas. 



Prohs* 13-29/30 


Pttib* 13-32 
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*13-35* El anillo de 2 lb C ajusta flojo en la flecha lisa. 
Si el resorte no esfii alargado cuando $ = 0 y al anillo se le 
imprime una velocidad de 15 pies/s* determine la veloci- 
dad del anillo cuando s = 1 pie. 



13-34. En el tubo de ray os catddicos, una fuente S emite 
electrones de masa m y comienzan a desplazarse horizon- 
talmente a una velocidad inicial v fl . Mientras pasan entre 
las placas de la rejilla a una distancia /, se someten a una 
fuerza vertical de magnitud eV/w donde e es la carga de 
un electrdn, V el voltaje aplicado que aettia a travds de las 
placas y wla distancia entre las placas. Despu^s de las pla¬ 
cas, los electrones viajan en lfneas rectas y chocan con la 
pantalla en A. Determine la deflexidn de los electrones 
en funcidn de las dimensiones del voltaje de placa y tubo. 
Ignore la gravedad, la cual provoca una leve deflexidn ver¬ 
tical cuando el electrdn viaja desde Shasta la pantalla y la 
leve deflexidn entre las placas. 


13-35. El anillo C de 2 kg se desliza libremente a lo largo 
de la flecha lisa AB. Determine la aceleracidn del anillo C 
si (a) la flecha no se mueve, (b) el anillo A, el cual est3 fijo 
en la flecha AB, se mueve hacia la izquierda a una veloci¬ 
dad constants a lo largo de la gufa horizontal y (c) el anillo 
A se somete a una aceleracidn de 2 m/s 2 hacia la izquier¬ 
da. En todos los casos, el movimiento ocurre en el piano 
vertical. 



IVoh. 13-35 


*13-36. La masa de los bloques A y B es m. Determine 
la fuerza horizontal P maxima que puede aplicarse a B 
de modo que A no se mueva con respecto a B. Todas las 
superficies son lisas. 

*13-37. La masa de los bloques A y B es m. Determine la 
fuerza horizontal P maxima que puede aplicarse a B de 
modo que A no se deslioe con respecto a B. El coeficiente 
de friccidn estitica entre A y B es Ignore cualquier fric- 
ddn entre By C. 




Proh. 13-34 


Probs. 13-3607 
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13-38* Si se aplica una fuerza Z 7 = 200 N a la carretilla 
de 30 kg, demuestre que el bloque A de 20 kg se deslizari 
sobre ella. Tambidn determine el dempo para que el blo¬ 
que A se mueva sobre la carretilla 1.5 m. Los coefirientes 
de fricddn est^dca y cioedca entre el bloque y la carredlla 
son = 03 y = 0.25, Tanto la carretilla como el bloque 
parten del punto de reposo. 


15m 



Pttib. 13-38 


13-30* Suponga que es posible perforar un tdnel a trav£s 
de la Tierra desde la ciudad A hasta una ciudad B como se 
muestra. Por la teorfa de la gravitacidn, cualquier veMcu- 
lo C de masa m dentro del tdnel se veria someddo a una 
fuerza gravitatoria dirigida siempre bacia el cencro D de 
la Tierra. La magnitud de esta fuerza F es directamente 
proportional a su distancia r al centro de la Tierra. De ahf 
que, si el vehiculo pesa W = mgcuando se encuentra sobre 
la superficie terrestre, entonces en una position arbitra- 
ria r la magnitud de la fuerza F es F = (j mg/R)r , donde 
if = 6328 km, el radio de la Tierra. Si el vehfculo se suel- 
ta desde el punto de reposo cuando est3 en B, x = $ = 
2 Mm, determine el dempo requerido para que llegue a A 
y la velocidad maxima que alcanza, Ignore el efecto de la 
totacidn de la Tierra en el c^lculo y suponga que la den- 
sidad de esta es constante. Sugerencia: escriba la ecuatidn 
de movimiento en la direction x> teniendo en cuenta que 
rta&Q = x. Integre, mediante la relacidn cinemMca vrfv = 
a dx , luego integre el resultado por medio de v = dx/dt. 


*13-40. El embalaje de 30 lb se iza con una acelera- 
cidn constante de 6 pies/s 2 . Si el peso de la viga uniforme 
es de 200 lb, determine los componentes de reaetidn en el 
apoyo empotrado A . Ignore el tamaflo y masa de la polea 
B. Sugerenckt: primero determine La tensidn en el cable y 
luego analice las fuerzas en la viga mediante esUdca. 



Prob. 13-40 


•13-4L Si se aplica una fuerza horizontal P = 10 lb al 
bloque A, determine la aceleracidn del bloque B. Ignore la 
frictidn. j&ge/'ertcitf: demuestre que a B = tan 15°, 




Prob* 13-39 


Prob. 1341 



































130 


Cap [tu lo 1 3 C i n£tica de u ma part[c u la: fu e rza y ac elerac i6n 


13-42* La masa del bloque A es m A y est£ unida a un 
tesorte de rigidez k y longitud no alargada / (] . Si otro blo¬ 
que B de masa m B se presiona contra A de modo que el 
tesorte se deforme una distanria d , determine la distanria 
de deslizamiento de ambos bloques sobre la superfirie lisa 
antes de que comiencen a separarse. ^Cu31 es su veioddad 
en este instante? 

13-43* La masa del bloque A es m A y est3 unida a un 
tesorte de rigidez k y longitud no alargada l t> Si otro bloque 
B de masa m B se presiona contra A de modo que el resor¬ 
te se deforme una distanria d , demuestre que para que se 
separen es necesario que d > 2p k g(m A + m B )/k> donde 
es el coeficiente de fdcddn cinetica enire los bloques y el 
suelo. Adem^s, £cu£l es la distanria de deslizamiento de 
los bloques sobre La superftcie antes de separarse? 



Pffibs* 13-42/43 


*13-44* El dragster" de 600 kg se desplaza a una veloci- 
dad de 125 m/s cuando el motor se apaga y el paracafdas 
de frenado se despliega. Si la resistencia del aire impuesta 
en el “dragster" por el paracafdas es F D = (6000 + 0.9^) 
N, donde v esti en m/s, determine el tiempo requerido 
para que el “dragster" se detenga. 



Prob* 13-44 


*13-45* La fuerza de flotacidn sobre el globo de 500 kg es 
F = 6 kN y la resistencia del aire es F D = (lOOp) N, donde 
v est3 en m/s. Determine la veioddad terminal o maxima 
del globo si parte delpunto de reposo. 


= (IO0l>)N 



13-46* El paracaidista de masa m cae a una veioddad de 
% en el instante en que abre el paracafdas. Si la resisten- 
da del aire es F D = Ctr 2 , determine la veioddad maxima 
(velocidad terminal) durante el descenso. 


| F D = Cv 1 



13-47* El peso de una partfcula vada con la altitud de 
modo que W = m(gr$)fr 2 , donde es el radio de la Tierra 
y r es la distanria de La partfcula al centro de la Tierra. 
Si la parttcula se lanza verticalmente desde la superfirie 
lerrestre con una veioddad % determine su veioddad en 
funcidn de la posicidn r. ^Cu3l es la velocidad minima 
tequerida para escapar del campo gravitatorio terrestre, 
cuil es y cu$l es el tiempo requerido para alcanzar 
esta altitud? 
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1 3.5 Ecuaciones de movimiento: 
coordenadas normales y 
tangenciales 

Cuando trna partfcula se desplaza a to largo de una trayectoria curva 
conodda, su ecuacidn de movimiento puede escribirse en las direccio- 
nes tangencial, normal y binormal, figura 13-11. Observe que fa par- 
ticula no se mueve en la direccidn binormal, puesto que esd iimitada a 
moverse a to largo de la trayectoria. Tenemos 


SF = ma 

2/>, + + ZF b v b = ma t + ma„ 


Esta ecuaddn se satisface siempie que 


= ma t 


l,F n = ma n 

( 13 ‘ 8 ) 2 

M 

Cr 

1) 

O 

5^ 


XFfcii t 


Recuerde que a, (= dw/dt) represents el cambio con respecto at tiem- 
po en la magnitud de la vetocidad. Por tanto si 2F, acttia en la direccidn 
del movimiento, tarapidez de la partfcuta se incrementara, mientras que 
si actua en la direccidn opuesta, fa particula se desacelerarl Asimismo, 
a„ (= iP'/p) representa el cambio con respecto al tiempo de la direccidn 
de la velocidad. Es provocada por 2F n , la que siempre acttia en la direc¬ 
cidn n positiva, es decir, hacia el centro de curvatura de la trayectoria. 
Por eso a menudo se conoce como juerza centripeta. 


Siste ma de 
coordenadas inercial 

Fig* mi 



La centrifuga se utiliza para someter a un pasajero a una 
aceleradon normal muy grande, provocada por la rotacion 
rapida. Tonga en cuenta que esta aceleracion es provocada 
por la fuerza normal desbalanceada que el asiento de la 
centrifuga ejerce sobre el pasajero. 


13 
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Procedimiento para el analisis 


Cuando un problems implies el movimiento de una partfcula a lo 
largo de una trayectoria curva conocida ,&n el andlisis se utilizaran 
oooidenadas norma les y tangenciales puesto que bs componentes 
de aceleradbn son fadles de formulae. El metodo para aplicar la 
ecuacidn de movimiento, la cual reiaciona las fuerzas con las ace- 
leraciones, se describid en el procedimiento explicado en la sec- 
cibn 13.4. Espedficamente, para las coordenadas t,n,b se puede 
formular como sigue: 


Diagrama da cuerpo libre. 

* Establezca el sfetema de coordenadas t, n, b inercial en la par- 
tfcula y trace el diagrama de cuerpo libre de bsta. 

* La aceferaddn normal de la partfcula a„ siempre aetba en la 
dtreccion n poshiva. 

* S la acderacidn tangencial a, es desconocida, suponga que 
actda en la direedbn t positiva. 

* No hay aceleraddn en la direccibn b. 

* Identifique las incognitas en el problems. 


Ecuaciones da movimiento. 

• ApKque las ecuaciones de movimiento, ecuadones 13-8. 


Cinematics. 

* Formule los componentes normaies y tangendales de la aceie- 
racibn; es decir, a, = dv/dto a, =v dv/ds y a„ = tr(p. 

• Si la trayectoria se define como y = f(x), el radio de curvatura 
en el punto donde la partfcula esti localizada se obtiene con 
p = [1 + (dy/d.r) 2 ] 3/2 /|d 2 y/d.r 2 |. 
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EJEMPLO 13.6 


Determine e! £ngulo de inclinacidn 9 de la pista para que las llan- 
tas de los autos de carreras mostrados en la figura 13-12a no de- 
pendan de la friccidn para que no se deslicen hacia arriba o hacia 
abajo de la pista. Suponga que el tamaflo de los automdviles es 
insignificante, que su masa esmy que se desplazan airededor de 
la eurva de radio p a una rapidez constante v. 



SOLUClON 

Antes de analizar la siguiente solucidn, pensemos en por qud debe- 
ri resolverse por medio de las coordenadas t, n, b. 

Diagrams da cuerpo libra. Como se muestra en la figura 13-126 
y como se enuncid en el problems, en el automdvil no actua ningu- 
na fuerza de friccidn. En este caso N c represents la resultants del 
suelo en las cuatro ruedas. Como a n puede calculate, las incdgnhas 
son N c y 9. 

Ecuadonas da movimianto. Con los ejes n, b mostrados, 

■u 2 

J,F n = ma n ; N c sen 9 = m — (1) 

P 

+ T SE* = 0; Nq cos 6 - mg = 0 (2) 


AI etiminar N c y m de estas ecuaciones mediante la division de la 
ecuacidn 1 entre la ecuacidn 2, obtenemos 


tan9 = 


t. 

SP 


\gp/ 


Resp 


NOTA: el nesultado es independiente de la masa del automdvil. 
Ademis, una suma de fuerzas en la direcddn tangendai no afecta la 
solucidn. Si se hubiera considerado, entonces «, = dv/dt = 0, puesto 
que el automdvil se desplaza a rapidez constants. Un anSiisis adicio- 
nal de este problems se aborda en el problems 21-47. 


b 



(b) 

Fig. 13-12 
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EJEMPLO 13.7 


El disco D de 3 kg esti sujeto al exiremo de una cuerda como se 
muestra en la figura 13-13o. El otro exiremo de la cuerda esta sujeto 
a una articufaciOn de ibtula localizada en el centro de una pfata- 
fcrma. Si dsta gira con rapidez y el disco se coloca sobre ella y se 
le suelta desde el punto de reposo como se muestra, determine el 
dempo que le Heva alcanzar una rapidez lo bastante grande para 
romper la cuerda. La tension maxima que la cuerda puede soportar 
es 100 N y el coeficiente de friccidn dndtica entre el disco y la pla- 
taforma es p* = 0.1. 



(a) 


Moviinionto de 
la plataforma 



b 


29.43 N 



(b) 

Fig. 13-13 


soluciOn 

Diagrams da cuerpo fibre- La magnitud de la fuerza de friccidn 
es F = fx k N D = 0.1 N d y su sentido de direccidn se opone al movi- 
nuento relativo del disco respecto de la plataforma. Esta fuerza es 
la que le imprime al disco un componente tangencial de aceteracidn 
que hace que use incremente, por lo que Lse increments hasta que 
aicanza 100 N. El peso del disco es W = 3(9.81) = 29.43 N. Como a„ 
puede ref acionarse con t\ las incognitas son N D , a, y v. 

Ecuadones de movlmiento. 

T = 3 ^ y ) ( 1 ) 

SE, = ma,‘, 0.1 Nd = 3 a, (2) 

SE* = 0; N d - 29.43 = 0 (3) 

Con T = 100 N, la ecuaciOn 1 puede resolverse para la velocidad 
oitica Vct del disco necesaria para romper la cuerda. Al resolver 
todas las ecuadones, obtenemos 

Nd = 29.43 N 
a, = 0.981 m/s 2 
v a = 5.77 m/s 

CinemOtka. Como a, es constante ,el tiempo requerido para rom¬ 
per la cuerda es 

v„ = u 0 + a,t 
5.77 = 0 + (0.981 )r 

t = 5.89 s Resp. 
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EJEMPLO 13.8 


El disefto de la rampa de salto de esquis qtie se muestra en la foto 
requiere conocerel lipo de fuerzas que se ejercerfn en la esquiadora 
y su trayectoria aproximada. Si en este caso el salto se puede repre- 
sentar de forma aproximada por la parabola de la figura 13-14a, 
determine la fiierza normal en la esquiadora de 150 lb en el momen¬ 
ta en que Hega al extremo de la rampa, punto A,donde su velocidad 
es de 65 pies/s. Ademis, ^cu41 es su aceleraci6n en este punto? 

SOLUClON 

t,Por qu6 consideramos utilizar cooidenadas n, t para resolver este 
problems? 

Diagram a de cuerpo libre. Dado que dy/dx = x/100 | x=0 = 0, 
la pendiente en A es horizontal. El diagrams de cuerpo libre de la 
esquiadora cuando est£ en A se muestra en la figura 13-146. Como 
la trayectoria es curva, existen dos componentes de aceleracidn, a„ 
y a,. Puesto que a„ puede calculate, las incognitas son a t y N A . 

Ecuaciones de movimiento. 


El radio de curvatura p de la trayectoria debe determinate en el 
punto A (0, —300 pies). Aquf y = ^x 2 - 300, dyjdx = 
d 2 yfdx 1 = j 5 o,de mode que en x = 0, 


P = 


[1 + (dy/dx) 1 ]* 2 


\d 2 y/dx 2 


[1 + (Off 2 


i=0 


i i i 

I tool 


= 100 pies 


Si sustituimos este valor en la ecuacidn 1 y resolvemos N A , obtenemos 

Na = 347 lb Resp. 

Cinematics. A partir de la ecuacidn 2, 

a, = 0 


Por tanto. 


v 2 (65) a . 

“" = 7 = liT = 4a - 2pKS ^ 

a A = a n = 42.2 pies/s 2 T 


Resp . 


NOTA: aplique id ecuacidn de movimiento en la direecidn y y 
demuestre qtie etiando la esquiadora e$t£ en el aire su aceleraci&n 
esde 32.2 pies/s 2 . 




+ TSE fl = ma n \ 

150 /(<55) 2 \ 

- 150 " 32.2 ( V ) 

(1) 


Si 7 , = map. 

„ 150 

° ' 32 2°‘ 

(2) 

A* 

t-2= 




* 


1501b 




(b) 

Fig* 15-14 
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EJEMPLO 13.9 



El patinador de 60 bg que aparece en la figura 13-15« se desliza 
cuesta abajo de la pista circular movido sdlo por la fuerza de la 
gravedad. Si parte del punto de reposo cuando 9 = 0°, determine 
la magnitud de la reaccidn normal que la pista ejerce en 61 cuando 
9 = 60°. Ignore su estatura en el cilculo. 


SOLUClGN 


60 (9.81) N 



r 


(*> 



Diagrams de cuerpo iibre. EE diagrama de cuerpo fibre del pati- 
nador cuando esti en una position arbitraria 9 se muestra en la figu- 
ra 13-156. En 9 = 60° hay ties incognitas, N s , a, y a„ (o v). 


Ecu a cion es de movlmiento. 


= ma n ; N s - [60(9.81)N] sen 9 = (60 kg)(^) (1) 

i2E ( = ma t \ [60(9.81 )N] cos 9 = (60 kg) a, 

a t = 9.81 cos 9 


Cinematics. Como a, esti expresada en funcidn de 9, para 
determinar la rapidez del patinador cuando 9 = 60° se utiliza la 
ecuacidn v dv = a, ds. Con la reiacidn geometries s = 9r, donde 
ds = r d9 = (4 m)dd, figura 13-15c y la condicidn inicial V = 0 en 
9 = 0°, tenemos. 


v dv = a, ds 

/ V dv = f 

Jo Jo 


9.81 


cos 0(4 d9) 


v 2 v 
~2 o 


39.24 send 


60" 

o 


tt 2 

-- 0 = 39.24(sen 60° - 0) 


v 2 = 67.97 nr/s 2 


Si sustituimos este result ado y 9 = 60° en la ecuacidn (1), tenemos 
N s = 1529.23 N = 1.53 kN Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F13-7* El bloque descansa a una distancia de 2 m del cen¬ 
tre de la plataforma. Si el coeficiente de friccidn est^Lica 
entre el bloque y la plataforma es p s = 0.3, determine la 
velocidad mixima que el bloque puede alcanzar antes de 
que comience a deslizarse. Suponga que el movimiento 
angular del disco se incrementa lentamente. 


z 



Determine la rapidez maxima a que el jeep puede 
viajar sobre la cresta de la colina sin que pierda contacto 
con la carretera. 



F13-9* Un piloto pesa 150 lb y vuela a una rapidez cons- 
tante de 120 pies/s. Determine la fuerza normal que ejerce 
en el asiento del avidn cuando esli en rizo invertido en A. 
El rizo tiene un radio de curvatura de 400 pies. 


A 



F13-10* El auto depordvo se desplaza a lo largo de una 
carretera con una inclinacidn de 30° y cuyo radio de cur¬ 
vatura es de p = 500 pies. Si el coeficiente de friccidn est3- 
tica entre las Uantas y La carretera es = 0.2, determine 
la velocidad segura maxima sin que se deslice. Ignore el 
tamafto del automdvil. 



F13-1L Si la velocidad de la bola de 10 kg es de 3 m/s 
cuando est£ en la posicidn A , a lo largo de la trayectoria 
vertical, determine La tension en la cuerda y el incremento 
en su rapidez en esta position. 



F13-12. La masa del motociclista es de 0.5 Mg y su esta tu¬ 
rn no se toma en cuenta. Pasa por elpunto A a una rapidez 
de 15 m/s, la cual se incrementa a un ritmo constante de 
1.5 m/s 2 . Determine la fuerza de friccidn resultante ejerci- 
da por la carretera en Las Uantas en este instante. 


p A = 200 m 



H3-9 


F13-12 
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*1348* El bloque B de 2 kg y el cilindro A ds 15 kg est^n 
oonectados a una cuerda que pasa por un agujero en el 
centre de una mesa lisa. Si al bloque se le imprime una 
rapidez de v = 10 m/s, determine el radio r de la trayecto- 
ria circular a lo largo de la cual se desplaza. 

*13-19* El bloque B de 2 kg y el cilindro A tfe 15 kg est£n 
conectados a una cuerda que pasa por un agujero en el 
centre de una mesa lisa. Si el bloque se desplaza a lo largo 
de una trayectoria circular de radio r = 1.5 m, determine la 
rapidez del bloque. 


r 



fVohs* 1348/49 


13-50. En el instante mostrado, el proyectil de 50 kg viaja 
en el piano vertical a una rapidez de w = 40 m/s. Determine 
el componente tangencial de su aceleracidn y el radio de 
curvatura pde su trayectoria en este instante, 

13-51* En el instante mostrado, el radio de curvatura de 
la trayectoria vertical del proyectil de 50 kg es p = 200 m. 
De ter mine la rapidez del proyectil en este insLante. 



*13-52. Determine la masa del Sol, si sabe que su dis¬ 
tance a la Tierra es de 149.6 (1(f ) km. Sugerendar use la 
ecuacidn 13-1 para representar la fuerza de gravedad que 
aettia en la Tierra. 

*13-53* La masa del auto deportivo es de 1700 kg y viaja 
horizon talmente a lo largo de una pista inclinada 20° la 
cual es circular y tiene un radio de curvatura p = 100 m. 
Si el coeficiente de friccidn estatica entre las llantas y la 
pista es = 0.2, determine la rapidez mdxima constante a 
la cual puede viajar el automdvil sin que se deslice cuesta 
arriba. Ignore el tamafio del auto. 

13-54* Con los datos del problema 13-53, determine la 
rapidez minima a que el automdvil puede circular alrede- 
dor de la pista sin que se deslice cuesta abajo, 



13-55* El dispositivo mostrado se utiliza para recrear la 
experiencia de ingravidez en un pasajero cuando llega a l 
punto A, $ = 90°, a lo largo de la trayectoria Si La masa del 
pasajero es de 75 kg, determine la rapidez minima que 
deberi alcanzar cuando llegue a A de modo que no ejerza 
una reaccidn normal en el asiento. La silla estA conecta- 
da con un pasador al brazo BC de modo que siempre est£ 
sentado en position recta. Durante el movimiento su rapi¬ 
dez se mantiene constante. 

*13-56. Un hombre de 75 kg de masa se sienta en la 
silla conectada por medio de un pasador al brazo BC. Si 
el hombre siempre esta sentado en posicidn recta, deter¬ 
mine las reacciones horizontal y vertical de la silla en el 
hombre en el instante Q = 45°. En este instante su rapidez 
es de 6 m/s, la cual se incrementa a 0,5 m/s 2 . 


A 



Prohs* 13-50/51 


Probs* 13-55/56 
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*13-57* Determine la tensitinen el cable CD exactamente 13-59* Un acrdbata pesa 150 lb y esii sentado en una 
despu^s de que ASse corta. La masa de la plomada es m. silla encaramada en el extreme superior de un paste, como 

se muestra. Si media rue una transmisidn mecinica elposte 
gira hack abajo a una razdn constante desde & = 0°, de 
modo que el centro de masa G del acrdbata mantiene una 
mpidez constante de v a = 10 pies/s, determine el Sngulo 
6 al cual comienza a “volar" fuera de la silla. Ignore la 
Meridn y suponga que la distancia del pi vote O a G e$ 
p = 15 pies. 



Ffrob* 13-57 ****** 13 ’ 59 


13-58* De termine el tiempo para q ue el sa t£lite comple te 
su drbita alrededor de la Tierra, El radio r de la drbita es la 
distancia del satdlite al centro de la Tierra. Las masas del 
satdlite y la Tierra son m, y M £ , respectivamente. 


*13-60* Un resorte, eon longitud no alargada de 2 pies, 
tiene un extremo unido a la bola de 10 lb. Determine el 
Angulo 3 del resorte si la bola tiene una rapidez de 6 pies/s 
tangente a la trayectoria circular horizontal. 



Prrth. 13-58 


Prok 13-60 
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*13-61* Si la bola tiene una masa de 30 kg y una rapidez 
v = 4 m/s en el instante en que esti en su punto mis 
bajo, B = 0°, determine la tensidn en la cuerda en este 
instante. Ademis, determine el Angulo B al cual la bola 
oscila y momen tinea men te se detiene. Ignore el tamaflo 
de la bola. 

13-62* La bola tiene una masa de 30 kg y una rapidez 
v = 4 m/s en el instante en que esti en su punto mis bajo, 
B = 0°. Determine la tension en La cuerda y el ritmo al 
cual se reduce la rapidez de la bola en el instante B = 20°. 
Ignore el tamaflo de la bola. 



PmbiL 13-61/62 


13-63* El veMculo esti diseflado para combinar la sen- 
sacitin de una motocicleta con la comodidad y seguridad 
de un automdvil. Si el veMculo viaja a una rapidez cons- 
tante de 80 km/h por una carretera curva circular de 100 m 
de radio, determine el ingulo de inclination B del veMcu- 
b, de mode que sdlo una fuerza normal producida por el 
asiento aetde en el conductor. Ignore la estatura de £ste. 


*13-64* La masa de la bola es m y esti unida a la cuerda 
de longitud /. El extreme superior de la cuerda esti atado a 
un eslabdn giratorio y a la bola se le imprime una velocidad 
% Demuestre que el ingulo B el cual forma la cuerda con 
la vertical cuando la bola viaja alrededor de la trayectoria 
circular debe satisfacer La ecuacidn tan 6 sen B = %/gl. 
Ignore la resistencia del aire y el tamaflo de la bola. 



Pto b* 13-64 


*13-65* El bloque liso B de 0,2 kg de masa, esti unido al 
virtiee A del cono circular recto por medio de una cuerda. 
Si la rapidez del bloque es de 0.5 m/s alrededor del cono, 
determine La tensidn en La cuerda y la reaccidn que el cono 
ejerce en el bloque. Ignore el tamaflo del bloque. 



Prob* 13-63 


F*ob* 13-65 
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13-66* Determine el coeficiente de friccidn esiiilca mini- 
mo entre las llantas y la superficie de la carretera, de modo 
que el automdvil de 1.5 Mg no se deslice euando tome la 
curva a 80 km/h. Ignore el tamafio del carro. 

13-67. Si el coeficiente de friccidn est^tica entre las llan- 
las y la superficie de la carretera es jx, = 025, determine la 
rapidez maxima del automdvil de 1.5 Mg sin que se deslice 
euando tome la oirva. Ignore el tamafio del automdvil. 


+— p 



Prohs* 13-66/67 

4 13«68* En el instante mostrado, el automdvil de 3000 lb 
viaja a una rapidez de 75 pies/s, la cual se incrementa a 
tazdn de 6 pies/s 2 . Determine la magnitud de la fuerza de 
friccidn resultante que la carretera ejerce en las llantas del 
automdvil. Ignore el tamafio del automdvil. 



Proh 13-68 

•13-69* Determine la rapidez mixima a que el auto¬ 
mdvil con masa m puede pasar por el punto superior A 
de la carretera curva vertical y seguir en contacto con la 
carretera. Si el automdvil mantiene esta rapidez, icuM es 
la reaccidn normal que la carretera ejerce en el automdvil 
euando pasa por el punto inferior ffde la carretera? 



13-70. Un avion de 5 Mg vuela a una rapidez constante 
de 350 km/h a lo largo de una Lrayectoria circular horizon¬ 
tal de radio r = 3000 m. Determine la fuerza de elevaeidn 
L que aettia en el avidn y el Angulo de alabeo 8. Ignore el 
tamafio del avidn. 

13-7L Un avidn de 5 Mg vuela a una rapidez constante 
de 350 km/h a lo largo de una trayectoda circular horizon¬ 
tal. Si el ingulo de alabeo 8 = 15°, determine la fuerza de 
elevaeidn L que aetda en el avidn y el radio r de la trayec- 
toria circular. Ignore el tamafio del avidn. 



Probs* 13-70/71 


*13-72, Un automdvil de 0.8 Mg viaja sobre la c o lin a que 
tiene la forma de una pardbola. Si el conductor mantiene 
una rapidez constante de 9 m/s, determine tanto la fuer¬ 
za normal resultante cotno la fuerza de friccidn resultante 
que todas las ruedas del carro ejercen en la carretera en 
el instante en que Uega al punto A. Ignore el tamafio del 
automdvil. 

•13-73- Un automdvil de 0.8 Mg viaja sobre la colin a que 
tiene la forma de una parabola. Cuando el automdvil estd 
en el punto A, viaja a una rapidez de 9 m/sy la incremen¬ 
ta a 3 m/s 2 . Determine tanto la fuerza normal resultante 
oomo la fuerza de friccidn resultante que todas las rue¬ 
das del automdvil ejercen en la carretera en este instante. 
Ignore el tamafio del automdvil. 


y 



Proh. 13-69 


Prohs. 13-72/73 
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15-74* El bloque de 6 kg sdlo puede moverse a lo largo 
de La trayeetoria parabdlica lisa. El resorte conectado 
limit a el movimiento y, debido a la gufa de rodillo, siem- 
pre permanece horizontal cuando el bloque desciende. 
Si la rigidez del resorte es k = 10 N/m y su longitud no 
alargada es de 0.5 m, determine la fuerza normal de la 
trayeetoria sobre el bloque en el instante x = 1, cuando 
la rapidez del bloque es de 4 m/s. Adem^s, ^cu£l es la tasa 
de incremento de la rapidez del bloque en este punto? 
Ignore la masa del rodillo y el resorte. 


*13-76. Un tobog^n y su conductor de 90 kg de masa 
total se deslizan cuesta abajo a lo largo de una pendien- 
te (lisa) deftnida por la ecuacidn y = QMx 2 . En el instante 
x = 10 m, la rapidez del tobogSnes de 5 m/s, Eneste punto, 
determine la tasa de incremento de la rapidez que la pen- 
diente ejerce en el tobogin. Ignore el tamaflo del tobog^n 
y la estatura del conductor en el cilculo. 


y 



15-75* Demuestre que si se suelta el bloque del punto de 
teposo en el punto B de una trayeetoria lisa de forma arbi¬ 
trary, la rapidez que alcanza cuando Uega al punto A es 
igual a la rapidez que alcanza cuando cae libremente una 
distancia h\ es decir, v = v2gh. 


y 



Prob. 15-76 


*15-77. La esquiadora parte del punto de reposo en 
A(10 m, 0) desciende la pendiente lisa, la cual puede ser 
tepresentada de forma aproximada por una parabola. Si su 
masa esde 52 kg, determine la fuerza normal que el suelo 
ejerce sobre la esquiadora en el instante en que Uega al 
punto B. Ignore la estatura de la esquiadora. Sugerencia : 
use el resultado del problema 13-75. 




Prob. 13-75 


Ptob. 13-77 
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13-78* Se lanza la caja de 5 lb con una rapidez de 20 
pies/s desde A hacia arriba de la pista circular vertical lisa. 
Determine el ingulo Q cuando la caja deja la pista. 

13-79* Determine la rapidez minima que se debe impri- 
mir a la caja de 5 lb en A para que permanezca en contacto 
con la trayectoria circular. Ademas, determine la rapidez 
de la caja cuando llegue al punto B . 



*13-80* La motocicleta de 800 kg viaja a una rapidez 
constante de 80 km/h cuesta arriba. Determine la fuerza 
normal que la superfitie ejerce en sus ruedas cuando Uega 
al punto A. Ignore su tamafio. 


y 



•13-81* El automdvil de 1.8 Mg viaja cuesta arriba a una 
rapidez constante de 80 km/h. Determine la reaccidn nor¬ 
mal de la carretera en el automdvil cuando Qega al punto 
A. Ignore su tamafio. 


y 



13-82* Determine la rapidez maxima que el automdvil de 
1.5 Mg puede alcanzar y seguir en contacto con la carrete- 
ta cuando pase por el punto A. Si el automtivil mantiene 
esta rapidez, ^cu£l es la reaccidn normal de la carretera 
sobre gl cuando pase por el punto #? Ignore el tamafio del 
automdvU. 


y 



13-83* El anillo de 5 lb se desliza sobre la barra lisa de 
modo que cuando esli en A su rapidez es de 10 pies/s. Si el 
resorte al cual esli conectado dene una longitud no alar- 
gada de 3 pies y una rigidez de k = 10 Ib/pie, determine la 
fuerza normal en el anillo y la aceleracidn de £ste en este 
instance. 



13 


Prok 13-81 


Pttib* 13-83 
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Sistema de coordenadas mercial 
Fig, 13-16 





13.6 Ecuaciones de movimiento: 
coordenadas cilmdricas 

Ouando tod as las fuerzas que acuian en una parti'cula so descomponen 
en comporentes cih'ndrioos, es decir, a io largo de las direcciones de los 
vectores unitarios u r , u 0 y u,, figura 13-16, la ecuacidn de movimiento 
puede expresarse como 


SF = ma 

SF r u r + SFfl uo + SF-ii. = ma r u r + ma g u@ + ma z u z 


Para que esta ecuacidn se satisfaga, requerimos 

2F, = ma r 
1F e = mag 
-F z = m a z 


(13-9) 



A medida que desdende el carro 
de peso W por la pista espiral, 
la f ueiza normal resultants que la 
pista ejerce en el carro puede 
iepresentarse por su tres compo- 
nentes dlrndricos, -N, crea una 
aceleracion radial crea 

una aceleracion transversal a* y 
la diferencia W — N r crea una 
aceleracion azimutal —& z . 


Si ta partlcuia $6\o puede moverse en el piano r-9, ententes sdlo se uti- 
fizan las primeras dos ecuaciones 13-9 para especificar el movimiento. 

Fuerzas tangenciales y normales. ei tipo de problems 
mis directo que implica coordenadas cilfndricas requiere determinar 
las componentes de fuerza resultantes 2F r , 2Fg, 1F Z que hacen que 
una parti'cula se mueva con una aceleracidn conocida. Si, no obstan¬ 
te, el movimiento acelerado de la parti'cula no esti completamente 
especificado en el instante dado, entonces se deberi tener o catcular 
algunos datos en re I acid n con las direcciones o magnitudes de las 
fuerzas que actuan en la parti'cula para resolver las ecuaciones 13-9. 
Por ejemplo, la fuerza P hace que la parti'cula de la figura 13-17« se 
mueva a lo largo de una trayectoria r = /(f)). La fuerza normal N 
que la trayectoria ejerce en la partfcula siempre es perpendicular a la 
tangente de la trayectoria ,^n tanto que la fuerza de friccidn Fsiempre 
actua a lo largo de la tangente en la direccidn opuesta del movimien¬ 
to. Las direcciones de N y F pueden espedficarse con respecto a la 
coordenada radial con el ingulo 4> (psi), figura 13-176,el cual se defi¬ 
ne entre la Ifnea radial entendida y la tangente a la curva. 

r = /(fl) r = f(B) 




Ug. 13-17 
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Este Angulo se obtiene al observer que cuando la pardcula recorre 
una distancia ds a lo largo de la trayectoria, figure 13-17c, la compo- 
nente del desplazamiento en la direccibn radial es dry en la direccibn 
transversal es rdQ. Como estas dos componentes son mutuamente per- 
pendiculares, ef gngulo ip se determina a partir de tan ip = r d9/dr, o 


tan = 


r 

dr/dQ 


(13-10) 


Si ip se calcula como una cantidad positiva, entonces se mide de la 
Hnea radial extendida a la tangente en sentido opuesto a las maneciltas 
del retoj o en la direccibn positiva de 9. Si es negative, se mide en la 
direccibn opuesta a la 9 positiva. Por ejemplo, considere el cardioide 
r = a(l + cos 9), de la figura 13-18. Como dr/d9 = -a sen 6>, enten¬ 
tes cuando 9 = 30°, tan ip = a(l + cos 30°)/(— a sen 30°) = —3.732, o 
ip = -75°, medido en sentido de las manecillas del reloj, opuesto a + 9 
oomo se muestra en la figura. 


Procedimiento para el analisis 


Las coordenadas dlfndricas o polares son una opcibn adecuada 
para el anglisis de un problema para el cual se dan datos con res- 
pecto al movimiento angular de la finea radial r, o en casos en los 
que la trayectoria puede expresarse convenientemente en funcibn 
de estas coordenadas. Una vez que estas coordenadas se estable- 
cen, las ecuaciones de movimiento pueden aplicarse entonces para 
relacionar las fuerzas que actuan en la parti'cula con sus compo- 
nentes de aceleracibn. El metodo para hacerto se describid en el 
procedimiento de anilisis dado en la seccibn 13.4. Lo siguiente es 
un resumen de este procedimiento. 

Diagrama da cuerpo lib re. 

• Establezca el sistema de coordenadas r, 9, z inerdal y trace el 
diagrama de cuerpo fibre de la partfcula. 

• Suponga que a r , %, a. act dan en las direcciones positivas de r, 9, 
z si son desconocidas. 

• Identifique todas las inobgnitas en el problema. 

Ecuadones de movimiento. 

• Aplique las ecuaciones de movimiento, ecuaciones 13-9. 
Cinemdtica. 

• Use los mbtodos de la seccibn 12.8 para. determiner r y las 
derivadascon respecto al tiempo r, r, 9, 0, 'z ,y luego evalde 
las componentes de aceleracibn a r = r - r$\ % = r& + 2r$, 
a z = z. 

• Si cualquiera de las componentes de aceleracibn se calcula 
oomo una cantidad negativa, ello indica que actua en la direc- 
cibn de su cooidenada negativa. 

• Cuando se toman las derivadas con respecto al tiempo de r = 
f(9), es muy importante utilizar la regia de la cadena del c3lcu- 
lo, la cual se analiza al final del apbndice C. 


r-m 



(c) 

Fig. 13-17 (cunt) 
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EJEMPLO 13.10 



El doble anillo liso de 0.5 kg que se muestra en la figura 13-19« 
puede deslizarse libremente sobre el brazo A S y la barf a gui'a circu¬ 
lar. Si el brazo gira a una veioridad angular const ante de d = 3 rad/s, 
determine la fuerza que el brazo ejerce sobre el anillo en el instante 
9 = 45°. El movimiento ocurre en el piano horizontal. 

SOLUClON 

Diagrams da aierpo libra. La teaccibn normal N c de la barra 
gm'a circular y la fuerza F del brazo AB actuan en el anillo en el 
piano del movimiento, figura 13-195. Observe que F actiia perpen¬ 
dicular al eje del brazo AB, es deck, en la direccibn del eje 9, en 
tanto que N c b hace perpendicular a la tangente de la trayectoria 
circular en 9 = 45°. Las cuatio incbgnitas son N c , F, a r y a e . 


Ecuadones de movimiento. 



(b) 

Fig. 13-19 


Tangente 


+/'lF r = map, -N c cos 45° = (0.5 kg) a r (1) 

+\2F e = ma g ; F - N c sta 45° = (0.5 kg) a e (2) 

Cinematica. Con la regia de la cadena (vea el apbndice C), la 
primera y segunda derivadas con respecto al tiempo de r cuando 
9 = 45°, 9=3 rad/s, fl = 0, son 

r = 0.8 cos 9 = 0.8 cos 45° = 0.5657 m 
r = -0.8 sen 9 9 = -0.8 sen 45°(3) = -1.6971 m/s 
r = -0.8 [send d+cos 9 d 2 ] 

= -0.8 [sen 45°(0)+cos 45°(3 2 )] = -5.091 m/s 2 


Tenemos 


a, = r - 1 & = -5.091 m/s 2 - (0.5657 m)(3 rad/s) 2 = -10.18 m/s 2 
a 9 = r9 + 2J-9 = (0.5657 m)(0) + 2(-1.6971 m/s)(3 rad/s) 

= -10.18 m/s 2 

Si sustituimos estos lesultados en las ecuaciones (1) y (2) y resolve- 
mos, obtenemos 

N c = 7.20 N 

F = 0 Resp. 
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EJEMPLO 13.11 


El cilindro C liso de 2 kg de la figura 13-20a tiene un pasador P a 
travds de su centre el cual pasa por la ranura en el brazo OA. Si se 
hace que el brazo gire en el piano vertical a una razdn coast ante 
9 = 0.5 rad/s, determine la fuerza que e)erce el brazo sobre la clavi- 
ja en el instante 9 = 60°. 


SOLUD6N 

i,Por qu6 es una buena idea utitizar coordenadas polares para resol¬ 
ver este problems? 

Diagrams de cuerpo ttbre. H diagrams de cuerpo fibre del cilin¬ 
dro se muestra en la figura 13-20a. La fuerza en la clavija, Fp, actda 
perpendicular a la ranura del brazo. Como siempre, se supone que 
a r y %, acttian en las direcdones de r y 9 positivas, respectivamente. 
Identifique las cuatro incognitas. 

Ecuaclones de movlmlento- Con los datos en la figura 13-206, 

tenemos 


+/'2F r = ma r ; 19.62 sen 9 - N c sen 9 = 2a r (1) 

= ma e \ 19.62 cos 9 + Fp - N c cos 9 = 2a# (2) 

Cinematics. A partir de la figura 13-20a, rpuede reladonarse con 
9 por medio de la ecuaciOn 


Como d(csc 9) = —(esc 9 cot 9) d9 y d(cot 9) = —(esc 2 9)d9, enton- 
ces ry las derivadas con respecto al tiempo necesarias son 

9 = 0.5 r = 0.4 esc 9 


9 = 0 r = — 0.4(csc9cot 9)9 
= —0.2 esc 9 cot 9 

r = —0.2(-esc 9 cot 9) (9) cot 9 — 0.2 esc 9(— esc 2 9)9 
= 0.1 esc 9(cot 2 9 + esc 2 9) 

AI evatuar estas formulas en 9 = 60°, obtenemos 
9 = 0.5 r = 0.462 


9 = 0 r = -0.133 


r = 0.192 

a r = f - r& = 0.192 - 0.462(0.5 f = 0.0770 

a B = r9 + 2r9 = 0 + 2(-0.133) (0.5) = -0.133 

Si sustituimos estos result ados en las ecuaciones 1 y 2 con 9 = 60° y 
resolvemos, se obtiene 

N c = 19.5 N Fp = -0.356 N Resp. 

El signo negativo indica que Fp actua opuesta a la direcdOn mostra- 
da en la figura 13-206. 



(a) 



(b> 


1%. 13-20 
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EJEMPLO 13.12 




0 


(b) 


Una lata Cde 0.5 kg de masa se mueve a to largo de una ranura hori¬ 
zontal que se muestra en la figura 13-21* La ranura tiene ta forma 
de una espiral, la cual estS definida por la ecu acid n r = (O.10)m, 
donde 0 estd en radianes. Si el brazo OA gira a una velocidad cons- 
tante B = 4rad/s en el piano horizontal, determine la fuerza que 
qerce en la lata en el instante B = v rad. Ignore la fricciOn y el 
tamafto de la lata. 


S0LUCI6N 


Diagrams da cuarpo libra. La fuerza impulsora F c actda per¬ 
pendicular al brazo OA, en tanto que la fuerza normal a ia pared 
de la ranura en la lata, N c , io hace perpendicular a la tangente a la 
curva en B = it rad, figura 13-216. Como siempre, se supone que a r 
y % actiian en las c&recciones positivas de r y B, respectivamente. 
Como la trayectoria esti especificada,el Angulo tfique la Irnea radial 
extendida r forma con la tangente, figura 13-21c, se determina con 
la ecuackm 13-10. Tenemos r = 0.10, de modo que drjdB = 0.1, y 
por consiguiente 


t an tjf - 


r 

drjdB 


010 

0.1 


= 0 


Cuando 0 = it, i/» = tan 1 it = 72.3°, de modo que <f> = 90° - ifi = 17.7°, 
como se muestra en 1a figura 13-21c. Identifique las cuatro incogni¬ 
tas en la figura 13-216. 

Ecuaciones da movimiento. Con 4 > = 17.7° y los datos de la figu¬ 
ra 13-216, tenemos 

2/v = map. At cos 17.7° = 0.5a, (1) 

+ i'2F g = map F c - N c sen 17.7° = 0.5a e (2) 



Tangente q 


Cinematics. Las derivadas con respecto al tiempo de r y 0 son 

0 = 4 rad/s r = 0.10 

0 = 0 r = 0.10 = 0.1(4) = 0.4 m/s 

r = 0.10 = 0 

En el instante 0 = it rad, 

a, = y - rfc = 0 - 0.1 (it) (4) 2 = -5.03 m/s 2 
= r0 + 2rB = 0 + 2 (0.4) (4) = 3.20 m/s 2 

Al sustituir estos result ados en las ecuaciones 1 y 2 y resolver, results 

N c = -2.64 N 

F c = 0.800 N Resp. 

iQu6 indica el signo negativo de N c ? 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F13-13* Determine la velocidad angular constante B del 
poste vertical del juego mecinico si <f> = 45°, Ignore la 
masa de las cables y la estatura de los pasajeros. 



F13-14. La bola de 0.2 kg es impulsada por medio de aire 
a travds del tubo circular vertical liso cuya forma esli defi- 
nida por r = (0,6 sen B) m, donde fiesta en radianes. Si Q = 
(7T r) rad, donde i esti en segundos, determine la mag- 
niLud de la fuerza F ejercida por el ventilador en la bola 
cuando t = 0.5 s. 


F13-15* El automdvil de 2 Mg toma la curva descrita 
por t = (SOe 30 ) m, donde & esti en radianes. Si se colo- 
ca una cdmara en A y gira con una velocidad angular de 
0 = 005 rad/s y una aceleracidn angular de B = 0.01 rad/s 2 
en el instante 0 = f rad, determine la fuerza de f rice id n 
lesultante desarrollada entre las llantas y la carretera en 
este instante, 



F13-16. El pasador P de 0.2 kg sdlo puede moverse en 
la ranura curva lisa, la cual est3 definida por la lemniscata 
/ = (0,6 cos 20) m. Elbrazo ranurado 0j4,elcual tiene una 
velocidad angular constante en sentido de las manecillas del 
telojde 0 = -3 rad/s,controlasu movimiento. Determine 
la fuerza que ejerce el brazo OA en el pasador P cuando 
B = 0°. El movimiento se da en el piano vertical. 




F13-14 


F13-16 
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Cap[tulo 13 CinilTica de una particular fuerza y aceleraciOn 


PROBLEM AS 


*13-84. La trayectoria del movimiento de una partfcu- 
la de 5 lb en el piano horizontal se describe en funcidn 
de coordenadas polares como r = (2/ + 1) pies y 8 = 
(0.5^ - t) rad, donde t estjl en segundos. Determine la 
magnitud de la fuerza resultante que actda en la partfcu- 
la cuando t = 2 s, 

•13-85* Determine la magnitud de la fuerza resultante 
que actda en una partfcula de 5 kg en el instante t = 2 s, si 
gsta se mueve a lo largo de una trayectoria horizontal defi¬ 
nida por las ecuaciones r = (It + 10) m y 8 = (1.5t 2 - 6 1 ) 
rad, donde festA en segundos. 

13-86. Una partfcula de 2 kg viaja a lo largo de una tra¬ 
yectoria horizontal definida por 

' = (i' 3 + 2 ) m '^ = (t)^’ 

donde t estA en segundos. Determine las componentes 
radial y transversal de la fuerza ejercida en La partfcula 
cuando t = 2 s. 

13-87* Una partfcula de 2 kg viaja a lo largo de una tra¬ 
yectoria horizontal definida por 

/■ = (3 + 2/ 2 )m, 6 = (V + 2^ rad 

y z = (5 - 2t 2 )m, donde te stA en segundos. Determine las 
componentes /■, 0, z que la trayectoria ejerce en la partfcu¬ 
la en el instante t = 1 s. 

*13-88. Si el coeficiente de friccidn estAtica entre el blo- 
que de masa m y la tornamesa es determine la veloci¬ 
dad angular constante maxima de la plataforma sin que el 
bio que se deslice. 



•13*89. El anillo C de 0.5 kg puede deslizarse libremente 
a lo largo de la barra lisa AB. En un instante dado, la barra 
AB gira con una yelocidad angular 8 = 2 rad/s y una ace- 
leracidn angular 8 = 2 rad/s 2 . Determine la fuerza normal 
de la barra AB y la reaction radial de la placa B en el ani¬ 
llo en este instante. Ignore la masa de La barra y el tamafio 
del anillo. 



Fttib. 13-89 

13-90. La barra AB de 2 kg sube y baja a medida que su 
extremo se desliza sobre la superficie contorneada lisa de 
la leva, donde r = 0.1 m y z = (0.02 sen 8) m. Si la leva gira 
a una velocidad angular constante de 5 rad/s> determine la 
fuerza que la leva ejerce en el rodillo A cuando 8 = 90°. 
Ignore La friccidn en el cojinete Cy la masa del rodillo. 

13-9L La barra AB de 2 kg sube y baja a medida que su 
extremo se desliza sobre la superficie contorneada Lisa de 
la leva, donde r = 0.1 m y z = (0.02 sen 8) m. Si la leva gira 
a una velocidad angular constante de 5 rad/s* determine la 
fuerza maxima y mfnima que la leva ejerce en el rodillo en 
A. Ignore la friccidn en el cojinete Cy la masa del rodillo. 



Ftaht 13-88 


Probs. 13-90/91 
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*13-92* Si el coeficiente de friccidn esiiiica entre la 
superficie cdnica y el bloque de masa m es = 0.2, deter¬ 
mine la velocidad angular cons La me minima 8 de mode 
que el bloque no se deslice hacia abajo. 

*13-93. Si el coeficiente de friccidn estatica entre la 
superficie ednica y el bloque es /£* = 0.2, determine La velo¬ 
cidad angular constante maxima 8 de modo que el bloque 
no se deslice hacia arriba. 



Probs* 13-92/93 


13-95. El mecanismo gira spbre el eje vertical a una velo¬ 
cidad angular constante de 8 = 6rad/s. Si la barra AB es 
lisa, determine la posicidn constante rdel anillo Cde 3 kg. 
La longitud no alargada del resorte es de 400 mm. Ignore 
la masa de la barra y el tamafio del anillo. 


13 



13*94* Si la posicidn del anillo C de 3 kg sobre la barra 
lisa AB se mantiene en r = 720 mm, determine la velo¬ 
cidad angular constante 8 a la cual gira el mecanismo en 
lorno al eje vertical. La longitud no alargada del resorte 
es de 400 mm. Ignore la masa de la barra y el tamafio del 
anillo. 



* 13-96. Debido a la restriccidn, el cilindro C de 0.5 kg viaja 
a lo largo de la trayectoria descrita por r = (0.6 cos &)m. 
Si el brazo OA gira en sentido contrario al de las mane- 
cillas del reloj con una velocidad angular de 8 = 2 rad/s 
y una aceleracidn angular de 8 = 0.8 rad/s 2 en el instante 
8 = 30°, determine la fuerza ejercida por el brazo en el 
cilindro en este instante. El cilindro est£ en contacto con 
sdlo un borde de la ranura y el movimiento ocurre en el 
piano horizontal. 



Pfroh. 13-94 


Prob. 13-96 
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*13-97* La lata lisa de 0.75 lb es guiada a lo largo de 
la trayeetoria circular por el brazo. Si £ste gira eon una 
yelocidad angular 8 = 2 rad/s y una aceleracidn angular 
8 = 0.4 rad/s 2 en el instante 8 = 30°, determine la fuerza 
que ejerce la gufa en la lata. El movimiento ocurre en el 
piano horizontal. 

13-98* Resuelva el problema 13-97 si el movimiento ocu- 
tre en el piano vertical. 



13-99* Se utiliza la horquilla para mover la partfcula de 
2 lb alrededor de la trayeetoria horizontal que tiene la forma 
de un lima^on, r = (2 + cos 8) pies. Si en todo mo men to 
8 = 0.5 rad/s, determine la fuerza que ejerce la horquilla 
en la particula en el instante 8 = 90°. La horquilla y la tra- 
yectoria tocan la particula en sdlo un lado. 

*13-100* Resuelva el problema 13-99 en el instante 8 = 60°. 

•13-101* Se utiliza la horquilla para mover la particula 
de 2 lb alrededor de la trayeetoria horizontal que tiene la 
forma de un lima^on, r = (2 + cos 0) pies. Si 8 = (0.5I 3 ) 
rad, donde t est£ en segundos, determine la fuerza que 
ejerce la horquilla sobre la partfcula en el instante t = Is. 
La horquilla y la trayeetoria tocan la partfcula en stilo 
un lado. 



13-102* El juego mecinieo gira a una velocidad angular 
constante de 8 = 0.8 rad/s. Si la trayeetoria del juego es 
definida por r = (3 sen 8 + 5) m y z = (3 cos 8) m, deter¬ 
mine las componentes r, 8 y z de la fuerza ejercida por el 
asiento en el nifto de 20 kg cuando 8 = 120°. 



13-103. El avidn ejeeuta un rizo vertical definido por 
r 2 = [810(lQ?)cos 20] m 2 . Si el piloto mantiene una rapidez 
constante w = 120 m/s a lo largo de la trayeetoria, deter¬ 
mine la fuerza normal que el asiento ejerce sobre £1 en el 
instante 0 = 0 D . La masa del piloto esde 75 kg. 
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13.6 


*13-104* Un muchacho firmemente parade le da vueltas 
a la mucbacha sentada en un “plato” o trlneo redondo en 
una trayectoria circular de radio = 3 m de modo que 
su velocidad angular es 0n = 01 rad/s. Si se Lira del cable 
OC hacia dentro de modo que la coordenada radial rcam- 
bie con una velocidad constante r = -0.5 m/s, determine 
la tensidn que ejerce en el trineo en el instante r = 2 m. 
La masa de la mucbacha y el trineo es de 50 kg. Ignore 
el tamaflo de la mucbacha y el trineo y los efectos de b 
friccidn entre el trineo y el hielo P Sugerenckt: primero 
demuestre que La ecuacidn de movimiento en la direccidn 
8 resulta = r8 + 2r& = (1/r) d/dt{r*8) = 0- AI inte- 
£*arse, r^8 = C, donde la constante C se determina con los 
datos del problema. 



Prob* 13-104 


13-105* La masa de b partfeub es de 80 g. Esta unida a 
una cuerda ebstica que se exdende deOaPy debido al 
brazo ranurado se mueve a lo largo de b trayectoria circu- 
lar horizontal r = (0.8 sen 0) m. Si la rigidez de b cuerda es 
k = 30 N/m y su longitud no alargada es de 0.25 m, deter¬ 
mina la fuerza que ejerce el brazo en la particula cuando 
8 = 60°. El brazo gub tiene una velocidad angular cons- 
tante 8=5 rad/s. 

13-106* Resuelva el problema 13-105 si 8 = 2 rad/s 2 cuan¬ 
do 8 = 5 rad/s y 8 = 60°. 



13-107* El cilindro C de 1.5 kg se mueve a lo largo de b 
trayectoria descrita por r = (0.6 sen 0) m. Si el brazo OA 
gira en sentido com ratio al de las manecilbs del reloj a una 
velocidad angular constante 8 = 3rad/s, determine b fuer¬ 
za ejercida por b ranura del brazo OA en el cilindro en el 
instante 8 = 60°. La rigidez del resorte es de 100 N/m y 
no esb abrgado cuando 8 = 30°. Sdlo un horde del brazo 
ranurado toca el cilindro. Ignore el tamaflo del cilindro. El 
movimiento ocurre en el plane horizontal. 

*13-108. El cilindro Cde 1.5 kg se despbza a lo largo de 
la trayectoria descrita por r = (0.6 sen 0) m. Si el brazo 
OA gira en sentido contratio al de bs manecilbs del reloj a 
una velocidad angular de 8 = 3 rad/s, determine b fuerza 
ejercida por la ranura lisa del brazo OA sobre el cilindro 
en el instante 8 = 60°. La rigidez del resorte es de 100 N/m 
y cuando 8= 30° no esb abrgado. Sdlo un horde del brazo 
ranurado toca el cilindro. Ignore el tamaflo del cilindro. El 
movimiento ocurre en el piano vertical. 



O 


Probs* 13-107/108 


*13-109* Cbn presidn neuirbtica, se hace que una bob 
de 0.5 kg se mueva a trav£s del tubo instabdo en el piano 
horizontal y cuya forma es b de una espiral lagantmica. 
Si b fuerza tangenrial ejercida en b bob por b presidn 
neuttbtica es de 6 N, determine la tasa de incremento en la 
rapidez de b bob en el instante 8 = tt/Z Adenbs, ^cu31 es 
el Angulo Centre b coordenada radial r y b linea de acrid n 
de La fuerza de 6 N? 



Probs* 13-105/106 


Prnb* 13-109 
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13-110* El tubo gira en el piano horizontal a una veloci- 
dati constante 8 = 4 rad/s. Si una bola B de 0.2 kg comien- 
za a moverse del reposo en el origen O con una velocidad 
radial initial r = 1.5 m/s y se mueve hacia fuera a trav£s 
del tubo, determine las componentes radial y transversal 
de su velocidad en el instante en que deja el extreme exter- 
RoC,f= 0.5 m. Sugerencia: demuestre que la ecuacidn de 
movimiento en la direction r es r - 1 6r = 0. La solucidn 
es de La forma r = Ae _4i + Be 41 . Evaltie las constantes de 
integracidn A y B y determine el tiempo t cuando r = 0.5 m. 
Rrosiga para obtener ivy % 


*13-112* El brazo OA guia la bola de 0.5 lb a lo largo de 
la trayectoria circular vertical r = 2r c cos 8. Si la veloci¬ 
dad angular del brazo es 8 = 0.4 rad/s y una aceleracidn 
angular 8 = 0.8 rad/s 2 en el instante 8 = 30°, determine la 
fuerza del brazo en la bola. Ignore la friccidn y el tamafto 
de la bola. Establezca r c = 0.4 pies. 

*13-113* El brazo OA gu£a la bola de masa m a lo largo 
de la trayectoria circular vertical r = 2r c cos 8. Si la veloci¬ 
dad angular constante del brazo es 8^ determine el Angulo 
8 ^ 45° al cual la bola comienza a dejar la superficie del 
semicilindro. Ignore la friccidn y el tamafio de la bola. 


z 



Ptiib. 13-110 


13-111* El piloto de un avidn ejecuta un rizo vertical 
el cual en parte sigue la trayectoria de un cardioide, r = 
600(1 + cos 8) pies. Si su rapidez en A {8 = 0°) es una 
constante v P = 80 pies/s, determine La fuerza vertical que 
el cinturdn de seguridad debe ejercer en £1 para mantener- 
b en su asiento cuando el avidn hace un rizo invertido en 
A. El piloto pesa 150 lb. 



13-114, La masa de la bola es de 1 kg y se mueve sdlo 
a lo largo de una ranura vertical debido a la rotacidn del 
brazo liso OA, Determine la fuerza del brazo en la bola y 
la fuerza normal de la ranura en la bola cuando 8 = 30°, El 
brazo gira a una velocidad angular constante 8=3 rad/s. 
Suponga que sdlo un lado de la ranura toca la bola en todo 
momento. 

13-115* ResueIva el problems 13-114, si la velocidad 
angular del brazo es 8 = 2 rad/s 2 cuando 8=3 rad/s en 

8 = 30°. 



A 
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*13.7 Movimiento de fuerza central y 
mecanica espacial 

Si tina partfcula se mueve sblo bajo ia inGuencia de una fuerza cuya 
Efnea de accibn siempre esti dirigida hacia un punto fijo, el movimiento 
se llama movimiento de fuerza central. Por lo comiin, este tipo de movi¬ 
miento fo provocan ftierzas electrostiticas y gravitatorias. 

Para analizar el movimiento, consider are mos la partfcula Pde la figu- 
ra 13-22a,de masa m en la que act da sblo la fuerza central F. El diagra- 
ma de cuerpo fibre de la partfcula se muestra en la figura 13-226. Con 
oooidenadas polares (r, 0), las ecuaciones de movimiento, ecuaciones 
13-9, se escriben 


SE, = ma r 


'2F g = mag. 


-F = m 


r dV 

.dt 2 


<f)1 


= 


d 2 d dr dO ' 

r dt 1 dt dt ,■ 


(13-11) 


-i 

f r iM\ 1 

.dt ' 

^ dt) \ 


La segunda de estas ecuaciones se escribe como 

1 
r 

de modo que al integrar se obtiene 

2 dO 

r — = h 
dt 


(13-12) 


Aquf h es la constante de integradbn. 

En la figura 13-22s observe que el ire a sombreada descrita por el 
radio r, a medida que r describe un ingulo dd, es dA = \r 2 d0. Si la 
velocidad areal se define como 





dA _ 1 2 d0 _ h 
dt ~ 2 dt ” 2 


(13-13) 


entonces se ve que la velocidad areal de una partfcula sometida a movi¬ 
miento centralizado es constante. Expresado de otra manera, la partfcu- 
Ea barreri segmentos de irea iguales por unidad de tiempo a medida 
que se desplaza a lo largo de la trayectoria. Para obtener la trayectoria 
del movimiento, r = /(d), la variable independiente t se elimina de las 
ecuaciones 13-11. Con la regia de la cadena del cilcuto y la ecuacibn 
13-12, las denvadas con respecto al tiempo de las ecuaciones 13-11 se 
pueden neemplazar por 

dr _ dr d& _ h dr 

dt d8 dt r 2 dd 


dV 

dt 2 


f h dr\ 

1 

^dr N 

\d$ _ 

— 1 

(h_ dr\ 

1A 

Wde) 

dd' 

^ r 2 d9; 

>dt = 

.dd' 

\r do) 
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Este satelite esta sometido a una f uerza 
central y su movimiento orbital sc puede 
pronosticar con exactitud mediante las 
ecuaciones desarrolladas en esta sec- 
ci6n. 


S sustituimos una nueva variable dependiente (xi) £ = 1/ren lasegun- 
da ecu acid n, tenemos 


*L - 

dt 2 * d& 

Adem4s, el cuadrado de la ecuacidn 13-12 se escribe 



A1 sustituir estas dos ecuaciones en la primera de las ecuaciones 13-11 
se tiene 


- *y - — 


de 


m 



F 

ml-p-f 


(13-14) 


Trayectoria 
de vuelo libre 




r = r, 


Sat^lite 


Trayectoria 
/ de vuelo 
propulsado 


Fig. 13-23 


Esta ecuacidn diferendat define la trayectoria por la que la partfcula 
viaja cuando se somete a la fuerza central F * 

Para su aplicaeibn, se considerara la fuerza gravitatoria. Algunos 
qemplos comunes de sistemas de fuerza central que dependen de la 
gravitacidn induyen el movimiento de la Luna y satdlites artificiaies 
alrededor de la Tierra, y el movimiento de los planetas alrededor del 
Sol. Como un problema tipico de mecinica espacial, considere la tra¬ 
yectoria de una satdlite o veMculo espacial lanzado a una brbita de 
vuelo libre con una vetocidad inicial v 0 , figure 13-23. Se supondri que 
esta vefocidad inicialmente es paralela a la tangente en la superficie 
terrestre, como se muestra en la figura.t Un poco despuds de que el 
satdlite vuela libremente, la unica fuerza que actda en dl es la fuerza 
de gravitacidn de la Tierra. (Las atraociones gravitatorias que imptican 
otros cuerpos como la Luna o el Sol se omitiran puesto que el caso de 
brbitas cercanas ala Tierra su efecto es mi'nimo comparado con la gravi- 
taddn de la Tierra.) De acuerdo con la ley de fa gravitaddn de Newton, 
la fuerza Fsiempre actuard entre los centres de masa de la Tierra y el 
satdlite,figura 13-23. De acuerdo con la ecuacidn 13-1, la magnitud de 
esta fuerza de atraceidn es 


donde M e y m representan la masa de la Tierra y el satdlite, respec- 
tivamente, G es la contante gravitational y r es la distancia entre los 


*En la derivation* F se considera positiva cuando est£ dirigida hatia el punto O. Si F 
esti opuestamente dirigida, el lado derecho de la ecuaciOn 13-14 deberi ser negative. 

fEl caso en que v ft actiia a un cierto Angulo inicial 8 con respecto a la tangente*puede 
describirse mejor mediante la conservation de la cantidad de movimiento angular {vea 
prob. 15-100). 
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oentros de masa. Para obtener la trayectoria orbital, establecemos 
£ = 1/ren la ecuacidn precedente y sustituimos el resultado en la ecua¬ 
cidn 13-14. Obtenemos 


^ , GMe 

de 2 f h 2 


(13-15) 


Esta ecuacidn diferendal de segundo oiden contiene coeficientes cons- 
tames y es no homogdnea. La solucion es la suma de las soluciones 
complement arias y partial lares proporcionadas por 

1 , . GM e 

( = - = C cos {9 - 4) + —jjr (13-16) 


Esta ecuaridn representa la trayectoria de vuelo libre del satdlite. Es 
la ecuacidn de una seccidn cdnica expresada en funcidn de coordenadas 
poiares. 

Una interpretacidn geometric a de la ecuacidn 13-16 requiere conocer 
fa ecuacidn de una seccidn cdnica. Como se muestra en la figura 13-24, 
una seccidn cdnica se define como el lugar geomdtrico de un punto 
P que se desplaza de modo que la reladdn de su distancia a un foco, 
punto fijo F, a su distancia perpendicular a una Imea fija DD Ilamada 
directriz es constante. Esta relation constante se denotarfi como e y se 
Hama excentricidad. Por definicion 


e 


FP 

PA 


Por la figura 13-24, 



Rg. 13-24 


FP = r = e{PA) = e\p — rcos(0 — <£)] 


O 


1 

r 


= — cos(0 - $) 
P 



AI comparar esta ecuacidn con la ecuacidn 13-16, se ve que la distancia 
fija del foco a la directriz es 


P 



(13-17) 


Y la excentricidad de la seccidn cdnica de la trayectoria es 


= 

£ ~ GM e 


13 


(13-18) 
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Fig. 13-24 (cant.) 


Siempreque el Angulo polarise mklaconrespecto aleje x (unejede 
smetrfa puesto que es perpendicular a la directriz), el Anguto 4> es cero, 
figura 13-24, y por consiguiente la ecuacidn 13-16 se reduce a 


— = C cos 9 + 
r 


GM e 

£ 


(13-19) 


Las constantes h y C se determinan con los datos obtenidos para la 
posicidn y velocidad del satdfite al final de la trayectoria de vuelo pro- 
pulsado. Por ejempto, si la aitura o distancia inicial al vehiculo espacial 
es r 0 , medida desde el centra de la Tierra y su velocidad inicial es v 0 
al principio de su vuelo libre, figura 13-25, entonces fa constante h se 
ohtiene con la ecuacidn 13-12. Cuando 9 = <j> = 0°, la velocidad vo no 
Sene oomponente radial; por consiguiente, de acuerdo con la ecu acid n 
12-25, Vo = r a (d9/dt) t de modo que 


o 



h = r 0 Vo 


(13-20) 


Para determinar C, use la ecuacidn 13-19 con 9 = 0°, r = r 0 y sustituya 
en la ecuacidn 13-20 para h: 



(13-21) 


La ecuacidn de la trayectoria de vuelo libre es 


1 1 (, 

CM/ 

\ a , GM e 

r 0 ) \ 


)cos0 + , , 

1 44 


(13-22) 


El tipo de trayectoria recorrida por el satelite se determina con el 
valor de la excentriddad de la seccidn conic a dada por la ecuacidn 
13-18. Si 


e = 0 la trayectoria de vuelo fibre es un cfrcufo 
e = 1 la trayectoria de vuelo libre es una parabola 
e < 1 la trayectoria de vuelo libre es una elipse 
e > 1 la trayectoria de vuelo fibre es una hipdrbola 


(13-23) 
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Tray«ctoria parabOlka. Cada ima de estas trayectorias se muestran 
en la figura 13-25. Por las curvas se ve que cuando el sat&ite sigue una 
trayectoria parabdlica, est£ “en el borde” de nunca regreso a su ptrnto 
de partida iniciai. La vetocidad de lanzamiento inicial, v 0 , requerida 
para que el sat&ite siga una trayectoria parabdKca se Hama velocidad 
de escape. La rapidez v e se determina con la segunda de las ecuaciones 
13-23, e = 1, con las ecuaciones 13-18,13-20 y 13-21. Se deja como ejer- 
dcio demostrar que 


13 


% 


4 


2GM. 


ro 


(13-24) 


6rbHa circular. La rapidez v c requerida para lanzar un sat^lite a una 
drbita circular se puede determinar mediante la primera de las ecua¬ 
ciones 13-23, e = 0. Como e est£ relacionada con h y C, ecuacibn 13- 
18, C debe ser cero para satisfacer esta ecuacibn (de acuerdo con la 
ecuacibn 13-20, h no puede ser cero); y por consiguiente, mediante 
la ecuacibn 13-21, tenemos 


% = 



(13-25) 


Siempre que r (l represent a una altura minima de lanzamiento, en la cual 
la resistencia de la atmbsfera se omite, las velocidades de lanzamiento 
menores que v c haran que el satblite reingrese a la atmbsfera y o se 
queme o estreile, figura 13-25. 


Trayectoria hiperhdlica 
e>l 



Trayectoria parabdlica 

e-l __ 


__ Trayectoria elfptica 

0<*<1 


ITayectoria ^ctoria 

de colisirin c,Ica ^ 

e = 0 


' 


/ 


Fig. 13-25 
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Fig. 13-26 


Orb it a ellptka. Todas las trayectorias akanzadas por tos planetas 
y la mayorfa de las sat Elites son e Optic as, figura 13-26. Para la drbi- 
ta de un satelite atrededor de la Tieira, la distancia minima de la drbita 
al centro de la Tierra O (el cuai se encuentra localizado en uno de tos 
locos de la elipse) es r p y se determina con la ecuacidn 13-22 y 9 = 0°. 
Por consiguiente; 



(13-26) 


Esta distancia minima se llama perigee de la drbita. El apogeo o dis¬ 
tancia maxima r a se determina con la ecu acid n 13-22 y $ = 180°.* Por 
tanto, 


r o 

(2GM e /r a i%) - 1 


(13-27) 


Con referenda a la figura 13-26, la mitad del eje mayor de la elipse es 

r p + r a 

a = (13-28) 

Por geometrfa analtrica se puede demostrar que la mitad del eje menor 
se determina con la ecu acid n 


b = 



(13-29) 


*En realidad 1 la terminologia perigeo y apogeo tiene que ver sdlo con drbitas aliede- 
dor de Ja Tierra. Si cualquier otio cuerpo celestial se localiza en el foco de una drbita 
dipticajas distandas rcrinimas y maxhnassc conocen respectivamente como periapsis 
y apoapsisds la drbita ^ 
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Adem£s, mediante integration directa, el area de una efipse es 


A = nab = ^(f p + r a )\fry a 


(13-30) 


13 


La ecuacidn 13-13 definid la velocidad areal, dA/dt = A/2. AJ integrar 
se obtiene A = A 7/2, donde Tea el periodo para realizar una revolution 
orbital. Segun la ecuatidn 13-30, el periodo es 



(13-31) 


Adem&s de predecir la trayectoria orbital de satdKtes terrestres, la 
teorfa desanoltada en esta section es vilida, hasta una aproximatidn 
sorprendentemente cercana, al predecir el movimiento real de los pla- 
netas que viajan alrededor del Sol. En este caso, la masa del Sol, Af^se 
debia sustituir por M e cuando se utilicen las formulas apropiadas. 

El hecho de que los planetas sigan drbitas eb'pticas alrededor del 
Sol fue descubierto pore! astrdnomo alemdn Johannes Kepler a prin- 
cipios del sigio xvn. RealizO su descubrimiento antes de que Newton 
hubiera desarrollado las leyes del movimiento y la ley de la gravitation 
y por tanto con el tiempo constituyd una importante comprobatidn de 
la vatidez de estas leyes. Las leyes de Kepler, desarroiladas despuOs 
de 20 aflos de observation planetaria, se resumen oomo sigue: 


1. Todo planeta viaja en su drbita de tal suerte que la Knea que lo 
une con el centro del Sol bane Sreas iguales a intervals iguales, 
cualquiera que sea la longitud de la line a. 

2. La drbita de todo planeta es una elipse con el Sol colocado en 
uno de sus focos. 

3. El cuadrado del periodo de cualquier planeta es directamente 
proporcional al cubo del eje mayor de su drbita. 


Las ecuaciones 13-13 y 13-22 dan un enunciado matemdtico de la 
primera y segunda leyes, respectivamente. La tereera ley puede com- 
prebarse con la ecuatidn 13-31 mediante las ecuaciones 13-19,13-28 y 
13-29 (vea el problema 13-116). 
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EJEMPLO 13.13 


i? ft = 30 Mm/h / 



600 km 


Fig. 13-27 


Se lanza un satdite a 600 km de la superfide terrestre, con una velo- 
ddad inidal de 30 Mm/h que actda paralela a la tangente en la super¬ 
fide terrestre, figura 13-27. Suponga que el radio de la Tierra es de 
6378 km y que su masa es de 5.976(10 2 *) kg, y determine (a) la excen- 
triddad de la trayectoria orbital y (b) la veloddad del satdlite en el 
apogeo. 

SOLUClON 

Part* (a). La excentriddad de la drbita se obtiene con la ecuacidn 
13-18. Primerose determinan las constantes hy C con las ecua- 
dones 13-20 y 13-21. Como 

r p = r 0 = 6378 km + 600 km = 6.978(10 6 ) m 
Vo = 30 Mm/h = 8333.3 m/s 


entonces 


h = r p v o = 6.978(10*)(8333.3) = 58.15(10*) m 2 /s 

r p\ r$J 


6.978(10*) {’ 


66.73(10“ 12 )[5.976(10 24 )] 
6.978(10^) (8333.3) 2 


6.978(10*) 

For consiguiente, 

Ch 2 2.54(10~*)[58.15(10*)J 2 


J = 25.4(10 




) m 


gm, 66.73(io~ 12 )[5.976(ioi 24 )] 


= 0.215 < 1 Resp. 


Por la ecuaddn 13-23, se ve que la brbita es una etipse. 

Parte (b). s el satdiite hubiera sido lanzado en el apogeo A que 
se muestra en la figura 13-27, con una veloddad v,i, se mantendn'a 
la misma drbita siempre que 

h = r p v o = r„VA = 58.15(10*) m 2 /s 
Por la ecuaddn 13-27, tenemos 


6.978(10*) 


2GM, _ 1 2[66.73(10“ 12 )I5.976(10 m )] 

t p v o 6.978(10*) (S333.3) 2 


= 10.804(10*) 


Por tanto, 


= 


58.15(10*) 

10.804(10*) 


= 5382.2 m/s = 19.4 Mm/h Resp. 


NOTA: cuanto mis se aleja el sat&ite de la Tierra, mis lento se 
mueve, lo que era de esperarse, puesto que h es constante. 
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PROBLEMAS 


En los siguientes problemas, excepto en los que se indi- 
que lo contrario, suponga que el radio de la Tierra es de 
6378 km, que su masa es de 5.976 (10 24 ) kg, que la masa 
del Sol es de 1,99 (lG^kg y que la constante gravitatio¬ 
nal es G = 66.73 (10 -12 ) m 3 /(kg * s 2 ), 

*13-116* Cbmpruebe Ja tercera ley del movimiento de 
Kepler, Swgerertcifl: use las ecuationes 13-19, 13-28, 13-29 
y 13-31, 

•0-117* El explorador Viking se aproxima al plane ta 
Marte en una trayectoria parabblica eomo se muestra. 
Qiando llega al punto A su velocidad es de 10 Mm/h. 
Determine r fl y la velocidad requerida en A de modo que 
pueda mantenerse entonees en una drbita circular como 
se muestra, La masa de Marte es 0.1074 veces la masa de 
la Tierra. 



■ 6 ,- 

Pmh. 0-117 


13-118* El sat^lite describe una drbita elfpdca alrededor 
de La Tierra como se muestra. Determine su velocidad en 
el perigeo P y en apogeo A y el pedodo del sat£lite. 



2 Mm 


13-119. El sat^lite se mueve en una brbita elfpdca eon 
una excentdcidad e = 0.25. Determine su velocidad cuan- 
do est£ en su distancia maxima A y dislands minima B de 
la Tierra. 



* 13-120* Se Lanza el transbordador espacial con una velo- 
ddad de 17 500 mi/h paralela a la tangente de la superfi- 
cie terrestre en el punto P y en seguida viaja alrededor de 
la brbita elfpdca, Cuando llega al punto A, sus motores 
se endenden y su velocidad se incrementa de repente. 
Determine el incremento de velocidad requerido de modo 
que entre en la segunda drbita elfpdca. Considere G = 
34.4(10 -9 ) pies 4 /lb ■ s 4 , M r = 409(1CF 1 ) slug y r e = 3960 mi, 
donde 5280 pies = mi. 


1500 mi 



4500 mi 


Prob* 13-120 

• 13-121. De termine el incre men to de velocidad del tr ans¬ 
bordador espacial en el punto P de modo que viaje desde 
una brbita circular hasta una drbita elfpdca que pasa por 
el punto -4. Adem$s, calcule la rapidez del transborda¬ 
dor en A. 



2 Mm 


Prob* 13-118 


Prob* 13-121 
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13-122* El cohete vuela libre me nte a lo largo de una 
trayectoria elfptica A 1 A. El planeta no dene atmdsfera y 
su masa es 0.60 veces la de la Tierra. Si la drbita dene el 
apoapsis y periapsis mostrados, determine la velocidad 
del cohete cuando esti en el punto A, Considere G = 
34.4(10 -9 ) (lb ■ pie 2 )/slug 2 , M e = 409(10 21 ) slug, 1 mi = 
5280 pies. 

13-123* Si el cohete va a aterrizar en el superficie del pla¬ 
neta, determine la velocidad de vueio libre que debe tener 
en A' de mode que aterrice en B. iQu& tan to dempo se 
tequiere para que el cohete aterrice, al ir de A 1 a if? El 
plane ta no de ne atmdsfera y su masa es 0.6 veces la de 
la Tierra. Considere G = 34.4(10 _9 )(lb ‘pie 2 )/slug 2 , M E = 
409(1 tf 21 ) slug, 1 mi = 5280 pies. 



*13-124* Se dene que colocar un sat^lite de comunica- 
dones en una drbita circular ecuatorial alrededor de la 
Tierra de modo que permanezea siempre sobre un pun to 
directo de la superficie terrestre. Si esto requiere que el 
periodo sea de 24 horas (aproximadamente) determine 
el radio de ladrbita y la velocidad del satglite. 

*13-125* La ecuacidn 13-25 proporciona la rapidez de un 
sat^lite lanzado a una drbita circular alrededor de la Tierra. 
Determine La velocidad de un sat£lite lanzado paralelo a la 
superficie terrestre, de modo que viaje en una drbita circu¬ 
lar a 800 km de la superficie terrestre. 

13-126* La drbita de la Tierra tiene un excentricidad 
e = 0.0821 alrededor del Sol. Como la distancia mfnima 
de la Tierra al Sol es de 151.3(10^) km 5 encuentre a qu6 
velocidad viaja el cohete cuando esti a esta distancia. 
Determine la ecuacidn en coordenadas polares que descri- 
ba la drbita de la Tierra alrededor del Sol. 


13-127* Un cohete se encuentra en una drbita elfptica de 
vueio libre alrededor de la Tierra de modo que la excen¬ 
tricidad de su drbita es ey su perigeo es % Determine el 
incremento mfnirno de rapidez que deberi tener para esca- 
par del campo gravitacional de la Tierra cuando est3 en 
este punto a lo largo de su drbita. 

*13-128* Un cohete est3 en una drbita circular alrededor 
de la Tierra a una altitud h = 4 Mm. Determine el incre¬ 
mento de rapidez que debe tener para que escape del 
campo gravitacional de la Tierra. 

*13-129* El cohete esta en vueio libre a lo largo de una 
trayectoria elfptica A 1 A. El plane ta no tiene atmdsfera y su 
masa es 0.70 veces la de la Tierra. Si el cohete tiene apoap¬ 
sis y periapsis como se muestra en la figura, determine la 
rapidez del cohete cuando est£ en el punto A, 



Proh, 13-129 


13-130. Si el cohete va a aterrizar en la superficie del pla¬ 
neta, determine la velocidad de vueio libre requerida que 
debe tener en A 1 de modo que choque con el planeta en B . 
^Cuinto tiempo requiere el cohete para aterrizar al ir de 
A T a Ba lo largo de una trayectoria elfptica? El planeta no 
tiene atmdsfera y su masa es 0.70 veces la de la Tierra. 
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13-13L Se lanza el sat£lite paralelo a la tangent© de la 
superficie terrestre con una velocidad de = 30 Mm/h 
desde una altitud de 2 Mm sobre el nivel del mar cotno se 
muestra. Demuestre que la drbita es elfptica y determine 
la velocidad del sat^lite cuando Uega al punto A. 



2Mm 


Prtib* 15-131 


*13-132* El satelite describe una drbita elfptica cuya 
excentricidad es e = 0.15. Si su velocidad en el perigeo es 
v P = 15 Mm/h, determine la velocidad en el perigeo A y el 
periodo delsat61ite, 



Prob* 13-132 


*13-133* El satelite describe una drbita elfptica. Cuando 
esti en el perigeo P, su velocidad es v? = 25 Mm/h y cuan¬ 
do llega al punto A t su velocidad es v A = 15 Mm/h y su 
altitud sobre la superficie terrestre es 18 Mm. Determine 
el periodo del satelite. 



13-134* Se lama un satelite con una velocidad Inicial 
Va = 4000 km/h, paralelo a la superficie terrestre. Deter¬ 
mine la altitud requerida (o rango de altitudes) sobre la 
superficie terrestre para lanzarlo si la trayectoria de vuelo 
libre tiene que ser (a) circular, (b) parabdlica, (c) elfptica 
y (d) hiperbdlica. 

13-135* El cohete est3 en una drbita elfptica de vuelo 
libre alrededor de la Tierra de modo que e = 0.76 como se 
muestra. Determine su rapidez cuando est£ en el punto .4. 
Adem^s determine el cambio repentino de rapidez que el 
cohete debe experimentar en B para que estd en vuelo libre 
a lo largo de la drbita indicada por la trayectoria de Ifneas 
punteadas. 



*13-136* Un satelite de comunicaciones viaja en una 6rbi- 
ta circular sobre la Tierra de modo que siempre perma- 
nece sobre un punto directo de la superficie terrestre. En 
consecuentia, su periodo debe ser iguai a la rotation de la 
Tierra, que es aproximadamente de 24 boras. Determine 
la altitud del satelite h sobre la superficie terrestre y su 
rapidez orbital. 

*13-137* Determine la rapidez cons tan te del satelite 5 
de modo que circunde la Tierra con una drbita de radio 
r = 15 M m. Sstgerencia: use la ecuacidn 13-1. 



13 


Prob* 13-133 


Prnb* 13-137 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P13-L Si la caja se suelta desde el punto de reposo en A , 
use valores numericos para demostrar aVmo estimarfa el 
tiempo que le lleva Uegar a B. Adeni^s, haga una lista de 
bs supuestos para su an£lisis. 



P13-1 


P13-2* El remolcador dene una tnasa conocida y su h£li- 
ee proporciona un empuje m&timo conoddo. Cuando el 
remolcador marc ha a toda miquina mted observa el tiem¬ 
po que le lleva alcanzar una velocidad de valor conoddo a 
pardr del punto de reposo. Demuestre cdmo podrla deter- 
minar la masa de la barcaza. Ignore la resistencia del agua 
en el remolcador. Use valores numericos para explicar su 
respuesta. 


P13-3, Determine la rapidez minima de cada carro A 
y B de modo que los pasajeros no pierdan el contacto 
con el asiento mientras los brazos giran a una razdn cons- 
(ante. ^Cual es la fuerza normal mixima del asiento en 
cada pasajero? Use valores numericos para explicar su 
respuesta. 



P13-3 

P13-4. Cada carro est3 conectado en sus extremes por 
medio de un pasador al aro de la rueda, la cual gira a una 
rapidez constante. Con valores numericos demuestre edmo 
se determina la fuerza resultante que el asiento ejerce en 
el pasajero localizado en la parte superior del carro A. 
Los pasajeros van sentados hacia el centre de la rueda. 
Adem£s, haga una lista de los supuestos para su an£lisis. 



P13-2 


P134 
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REPASO DEL CAPfTULO 


Cin^tka 

Cin£tica es el estudio de la relacidn entre las fuerzas y 
la aceleracidn que provocan. Esta relacidn est3 basa- 
da en la segunda ley del movimiento de Newton, expre- 
sada matemMcamente como ZF = ma 

Antes de aplicar la ecuaeidn de movimiento, es impor- 
tante trazar primero el diagram# de cuerpo litre de la 
partfcula para tener en cuenta todas las fuerzas que 
acttian en ella. Gr^ficamente, este diagrama es igual al 
diagrama cinitico , el cual muestra el resultado de las 
fuerzas, esto es, el vector ma. 

F* = XF 




Diagrama de Diagrama 

cuerpo libre dn<5tieo 



Sistema de eoordenadas ineidal 

Cbando se aplica la ecuacidn de movimiento, es itnpor- 
tante medir la aceleracidn de un sistema de eoordenadas 
inercial. Este sistema dispone de ejes que no giran sino 
que o est£n fijoso se trasladan a una velocidad constan- 
te. Varios tipos de sistemas de eoordenadas inerciales 
pueden utilizarse para aplicar la ecuacidn ZF = ma en 
su forma de componentes. 

1 

V 

a 

-0- y— 

Ttayectoria de la partfcula 

n’ A 

Marco inercial de referenda 

Se utilizan ejes rectangulares x, y , z para describir el 
movimiento rectillneo a lo largo de cada uno de estos 
ejes. 

2F X = ma x , 2F,, = rm y , XF x = ma z 

Con frecuenda se utilizan ejes normales y tangendales n, 
t cuando se conoce la trayeetoria. Reeuerde que a n siem- 
pte estd dirigida en la direceidn +n. Indica el cambio en 
la direceidn de La velocidad. Asimismo reeuerde que a, es 
tangentea la trayeetoria. Indica el cambio en la magnitud 
de la velocidad. 

SF, = ma,, 2F„ = ma n , J.F b = 0 

a, = dv/dt a a, = v dv/ds 

„ , , [1 + (dy/dxm 

*■ - <tonde " ‘ wv*’l 

Las eoordenadas eilfndrieas son titiles cuando se especi- 
fiea el movimiento angular de la lfnea radial r o cuando 
la trayeetoria se puede describir de manera eonveniente 
con estas eoordenadas. 

XF r = - r6 2 } 

Z Fg = m(rS + 2 r$) 

Z F z — m'z 

Movimiento de fkierza central 

Cbando una fuerza sola aetda en una partfcula, como durante la trayeetoria de vuelo libre de un satdlite en un eampo 
gravitacional, entonees el movimiento se conoce como movimiento de fuerza central. La drbita depende de la exeentri- 
eidad e; y por eonsiguiente, la trayeetoria puede ser circular, parabdlica, elfptiea o hiperbdlica. 
























Para disenar apropiadamente el rizo de esta montafia rusa, es necesario ase- 
gurarse de que I os earros tengan sufiderrte energia para completar el rizo sin 
que se salgan de los rieles. 







Cinetica de 
una particular 
trabajo y energia 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

• Desarrollar el principio de trabajo y energia y aplicarlo para resol¬ 
ver problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. 

• Estudiar problemas que implican potencia y eficiencia 

• Presenter el concept© de fuerza conservadora y aplicar el teore- 
ma de la conservaci6n de la energia para resolver problemas de 
cinetica. 


14.1 Trabajo de una fuerza 

En este capitulo analizaremos el movimiento de una particula por 
medio de los conceptos de trabajo y energia. La ecuacidn resuttan- 
te servira para resolver problemas que impliquen fuerza, velocidad y 
desplazamiento. Pero primero tenemos que definir el trabajo de una 
fuerza. Espedficamente, una fuerza FrealizarS trabajo en una particula 
sdlo cuando 6$ta sufra un desplazamiento en la direccton de la fuerza. 
Por ejemplo, si la fuerza Fen la figura 14-1 hace que la particula se 
mueva a lolaigo de la trayectoria sde la posicidnra una nueva posicidn 
r', el desplazamiento es entonces dr = r' - 1. La magnitud de dir es ds, 
la longitud del segmento diferencial a lo largo de la trayectoria. Si el 
Snguio entre las colas de dr y F es 9, figura 14-1, entonces el trabajo 
tealizado por F es una am lid ad escalar, definida por 



dU = F ds COS 0 


Fig. 14-1 
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Por definicidn del producto punto esta ecuacidn tambidn puede escri- 
btrse como 


dU = F-rft 


Este result ado puede interprotarae en una de dos maneras: o como 
d producto de Fy el componente de desplazamiento ds cos 9 en la 
direccidn de la fuerza, o como el producto de ds por el componente 
de fuerza, F cos 0, en la direccidn del desplazamiento. Observe que si 
0° =s 9 < 90°, entonces el componente de fuerza y el desplazamiento 
tienen el mismo sentido, de mode que el trabajo es positivo; en tan- 
60 que si 90° < 9 =£ 180°, estos vectores tendr£n sentido opuesto, y por 
consiguiente el trabajo es negativo. Ademis, dU = 0 si la fuerza es 
perpendicular al desplazamiento, puesto que cos 90° = 0,0 si la fuerza 
se aplica en un punto fijo, en cuyo caso el desplazamiento es cero. 

La unidad de trabajo en unidades SI es el joule (J) el cual es la canti- 
dad de trabajo realizada por una fuerza de un newton cuando recorre 
una distanda de un metro en la direccidn de la fuerza (1 i = 1 N ■ m). 
En el sistema EPS, el trabajo se mide en unidades libra-pie (pie - libra), 
que es el trabajo re a Bz ado por una fuerza de una libra que actua a lo 
largo de una distanda de un pie en la direeddn de la fuerza.* 

Trabajo de una fuerza variable. Si la particula en la que 
actfia una fuerza F sufre un desplazamiento finite a lo largo de su 
trayectoria de a r 2 o de si a s 2 ,figura 14-2a, el trabajo de la fuerza F 
se determina mediante integraddn. Siempre que F y 9 puedan expre- 
sarse en funcidn de la posicidn, entonces 


/ r 2 

F-dt = 



F cos 9 ds 


(14-1) 


En ocasiones, esta relacidn se obtiene por medio de datos experi- 
mentales para trazar la grdfica de Fcos 9 vs. s. Entonces, el dmibajo la 
grSfica limitada por s, y s 2 represents el trabajo total, figura 14-2&. 




(a) C 1 *) 

Fig. 14-2 


*Por convened n, las unidades del memento de una fuerza o par de torsidn se escriben 
como lb - pies, para distinguirlas de aquellas que significan trabajo* pies ■ lb. 
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a 


$ i 



F € CQS0 


J2 


JJ. COS 8 - 


Jl *2 


(a) 


(b) 


Fig* 14-3 


Trabajo de una fuerza constante que se mueve a lo 

largo de una li'nea recta, si la magnitud de la fuerza F c es 
constante y actiia a un angulo constante 9 con respecto a su trayec- 
toria de li'nea recta, figura 14-3a, entonces el componente de F f en la 
direccidn del desplazamiento siempre es F c cos 9. El trabajo realizado 
por F f cuando la partfcnla se desplaza de *i a si se determina con la 
ecu ac ion 14-1, en cuyo caso 

/ ^2 

ds 


o 


U l -2 = E f cos ${s 2 - Jl) 


(14-2) 


Aqui F c representa el area del rectangulo en la figura 14-36. 

Trabajo de un peso. Considere una partfcula de peso W,el cual 
se desplaza a lo largo de la trayectoria mostrada en la figura 14-4 de la 
posickm si a S 2 . En un punto in ter medio, el desplazamiento dr = tfjri + 
dyj + Como W = — Wj, al aplicar ta ecuacidn 14-1 tenemos 


Ui-2 = j^-dr = J (-Wj)-(djd + dyj + rf?k) 

= f'-Wdy = -W{yt -yi) 

Jyi 


O 


U i—2 = -WAy 


(14-3) 


Por tanto, el trabajo es independiente de la trayectoria y es igual a la 
magnitud del peso de la partfcula por el desplazamiento vertical. En el 
caso mostrado en la figura 144 el trabajo es negativo, puesto que W 
actiia hacia abajo y A y es hacia arriba. Observe, sin embargo, que si la 
partfcula se desplaza hacia abajo (—A y), el trabajo del peso es positive*. 
i,Por qud? 



Fig. 14-4 
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Trabajo de una fuerza de resorte. Si un resorte elAstico se 
afarga una distancia ds, figura 14-5a, enionces el trabajo realizado por 
la fuerza que acttia en la partfcula adjunta es dU = -F s ds = -ks ds. El 
trabajo es negativo puesto que F, actua en el sentido opuesto a ds. Si la 
partfcula se desplaza de si a s 2 , el trabajo de F, es por tanto 

/ S 2 fS 2 

F s ds = I -ks ds 
Js l 


Ul-2 = -{k ks 2 ~ 2&Sl) 


(14-4) 


Este trabajo representa et firea trapezoidal bajo la linea F s = ks, figura 
14-56. 

Para no cometer errores en el signo cuando se apKea esta ecuacidn, 
basta fijarse en la direccidn de la fuerza de resorte que acttia en fa par¬ 
tfcula y compararla eon el sentido del desplazamiento de <£sta;si ambos 
actiian en el mismo sentido, el trabajo es positivo \si !o hacen opuestos 
entre sf, el trabajo es negativo. 


Position sin que el resorte 
est^ alargado, s = 0 


ds 


V I k x 




Fuerza en 
la partfcula 


(a) 



Fig. 14-5 


Las fuerzas que actuan en la carreti- 
lla al jalarla cuesta arriba una distan¬ 
cia s, se muestran en su diagrama de 
cuerpo libre. La fuerza en el remol- 
que T realiza un trabajo positive 
U T = ( T cos $)s s el peso realiza tra¬ 
bajo negativo U w = ~(W sen &)$, y 
la fuerza normal N no realiza trabajo 
puesto que no se desplaza a lo largo 
de su linea de acdon. 
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EJEMPLO 


El bloque de 10 kg de la figura 14-6« descansa sobre el piano incli- 
nado. Si el resorte originalmente est4 alargado 0.5 m, determine 
el trabajo total realizado por todas las fuerzas que actdan en el 
bloque cuando una fuerza horizontal P = 400 N lo empuja cuesta 
arriba s = 2 m. 


2 sen 30° i 


SOLUCI6N 

Primero se traza el diagrama de cuerpo libre del bloque con todas 
las fuerzas que actiian en el bloque, figura 14-66. 

Fuerza horizontal P. Como esta fuerza es constant*, el trabajo 
se determina con la ecuacibn 14-2. El resuttado puede calcularse 
como la fuerza por el componente del desplazamiento en la direc- 
dbn de la fuerza, es decir, 

U P = 400 N (2 m cos 30°) = 692.8 J 

o el desplazamiento por el componente de fuerza en la direccibn del 
desplazamiento, es decir, 

Up = 400 N cos 30°{2 m) = 692.8 J 

Fuerza del resorte F t . En la posidbn inicial el resorte esta alar¬ 
gado si = 0.5 m y en la posicibn final estfi alargado s 2 = 0.5 m + 
2 m = 2.5 m. Requerimos que el trabajo sea negarivo puesto que la 
fuerza y el desplazamiento se oponen entre sf. El trabajo de F s es 
por tanto 

U s = —[|{30 N/m)(2.5 m) 2 - |(30 N/m)(0.5 m) 2 ] = -90 J 

Peso W. Como el peso actua en el sentido opuesto a su desplaza¬ 
miento vertical, el trabajo es negativo; es decir, 

U w = -(98.1 N) (2 msen 30°) = -98.1 J 

Observe que tambibn es posible considerar el componente del peso 
en la direccibn del desplazamiento, es decir, 

U w = -(98.1 sen 30° N) (2 m) = -98.1 J 

Fuerza normal N e . Esta fuerza no realiza trabajo puesto que 
siempre es perpendicular al desplazamiento. 

Trabajo total. El trabajo de todas las fuerzas cuando el bloque se 
desplaza 2 m es por consiguiente 



U T = 692.8 J - 90 J - 98.1 J = 505 J 


Posiritin inicial 
del resorte 


Jt = 30N/m 


98.1 N | 30° 

/ 


i30° 

T P = 400 N 


N fl 


Cb) 


Fig. 14-6 


Reap. 


14 
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Fig. 14-7 


Considere la particula que aparece en (a figura 14-7, localizada en la 
trayectoria definida con respecto a un sistema de cooidenadas inercial. 
Si la partial I a tiene una masa m y se so mete a un sistema de fuerzas 
ex tern as, tepresentado por la fuerza resultante = 2F, emonces la 
ecuacidn de movimiento de la particula en ta direcddn tangencial es 
SFj = ma,. Si apScamos ta ecuacidn cinem&tica a, = v dv/ds e integra- 
mos ambos lados y suponemos que iniciatmente la particiila tiene una 
posicidn s = y una rapidez v = v^y despuds s = s 2 y v - tenemos 


2 

s 



mvdv 

. i 

= \ tr 1 V 2 - \mv\ 


(14-5) 


En la figura 14-7, observe que 2F t = £F cos 9 y puesto que la ecua- 
ddn 14-1 define el trabajo, el resuttado final se escribe como 


- \mv\ 


(14-6) 


Esta ecuacidn represents el principio de trabajo y energia para ta par¬ 
ticula. El tdrmino del lado izquierdo es la suma del trabajo realizado 
por todas las fuerzas que acttian en la particula cuando dsta se mueve 
del punto 1 al punto 2. Los dos tdrminos del lado derecho, cuya forma 
es T = jzmr,definen Ea energia cinetica final e inicial, respectivamen- 
te. Como el trabajo, la energia cindtica es un escalar y sus unidades 
son joules (J) y lb ■ pie. Sin embargo, a diferencia del trabajo, que 
puede ser o positive o negativo, la energia cindtica siempre es positiva, 
sin importar la direccidn del movimiento de ta particula. 

Cuando se aplica la ecuaddn 14-6, a menudo se express como 


T t + Wi- 2 = T 2 


(14-7) 


la cual establece que la energia cindtica inicial de la particula, mis el 
trabajo realizado por todas las fuerzas que acttian en ella cuando se 
mueve de su posicidn inicial a su posicibn final, es igual a la energia 
dndtica final de Ea particula. 

Como se sea a 16 en la derivacidn, el principio de trabajo y energia 
represents una forma integrada de 2F t = ma„ con que se obtuvo por la 
ecuacidn cinematics a, = V dv/ds. Por consiguiente, este principio cons- 
tituye una sustitaddn conveniente de 2F, = ma t cuando se resuelven 
ptoblemas cineticos que implican velocidad y desplazamiento, 

puesto que estas cantidades intervienen en la ecuacidn 14-7. Para su 
apKcacidn, se sugiere el siguiente procedimiento. 
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Procedimiento para el analisis 


Trabajo (Diagrama da cuerpo libra). 

• Estabfezca el sistema de coordenadas inercial y trace un 
diagrama de cuerpo libre donde aparezcan todas las fuerzas 
que reatizan trabajo en la partfcula cuando se mueve a lo largo 
de su trayectoria. 

Principio de trabajo y energfa. 

• Aplique el principio de trabajo y energia, T\ + _ i = T^. 

• La energia cindtica en los puntos iniciai y final sempre es posi- 
izva,puesto que implies la velocidad al cuadrado (t = {mv 1 ), 

• Una fuerza realiza trabajo cuando se desplaza en la direccidn 
de la fuerza. 

• El trabajo es positivo cuando el componente de fuerza acttia en 
el mismo sentido de direction como su desplazamiento, de lo 
contrario es negative. 

• Las fuerzas que son funciones del desplazamiento deben inte¬ 
grate para obtener el trabajo. Gr&ficamente,el trabajo es igual 
al area bajo la curva de fuerza-desplazamiento. 

• H trabajo de un peso es el pioducto de su magnitud por el des¬ 
plazamiento vertical, U w = ± Wy, Es positivo cuando el peso 
se mueve hada abajo. 

• El trabajo de un resorte tiene la forma U s = jks 1 , donde *es la 
iigidez del resorte y s es su alargamiento o compresidn. 


La aplkadbn numdrica de este prooedimiento se ilustra en los ejem- 
plos dados despuds de la seccidn 14.3. 


Si un automovi] choca con estos bardies de proteccion, su energia einetica se 
transfonnara en trabajo, lo que hace que los barriles, y hasta cierto grado el 
automovil, se de forme n. Si conocemos la cantidad de energia que puede absorber 
cada barrll, es posible que disenemos un parachoques como este. 


14 
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14.3 Principio de trabajo y energia para 
un si sterna de parti'culas 

El principio de trabajo y energia puede ampliarse para inciuir un siste¬ 
ma de parti'culas aislado adentro de un espado cerrado como se mues- 
tra en la figura 14-8. Aqui la particula i-<5sima arbitraria, de masa m it 
est£ sometida a nna fuerza externa resultante F; y a una fuerza interna 
Hssultame f, que todas las demis parti'culas ejercen en la particula 
i-6sima. Si aplicamos el principio de trabajo y energia a 6sta y a cada 
una de las dem& parti'culas que componen el sistema, entonces, puesto 
que el trabajo y la eneigfa son cantidades escalates, las ecuadones se 
suman algebraicamente, lo que da 


S7V+ ET 2 (14-8) 


En este caso, la energia dn6tica initial del sistema, ademds del trabajo 
realizado por todas las fuerzas externas e intemas que actdan en el 
sistema, es igual a la energia cin6tica final del sistema. 

Si el sistema represents un cuerpo rigido en movimiento, o una serie 
de cuerpos en movimiento conectados.entonces todas las parti'culas de 
cada cuerpo experiment arin el mis mo desplazamiento. Por consiguien- 
te, el trabajo de todas las fuerzas intemas tendra lugar en pares colinea- 
ies iguales pero opuestos y por tanto se cancelan. Por otra parte, si se 
supone que el cuerpo es no rigido, sus parti'culas pueden desplazarse a 
b largo de trayectorias diferentes, y una parte de la energia producida 
por las interacciones de las fuerzas se disipari y perdera como calor 
ose almacenari en el cuerpo si ocurren defor mac tones permanentes. 
AnaBzaremos estos efectos brevemente al final de esta seccidn y en 
la seccidn 15.4. A lo laigo de este texto, sin embargo, se aplicari el 
principio de trabajo y energia a problemas en fos que no se tienen que 
considerar tales p6rdidas de energia. 



Sistema de coordenadas mcrrial 


Fig, 14-8 
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Trabajo de friction originado por deslizamiento. Acon- 
tinuacidn investigaremos una dase especial de problemas que requie- 
re una cuidadosa aplicacidn de la ecuacidn 14-8. Estos problemas 
implican casos en los que tin cuerpo se desliza sobre la superfide de 
otro cuando hay friccidn. Considere, por ejemplo, un bloque que se 
traslada una distancia s sobre una superficie ispera como se muestra 
en la figura 14-9a. Si la fuerza aplicada P apenas balances la fuerza 
de friccidn resultants p k N, figura 14-96, entonces, debido al equili- 
brio, se mantiene una veloddad constante v y esperariamos que se 
apiicara la ecuacidn 14-8 como sigue: 


+ Ps — JURA'S = 


No obstante, esta ecuacidn se satisface si P = sin embargo, como 
se sabe por experiences, el deslizamiento generard color, una forma 
de energia que parece no estar considerada en la ecuaddn de traba- 
jo-energi'a. Para explicar esta paradoja y de esa manera representar 
con mis precisidn la naturaleza de la friccidn, en realidad tendn'amos 
que modelar el bloque de modo que las superficies en contacto sean 
deformables (no rigidas).* Recuerde que las partes isperas en la parte 
inferior del bloque actdan como “dientes” y cuando el bloque se desliza 
estos dientes se deforman un poco y o se rompen o vibran at ser jalados 
por “dientes” en la superficie de contacto, figura 14-9c. Por consiguien- 
te, las fuerzas de friccidn que acttian en el bloque en estos puntos se 
desplazan ligeramente a causa de las deformaciones localizadas y mis 
adelante las reemplazan otras fuerzas de friccidn cuando se forman 
otros puntos de contacto. En todo momento, la F resultants de todas 
estas fuerzas de friccidn en eseneia permanece constante, es decir, 
sin embargo, debido a las muehas deformaciones localizadas, el 
desplazamiento real s' de ptN no es el mis mo que el desplazamiento s 
de la fuerza aplicada P.En lugar de eso, s' seri menorque s (s' < s), y 
por consiguiente el trabajo externo realizado por la fuerza de friccidn 
resultante seri pkNs' y no p^iVs. La cantidad de trabajo restante, 
PhN(s — s'), se manifiesta como un incremento de la energia interna, 
la cual hace en realidad que se eleve la temperatura del bloque. 

Ensuma entonces, la ecuacidn 14-8 se aplica aproblemas queimplican 
friccidn producida por deslizamiento; sin embargo, hay que entender 
que el trabajo de la fuerza de friccidn resultante no esta representada 
por p.iiVs; antes bien,este tdrmino represents tanto el trabajo externo 
producido por friccidn (p k Ns')comoc\ trabajo interno [p.*JV(s _ *')] el 
cual se convierte en varias formas de eneigfa interna, como calor.t 


V 



s 


(a) 


W 


! 


it 


F = » k N 


N 

(b) 



(c) 

Fig* 14-9 


*Vea el capfttiio 8 de ktgenierfa Mec&nica: Est&tim. 

fVea BA. Sherwood y W.H. Bernard, “‘Work and Heat Transfer in the Presence of 
Sliding Friction”, Am. J. Phys. 52, 1001, 1984. 
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EJEMPLO 14.2 


30 pies/s 




Fig* 14-10 


EI automdvil de 3500 lb de la figura 14-10a via]a cuesta abajo de la 
carretera mclinada 10° a una rapidez de 20 pies/s. St el conductor 
spBca tos frenos y hace que las ruedas se btoqueen, determine qub 
distancia r patinan las llamas en la carretera. El coeficiente de fric- 
ddn cinbtica entre las Mantas y la carretera es fi k = 0.5. 

SOLUClON 

Este problema se resuelve por medio del principio de trabajo y 
energla puesto que implica fuerza, vefocidad y desplazamiento. 
Trabajo (Diagrama d« cuerpo libra). Como se muestra en la 
figura 14-106, la fuerza normal N A no realiza trabajo puesto que 
nunca se despiaza a lo largo de su tinea de accidn. EI peso, 3500 lb, 
se despiaza s sen 10° y realiza trabajo posidvo. i,Por qud? La fuerza 
de friccidn F a realiza tanto trabajo extemo como interno cuando 
experiment a un desplazamiento s. Este trabajo es negativo puesto 
que se opone al desplazamiento. Aplicamos la ecu acid n de equili- 
brio normal a la carretera y tenemos 

+\'2F„ = 0; N a - 3500 cos 10° lb = 0 N A = 344b.8 lb 
Por tanto, 

F a = p k N A = 0.5 (344b .8 lb) = 1723.4 lb 

Principio do trabajo y energla. 


T\ + = Tj 


1/ 35001b 
2 \ 32.2 pies/s 2 


^(20 pies/s) 2 


+ 3500 lb(ssen 10°) 


(1723.4 lb)s = 0 


Al despejar s resulta 


s = 19.5 pies Reap, 

NOTA: si este problema se resuelve por medio de la ecuacidn de 
movimiento, se requieren dm pasos. Primero, segtln el diagrams 
de cuerpo libre, figura 14-106, la ecuacidn de movimiento se apiica 
a lo largo del piano inclinado. De esto resulta 

+/SF, = ma s \ 3500 sen 10° lb - 1723.4 lb = 3500 lb a 

32.2 pies/r 

a = -10.3 pies/s 2 

Segundo, como a es constante, tenemos 

(+/) v 2 = vg + 2a c (s - £ 0 ); 

(0) 2 = (20 pies/s) 2 + 2(—10.3 pies/s 2 ) (s - 0) 

$ = 19.5 pies Resp. 
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EJEMPLO 


Durante un breve tiempo ta griia de ta figura 14-11# levama la viga 
de 2.50 Mg con una fuetza F = (28 + 3s 2 ) kN. Determine la veloci- 
dad de la viga cuando alcanza s = 3 m. Tambidn, ^.cudnto tiempo se 
requiere para que alcance esta altura a partir del punto de reposo? 

SOLUCI6N 

Podemos resolver una parte del problema con el principio de trabajo 
y enetgi'a puesto que implica fuerza, velocidad y desptazamiento. 
Debe utiiizaise cinemdtica para determinar el tiempo. Observe 
que cuando s = 0, F = 28(10 3 )N > W = 2.50(10 3 )(9.81)N, por lo que 
habrd movimiento. 

Trabajo (Diagrama de euerpo llbre). Como se muestra en el 
diagrams de euerpo libre, figura 14-llb, la fuerza Frealiza traba¬ 
jo positivo, que se determina mediante integration puesto que esta 
fcieiza es variable. Ademds, el peso es constante y realizard trabajo 
negativo ya que el desplazamiento es hacia arriba. 

Principios da trabajo y energla. 

T\ + = Tj 

0 + / (28 + 3s 2 )(10 3 ) ds - (2.50)(10 3 ) (9.81 )s = ^(2.50) (lO 3 )^ 
A) 

28(10 3 )s + (10V - 24.525(10 3 )s = 1.25 (10 3 > 2 
V = (2.78s + 0.8s 3 )^ 


Cuando s = 3 m, 


v = 5.47 m/s 


( 1 ) 


Resp. 


Cinematica. Como podemos expresar la velocidad en fundOn del 
desplazamiento, el tiempo se determina con v = ds/dt. En este caso, 

ds 

(2.78s + 0.8s 3 ) 1 = — 


Ja ( 2 . 


ds 


(2.78s + 0.8s 3 )* 


La integracidn se realiza numdricamente con una calculadora de 
bolsiiio. El resultado es 


t = 1.79 s 


Resp. 


NOTA: la aceierackm de la viga se determina ai integrar la ecuaciOn 
(1) por medio de v dv = a ds ,o mds directamente, al apficar la ecua- 
d6n de movimiento 2F = ma. 




(b) 

Fig. 14-11 
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EJEMPLO 14.4 


La masa de la plataformaPde la figura 14-12o es insignificante y estfi 
atada por abajo, de modo que las cuerdas de 0.4 m de largo man- 
tienen comprimido 0.6 m un resorte de 1 m de largo cuando no hay 
mda sobre la pfataforma. Si se coioca un bloque de 2 kg sobre la pla¬ 
taforma y se libera del punto de reposo despuds de que la plataforma 
se empuja hacia abajo 0.1 m, figura 14-126, determine la altura maxi¬ 
ma h que el bloque se eleva en el aire, medida desde el suelo. 



T 

U3 m 


k 



w 


(b) 



Fig. 14-12 



(c) 


soluciOn 

Trabajo (Diagrama de cuerpo libre). Como el bloque se suefta 
del punto de reposo y despuds alcanza su altura maxima, las veloci- 
dades inicial y final son cero. El diagrama de cuerpo libre del blo¬ 
que cuando a tin estfi en contacto con la plataforma se muestra en 
la figura 14-12c. Observe que el peso realiza trabajo negafivo y la 
fuerza del resorte trabajo positivo. ^Por qud? En particular, la com- 
presion inicial a n el resorte es si = 0.6 m + 0.1 m = 0.7 m. Debido a 
las cuerdas, la compresion final del resorte es s 2 = 0.6 m (despuds de 
que el bloque sale de la plataforma). La cara inferior del bloque se 
deva desde una altura de (0.4 m - 0.1 m) = 0.3 m hasta una altura 
final h. 

Principle d* trabajo y energia. 

T i + Sf/i-2 = T 2 

jmv 2 + - !*$!} - W Ay} = jmv\ 

Observe que aqui sj = 0.7 m >s 2 = 0.6 m y por tanto el trabajo del 
resorte determinado con la ecuacidn 144 serfi positivo una vez que 
se realizan los cfilculos. Por tanto, 

0 + {-[|(200 N/m)(0.6 m) 2 - |(200 N/m)(0.7 m) 2 ] 

- (19.62 N)f/i - (0.3 m)]} =0 

A! resolver se obtiene 

h = 0.963 m Resp. 
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EJEMPLO 


El muchacho de 40 kg en la figura 14-13«se destiza cuesta abajo del 
tobogan acuatko. Si pane del punto de reposo en A, determine su 
rapidez cuando Hega a By la reacddn normal que el tobogan ejerce 
en esta posicidn. 



(a) 


SOLUClON 


Trabajo (Diagrams da cuerpo libra). Como se muestra en el 
diagrama de cuerpo libre, figura 14-136, dos fuerzas actdan en 
el muchacho at descender por el tobogan. Observe que la fuerza 
normal no realiza trabajo. 

Principio da trabajo y anargia. 

Ta + St/ a-b = Tb 

0 + (40(9.81 )N) (7.5 m) = |(40 fcg)v| 

Vb = 12.13 m/s = 12.1 m/s Resp. 

Ecuacion da movimiento. A1 referimos at diagrama de cuerpo 
fibre cuando el muchacho esta en B , figura 14-13c, la reaccidn nor¬ 
mal N s se obtiene ahora al apBcar la ecuacidn de movimiento a lo 
largo del eje n. Aquf, el radio de curvatura de la trayectoria es 


ps = 


1 + 


mr 


[l + (0.15 jc)“] 3 “ 


\d 2 y/dx 2 1 


10 151 


= 6.667 m 


i=0 


Por tamo. 


+ T Sf „ = ma n ; Afe - 40(9.81) N = 40 kg 
N b = 1275.3 N = 1.28 kN 


/ (12.13 m/s) 2 \ 
l, 6.667 m ) 


Resp. 


\ 40(9.81) N 



0>) 


40(9.81 )N 


N fl 

(c) 

Fig. 14-13 
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EJEMPLO 14.6 


Plano de 



(a) 


| R, R 2 

p- 


9aiN 

98.1 N 
(b) 

Fig. 14-14 



La mass de fos bloques Ay B que se muestran en la fig ura 14-14# 
es de 10 kg y 100 kg, respectivamente. Determine la distancia que 
B se desplaza cuando se suelta desde el punto de reposo hasta el 
punto donde su rapidez es de 2 m/s. 

SOLUClON 

Este problema se resuelve si se consideran los bloques por separa- 
do y se aplica el principio de trabajo y energfa a cada bloque. Sin 
embargo, el trabajo de fa tension del cable (desconodda) se elimina 
si los bloques Ay Bsc consideran como un solo sistema. 

Trabajo (Diagrama da euarpo libra). Como se muestra en el 
diagrams de cuerpo libre del sistema, figura 14-146, la fuerza del 
cable T y las reacciones Ri y R 2 no realizan trabajo, ya que estas fuer- 
zas representan las reacdones en los soportes y por consiguiente no 
se mueven mientras los bloques se desplazan. Los dos pesos realizan 
trabajo positivo si suponemos que ambos se mueven hada abajo en el 
sentido positivo de y s B . 

Principio de trabajo y energia. Si tenemos en cuenta que los 
bloques se suettan del punto de reposo, tenemos 

27i + Sf/i_ 2 = ST 2 

{^a(Va)i + i^b(Wb)i} + {W A Aj b } = 

{0 + 0} + {98.1 N (AjJ + 981 N (As b )} = 

g(10 kg){iu)l + 5(100 kg){2 m/s) 2 } (1) 

Cinematka. Al usar los mdtodos de cinemfitica analizados en la 
seccidn 12.9 en la figura 14-14# se ve que la longitud total /de todos 
bs segmemos verticales de cable pueden expresarse en ftinddn de 
las coordenadas de posicidn s A y s B como 

+ 4s b = l 

Por consiguiente, un cambio de posicidn en la ecu acid n de despla- 
zamiento results en 

Ajy( + 4 As B = 0 
A s A = -4 A s B 

Aqul vemos que un despfazamiento hada abajo de un bloque pro¬ 
duce un desplazamiento hada arriba del otio bloque. Observe que 
As A y As fl deben tener la misma convencidn de signos en las ecua- 
dones 1 y 2. Al considerar las derivadas con respecto at, tiempo se 
obdene 

v A = -4v B = -4(2 m/s) = -8 m/s (2) 

Al conservar el signo negative en la ecuacibn 2 y sustituirlo en la 
ecuacidn 1 results 

As B = 0.883 m i Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F14-L El resorte se coloca entre la pared y el bloque de 
10 kg. Si 6ste se so mete a una fuerza F = 500 N, deter¬ 
mine su veloddad cuando s = 0.5 m. Cuando 5 = 0, el 
bloque est3 en reposo y el resorte no est3 comprimido. 
La superficie de contacto es lisa. 



F14-1 

F14-2* Si el motor ejerce una fuerza constante de 300 N en 
el cable, determine la rapidez del embalaje de 20 kg cuando 
reoorre $ = 10 m hacia arriba del piano, a partir del punto 
de reposo. El coeficiente de fficcidn tin£tica entre el emba¬ 
laje y el piano es p k = 0.3, 



F14-3* Si el motor ejerce una fuerza F = (600 + 2s 2 ) N 
en el cable, determine la rapidez del embalaje de 100 kg 
cuando se eleva a s = 15 m. Inicialmente el embalaje esti 
en reposo en el suelo. 



E14-4, El dragster de 1.8 Mg se desplaza a 125 m/s cuan¬ 
do el motor se apaga y el paracafdas se abre. Si la fuerza de 
frenado del paracaidas puede ser representada de forma 
aproximada por la grafica, determine la rapidez del drags¬ 
ter cuando ha reeorrido 400 m. 

Fnfr N> 



s ( m ) 


F14-4 

F14-5* Cuando $ = 0.6 m, el resorte no est3 compri¬ 
mido y la rapidez del bloque de 10 kg es de 5 m/s hacia 
abajo del piano. Determine la distancia scuando el bloque 
se detiene. 




F= ICON 


k = 200 N/m 


FL4-5 

F14-6. A1 collarin de 5 lb lo jala por una cuerda que pasa 
alrededor de una pequefia clavija en C Si la cuerda se 
somete a una fuerza constante F = 10 lb y el collarfn esti 
en reposo cuando esta en A, determine su rapidez cuando 
llega a B . Ignore la friccidn. 

| 

4 pies -- 



F14-3 


F14*6 




































184 


CaP[TULO 14 ClNfTICA DE UNA PARTICULAR TRABAJO V EMERGlA 


PROBLEM AS 


*14-1. Un embalaje de 1500 lb se jala a lo largo del suelo 
a una rapidez constante durante una distanda de 25 pies 
por medio de un cable que forma un Angulo de 15° con la 
horizontal. Determine la tension en el cable y el trabajo 
realizado por esta fuerza. El coeficiente de fricridn cindti- 
ca entre el suelo y el embalaje es = 0.55. 


14 


14-2. El movimiento de un bote de 6500 lb es impedido 
por un paraehoques que proporciona una resistencia cotno 
se muestra en la grade a. Determine la distancia maxima 
que el bote mella el paraehoques si su rapidez de aproxi- 
macidn es de 3 pies/s. 


*14-4. Qiando se dispara un proyecdl de 7 kg con un 
cafidn de 2 m de longitud, la fuerza del explosivo ejerd- 
da en el proyectil mientras est3 en el cafidn varfa como se 
muestra. Determine la velocidad de salida aproximada del 
proyectil en el momento en que sale del cafidn. Ignore los 
efectos de frieddn en el interior del cafidn y suponga que 
el cafidn estd en posiddn horizontal. 



Pttih 14-2 


F (M N) 



Prob. 14-4 


14-3. El tapdn pesa 20 lb y es empujado contra una serie 
de rondanas de resorte Belleville de modo que la compre- 
sidn en el resorte es $ = 0.05 pies. Si la fuerza del resorte 
en el tapdn es F = (3$^) lb, donde s est3 en pies, determi¬ 
ne la rapidez del tapdn despuds de que se aleja del resorte. 
Ignore la friceidn. 


*14-5* EL bloque de 1,5 kg se desliza a lo largo de un 
piano liso y choca con un resorte no lineal con una rapidez 
de u = 4 m/s. El resorte se denomina “no linear porque su 
resistencia es F s = donde k = 900 N/m 2 . Determine 
La rapidez del bloque despuds de que comprime el resorte 
$ = 0.2 m. 



Pmh. 14-3 


Prob. 14-5 
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14-6* Cuando el conductor apUca los Irenes de una 
camioneta que viaja a 10 km/ h, gsta se desliza 3 m antes de 
detenerse. ^Qu£ distancia patina la camioneta si su veloci- 
dad esde 80 km/h cuando se aplican los frenos? 



Prok 14-6 


14-7. El bloque de 6 lb se suelta del punto de reposo en 
A y se desliza hacia abajo de La superficie parabdUca lisa. 
Determine la compresidn maxima del resorte. 


2 pies 



Prob. 14-7 


*14-8. La longitud no alargada del resorte de la pistola 
de juguete es de 100 mm, se comprime y bloquea en la 
posicidn mostrada. Cuando se tira del gatiUo, el resorte se 
de&comprime 12.5 mm y la bola de 20 g se mueve a lo largo 
del cafidn de la pistola. Determine la rapidez de la bola 
cuando sale de la pistola. Ignore la friccidn. 


*14-9. La rigidez de los resortes AB y CD es k = 300 N/m 
y k r = 200 N/m, respectivamente y la longitud no alar- 
gada de ambos es de 600 mm. Si el anillo liso de 2 kg se 
suelta del punto de reposo cuando los resortes no est£n 
alargados, determine la rapidez del anillo cuando ha reco- 
rrido 200 mm. 


F= 150 N 



600 mm - j 600 mm—— 


Prob* 14-9 


14-10. La velocidad del automdvil es tq = 100 km/h 
cuando el conductor ve un obst^culo frente al automdvil 
cuya masa es de 2 Mg. Le toma 0.75 s para reaccionar y 
aplicar los frenos, lo que haee que el automdvil pati- 
ne; determine la distancia que el automdvil recorre antes 
de detenerse. El coeficiente de friccidn cinetica entre las 
Uantas y la carretera es jit* = 0.25, 

14-11* La velocidad del automdvil es V\ = 100 km/h cuan¬ 
do el conductor ve un obsUculo frente al automdvil cu¬ 
ya masa es de 2 Mg. Le toma 0.75 s para reaccionar y aplicar 
los frenos, lo que hace que el automdvil patine. Si el au¬ 
tomdvil se detiene cuando ha recorrido una distancia de 
175 m, determine el coeficiente de Mccidn cinetica entre 
las Uantas y la carretera. 


50mm 



Prob. 14-8 


Ffcobs. 14-10/11 
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*14-12. El bloque de 10 lb se suelta del punto de reposo 
en A. Determine la compresidn de cad a uno de los resor- 
tes despu^s de que el bloque choca con la plataforma y se 
detiene moment£neamente. En un principle ambos resor¬ 
ts no est^n alargados. Suponga que la masa de la platafor¬ 
ma es insignificante. 


A 



Spies 


3pulg S 



*i = 30 lh/pulg 
k 2 = 45 lh/pulg 


Frab, 14-12 


14-14. La magnitud de la fuerza Fque aettia en una direc¬ 
tion coratante en el bloque de 20 kg varia con la posicidn s 
de £ste. Determine qu£ tan to se desliza el bloque antes de 
que su velocidad sea de 5 m/s, Cuando s = 0 el bloque se 
esta moviendo a la derecha a 2 m/s. El coeficiente de fric- 
ddn cinetica entre el bloque y la superficie es jx* = 0.3. 

14-15. La magnitud de la fuerza F que aettia en una 
direccidn constants en el bloque de 20 kg varia con la posi- 
cidn 5 de dste. Determine la rapidez del bloque despu£s de 
que se desliza 3 m. Cuando s = 0 el bloque se mueve a la 
derecha a 2 m/s. El coeficiente de friecidn cinetica entre el 
bloque y la superficie es jut* = 0.3, 



14-13. Determine la velocidad del bloque A de 60 lb si 
Ids dos bloques se sueltan del pun to de reposo y el bloque 
B de 40 lb se mueve 2 pies hacia arriba del piano inclinado. 
El coeficiente de friccidn cinetica entre ambos bloques y 
bs pianos inclinados es ju* = 0.10. 


14-16. Se lanza verdcalmen te u n cohe te de masa m desde 
la superficie terrestre, es decir, enr= r t ,Si supone que no 
se pierde masa cuando asciende, determine el trabajo que 
debe realizar contra la gravedad para alcanzar una distan- 
cia r 2 . La fuerza de la gravedad esF= GM e m/r 2 (ecuacidn 
13-1), donde A/^es la masa terrestre y r la distancia entre 
el cobete y el centra de la Tierra. 



Frab. 14-13 


Fra b. 14-16 
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*14-17* El cilindro pesa 20 lb y es empujado contra una 
serie de rondanas de resorte Belleville de modo que la 
compresidn en el resorte es $ = 0.05 pies. Si la fuerza del 
resorte en el cilindro es F= (lOOs^lb, donde s est3 en 
pies, determine la rapidez del cilindro exactamente des- 
pu£s de que se aleja del resorte, es decir, en s = 0. 



14-18* La masa del collarfn es de 20 kg y descansa sobre 
una barra lisa. Dos resortes esiin unidos al collarfn y a 
los estremos de la barra como se muestra. La longitud no 
comprimida de cada resorte es de 1 m. Si el collarfn se des- 
plaza $ = 0.5 m y se suelta del punto de reposo, determine 
su velocidad en el momento en que regresa al punto $ = 0. 


*14-20* Los paquetes que pesan 15 lb se transfieren hori- 
zontalmente de una banda transportadora a la siguiente 
par medio de una rampa cuyo coeficiente de friccidn cine- 
tica es jut* = 0.15. La transportadora superior se mueve 
a 6 pies/s y la separacidn entre los paquetes es de 3 pies. 
Determine la rapidez de La transportadora inferior para 
que los paquetes no se deslicen cuando se ponen en con¬ 
tacto horizon talmente con ella. ^Cual es la separacidn $ 
entre los paquetes en la transportadora inferior? 


Spies 




Fttih* 14-18 


*14-21. La bola de 0 5 kg cuyo tamafio no importa, se 
lanza hacia arriba de La rampa circular vertical lisa por 
medio de un dmbolo de resorte. Este man tie ne el resorte 
comprimido 0.08 m cuando $ = 0. Determine qud distancia 
se debe jalar $ y soltar de modo que la bola comience a 
perder el contacto con la rampa cuando Q = 13 5°, 


14-19. Determine la altura h de la rampa D a la que lle- 
gari el carro de 200 kg de la montafia rusa, si se lanza en 
B con una rapidez apenas suficiente para que llegue a la 
parte superior del mo en C sin que pierda el contacto con 
los rieles. El radio de curvatura en C es pc = 25 m. 




Fmh* 14-19 


Pm b* 14-21 
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14-22. La caja de 2 lb se desliza por la rampa circular lisa. 
Si la veloridad de la caja es de 30 pies/s en A , determine su 
velocidad y la fuerza normal que actfia en la rampa cuando 
b caja esti en SyC Suponga que el radio de curvatura 
de la trayectoria en C sigue siendo de 5 pies. 


C 



14-25. Paquetes que pesan 50 lb Uegan al to bo gin a v A = 3 
pies/s por medio de una banda transportadora. Determine 
su rapidez cuando Uegan a los puntos B, C y D. Ademis, 
calcule la fuerza normal del tobogin en los paquetes en 
ByC. Ignore la Mccidn y el tamafio de los paquetes. 


*M = 3pies/s 



*14-24. El bloque de 2 lb se desliza hacia aba jo de la 
superficie parabdlica lisa de modo que cuando esta en A su 
rapidez es de 10 pies/s. Determine la magnitud de la velo¬ 
ddad y aceleracidn del bloque cuando Uega al punto By la 
altura maxima y^que alcanza. 


y 



*14-25. El esquiador parte del punto de reposo en A y 
desciende por la rampa. Si la friccidn y resistencia del aire 
pueden omitirse, determine su rapidez ^cuando Uega a B. 
Ademis, determine la distancia sdonde hace contact© con 
el suelo en C, si salta cuando se desplaza horizon talmen- 
le en B. Ignore la estatura del esquiador. Su masa es de 
7(1 kg. 


A 



14-26. El embalaje, cuya masa es de 100 kg, se somete a 
b accidn de las dos fuerzas. Si originalmente esti en repo¬ 
so, determine la distancia que se desliza para alcanzar una 
rapidez de (> m/s. El coefidente de friccidn cindtica entre 
el embalaje y la superficie es ft* = 0.2. 



I¥ob. 14-23 


Fttib. 14-26 
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14-27* El ladrillo de 2 lb se desliza hacia abajo del techo 
de modo que cuando esti en A su velocidad es de 5 pies/s. 
Determine la rapidez del ladrUlo justo antes de que deje 
la superficie en B, La distanda d de la pared hasta donde 
choca con el suelo y la rapidez a la cual golpea el suelo. 


y 



Prob* 14-27 


*14-29* El hombre de 120 lb acttia como bala de cafidn 
humana ai ser “disparado” con el cafidn que es accionado 
por el resorte que se muestra. Si la aceleracidn maxima 
que puede experimentar es a = lOg = 322 pies/s 2 , deter¬ 
mine qud rigidez requiere el resorte, el cual se compri- 
me 2 pies en el momento del disparo. ^Con qud velocidad 
saldri del cafidn, d = 8 pies, cuando el cafidn se dispare? 
Oiando el resorte se comprime s = 2 pies, entonces d = 8 
pies. Ignore la friccion y suponga que el hombre se mantie- 
ne en una posicidn rfgida durante todo el movimiento. 



Prob* 14-29 


*14-28* Las montafias rusas se disefian de modo que los 
usuarios no experimenten una fuerza normal de mis de 
3.5 vetes su peso contra el asiento del carro. Determine 
el radio de curvatura mfnimo p de la rampa en su punto 
mis bajo si la rapidez es de 5 pies/s en la cresta de la caida. 
Ignore la friccion. 


14-30* Si se va a disefiar la pista de modo que los pasaje- 
ios de la montafia rusa no experimenten una fuerza nor¬ 
mal igual a cero o mis de 4 veces su peso, determine las 
alturas limitantes h A y he de modo que esto no ocurra. La 
montafia rusa parte del punto de reposo en la posicidn A. 
Ignore la friccidn. 



A 



Prub 14-28 


Prob* 14-30 
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14-31* Las canicas de 5 g de masa caen del punto de 
reposo en A a travGs del tubo de vidrio y se acumulan en 
el redpiente en C. Determine la d is tan da if del redpiente 
al extreme del tube y la rapidez a la cual las canicas caen 
en el redpiente. Ignore el tamaflo de iste. 


# A 



*14-32* La bola de 0.5 kg de masa se cuelga de una 
banda elistica que tiene una longitud no alargada de 1 m 
y una rigidez k = 50 N/m. Si el apoyo en A al cual se sujeta 
esti a 2 m del piso, determine la rapidez maxima que la 
bola puede tener en A de modo que no toque el suelo 
cuando llegue a su punto mis bajo B. Ignore el tamaflo 
de la bola y la masa de la banda elistica. 


*14-33. Si el coeficiente de friccidn cinetica entre el 
embalaje de 100 kg y el piano es jit* = 0.25, determine la 
compresidn x del resorte requerida para llevar el embalaje 
mo men tinea mente al reposo. En un principio el resorte 
no esti alargado y el embalaje esti en reposo. 

14-34* Si el coefiden te de Mccidn cin6 tica en tre el emba¬ 
laje de 100 kg y el piano es ft* = 0.25, determine la rapi¬ 
dez del embalaje en el momento en que la tompresidn del 
resorte es* = 1.5 m. Inicialmente el resorte no esti alarga¬ 
do y el embalaje esti en reposo. 



Pfobs, 14-33/34 


14-35* Un bloque de 2 lb descansa sobre una superficie 
semidKndrica. Una cuerda elistica que tiene una rigi¬ 
dez k = 2 lb/pie esti atada al bloque en B y a la base 
del semicilindro en el punto C. Si se suelta el bloque del 
punto de reposo en A(6 = 0°), determine La longitud no 
alargada de la cuerda de modo que el bloque comience a 
separarse del semicilindro en el instante & = 45°. Ignore 
el tamaflo del bloque. 


A 




Prob* 14-32 


Prob* 14-35 
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*14-36* La rapidez de la piedra de 50 kg es v A = ft m/s 
cuando Uega al punto A. Determine la fuerza normal que 
ejerce en la pendiente cuando Qega al punto B. Ignore La 
friccidn y el tamafto de la piedra. 


y 



*14-37* Si el embalaje de 75 kg parte del punto de reposo 
en A , determine su rapidez cuando Uega al punto B. El 
cable se somete a una fuerza constante F = 300 N. Ignore 
la friccidn y el tamafto de la polea. 

14-38* Si el embalaje de 75 kg comienza a moverse del 
punto de reposo en A y su rapidez es de 6 m/scuando pasa 
por el punto B\ determine la fuerza constante F ejercida en 
el cable. Ignore la friccidn y el tamafio de la polea. 



14-39* Si el esquiador de 60 kg pasa por el punto A a una 
rapidez de 5 m/s, determine su rapidez cuando Uega al 
punto B. Adetnis determine la fuerza normal ejercida en 
6\ por la pendiente en este punto. Ignore la friccidn. 



*14-40* El patinador de 150 lb pasa por el punto A a una 
rapidez de 6 pies/s. Determine su rapidez cuando Uega al 
punto B y la fuerza normal ejercida en £1 por la pista en 
este punto. Ignore la friccidn. 



*1441* A una pequefia caja de masa m se le imprime 
una rapidez de v = V^gr en La parte superior del semici- 
Undro liso. Determine el Angulo S al cual la caja se separa 
del cUindro, 



Prohs* 14-37/38 


TVub* 1441 
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14.4 Potencia y eficiencia 


Potencia. El t6rmino “potencia” constituye una base titil para 
seleccionar el tipo de motor o miquina requerida para realizar una 
derta cantidad de trabajo en un tiempo dado. Por ejemplo, cada una de 
do$ bombas puede vaciar un depbsito si se le da tiempo suficiente; sin 
embargo, la bomba de mayor potencia completari la tarea mis ripido. 

Por consiguiente, la potencia generada por una m&quina o motor que 
lealiza una derta cantidad de trabajo dU dentro del intervalo dt es 



(14-9) 


Si el trabajo dU se express como dU = F ■ dt, entonces 

= dU = F-rfr = dr 

dt dt dt 


o 



La potencia de salida de esta locomotora 
se deriva de la fuerza de friccion propul 
sora F desarrollada en sus ruedas. Esta 
es la fuerza que vence la resistencia a la 
friccidn de los vagones remolcados y es 
capaz de Uevar el peso del tren cuesta 
arriba. 


P = F-v 


(14-10) 


De ahi que la potencia es un escalar, donde en esta formula vrepresenta 
la veloddad de la particula en la cual actua la fuerza F. 

Las unidades bisicas de potenda utifizadas en los sistemas SI y FPS 
son el watt (W) y el caballo de fuerza (hp), respectivamente. Estas 
unidades se definen como 


1 W = 1 J/s = 1 N ■ m/s 
1 hp = 550 pies ■ Ib/s 


Para la conversion entre los sistemas de unidades, 1 hp = 740 W. 


Eficiencia. La eficiencia mecanica de una m&quina se define como 
la reladOn de la salida de potenda titil produeida por la miquina a la 
entrada de potenda suministrada a la mfiquina. Por tanto. 


potenda de salida 
potencia de entrada 


(14-11) 
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Si la energi'a suministrada a la mdquina ocurre durante el mismo inter- 
valo durante el cual es extraida, entonces la eficiencia tambkin se expre- 
sa en funcWn de la relacidn 


potencia de salida 
potencia de entrada 


(14-12) 


Como las mdquinas se componen de una serie de piezas mdviles, 
siempre se desarrollardn fuerzas de friccidn dentro de elias y, por 
consiguiente, se requiere energta extra o potencia adicional para ven¬ 
eer estas fuerzas. Por tanto, la potencia de salida serd menor que la 
potencia de entrada, de ahi que la eficiencia de una mdquina siempre 
es menor quel. 

La potencia suministrada a un cuerpo se determina por el siguiente 
procedimiento. 


14 


Procedimiento para el analisis 


• Primero determine la fuerza externa F que aettia en el cuer¬ 
po y que provoca el movimiento. Esta fuerza casi siempre fa 
genera una mdquina o un motor que se coloca dentro o fuera 
del cuerpo. 

• S el cuerpo esta en aceleracidn, podn'a requerirse trazar su 
diagrams de cuerpo fibre y aplicar la ecuaddn de movimiento 
(2F = ma) para determinar F. 

• Una vez que se determina F y la velocidad v de la particula 
donde se aplica F, la potencia se determina al muitipKcar la 
magnitud de la fuerza por el componente de velocidad que 
aettia en la direccidn de F (es decir, P = F- v = Fvcos $), 

• En algunos problemas la potencia la determina el edieuio del 
trabajo realizado por F por unidad de tiempo (Ppr 0m = AU/At). 


i 



Los requerimientos de potencia de este 
elevador depends n de la fuerza vertical F 
que actua en el y que hace que se desplace 
hada arriba. Si la velocidad del elevador 
es v, entonces la potencia de salida es 
P = F-v. 
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EJEMPLO 


14.7 


El hombre que aparece en la figura 14-15a empuja el embalaje de 
50 kg con una fuerza F = 150 N. Determine la potenda suministra- 
da por el hombre cuando t = 4 s. El coeficiente de fricddn cine tic a 
entre el piso y el embalaje es p k = 0.2. En un principio, el embalaje 
estd en reposo. 



SOLUClON 

Para determinar la potenda desarroBada por el hombre, primero 
debe calculate la veloddad de la fuerza de 150 N. El diagrama de 
cuerpo fibre del embalaje se muestra en la figura 14-156. Al aplicar 
la ecuaddn de movimiento, 

+ T SFj = ma^, N - (|)l50 N - 50(9.81) N = 0 

N = 580.5 N 

i, S F x = ma x , (y)l50 N - 02(580.5 N) = (50 kg)n 

a = 0078 m/s 2 

Por consiguiente, la veioddad del embalaje cuando t = 4 s es 


(-) V = tb + 

v = 0 + (0.078 m/s 2 )(4s) = 0.312 m/s 

La potenda suministrada al embalaje por el hombre cuando t = 4 s 
es, por consiguiente 


P = f- v = F x v = (f)(150 N)(0.312 m/s) 

= 37.4 W Reap. 
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EJEMPLO 14.8 


El motor M del malacate en la figura 14-16s levanta el embalaje 
C de 75 lb de modo que la aceleraddn del punto P es de 4 pies/s 2 . 
Determine ta potenda que debe suministrarse al motor en el instan- 
te en que la velocidad de P es de 2 pies/s. Ignore la masa de la polea 
y el cable y considere € = 0.85. 


soluciOn 

Para determinar ta potenda de salida del motor, primero es necesa- 
rio determinar la tensidn en el cable puesto que el motor desarrolla 
esta fuerza. 

A partir del diagrama de cuerpo libre, figura 14-166, tenemos 

ne | j_ 

+ i IP.'= ma ■ -2 T + 75 lb =--= a c m 

y y 32.2 pies/s 2 {> 

La aceleracidn del embalaje puede calculate por medio de cine- 
mgtica para relacionarla con la aceleracidn conocida del punto P, 
figura 14-16«. Con los mdtodos de la seccidn 12.9, las cooidenadas 
s c y s P pueden relacionarse con una parte constante de la longitud 
del cable / ta cual cambia en las direcdones vertical y horizontal. 
Tenemos 2sc + s P = l. Al to mar ta segunda derivadaconrespecto 
al tiempo de esta ecuacidn, resulta 

2 ac = ~ap ( 2 ) 

Como a P = +4 pies/s 2 , entonces a c = -(4 pies/s 2 )/2 = -2 pies/s 2 . 
£Qud indica el signo negativo? Al sustituir este resultado en la 
ecuacidn 1 y conservar d signo negativo puesto que ta aceleracidn 
tanto en la ecuaddn 1 como en la ecuaddn 2 se considerd positiva 
hada abajo, tenemos 

-2T + 751b = -2 pies/s 2 ) 

V.32.2 pies/r / 

T = 39.83 lb 

La potenda de safida, medida en cabalios de fuerza, requerida para 
jatar el cable a razdn de 2 pies/s es por consiguiente 

P = T- v = (39.83 lb)(2pies/s)[1 hp/(550 pies ■ Ib/s)) 

= 0.1448 hp 

Esta potenda de salida requiere que el motor proporcione una 
potenda de entrada de 

potencia de entrada = ^ (potencia de salida) 

= ^(01448 hp) = 0.170 hp Resp. 

NOTA: dado que la velocidad del embalaje cambia constantemen- 
te, el requerimiento de potencia es instantdneo. 



Plano de 



(b) 

Fig. 14-16 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F14-7* Si la superficie de contacto entre el bloque de 
20 kgy el suelo es lisa, determine la potencia de La fuerza F 
cuando j = 4 s. En un principio, el bloque esU en reposo. 



30 N 


FI4-7 


F14-8. Si F = (10s) N, donde $ esti en metros y la superfi- 
de de contacto entre el bloque y el suelo es lisa, determine 
la potencia de la fuerza F, cuando s =5 m. En un principio, 
el bloque de 20 kg est3 en reposo. 


FI4-10* El coefiden te de friccidn cine tica en tre el bloque 
de 20 kg y el piano indinado es = 0.2. Si el bloque se 
mueve hacia arriba del piano indinado a velocidad cons- 
tante v = 5 m/s, determine la potencia de la fuerza F. 



F14-U* Si el motor M eleva la carga A de 50 kg a una 
velocidad constants de 1.5 m^ determine la potencia de 
entrada del motor, el cual opera eon una eftciencia e = 0.8. 



F14-9* Si el motor enrolla el cable a una rapidez cons- 
tante de v = 3 pies/s, determine la potencia suministrada 
al motor. La carga pesa 100 lb y la eficiencia del motor es 
e = 0.8. Ignore la masa de las poleas. 



M 



F14-11 


F14-12* En el iratante mostrado, el punto P en el cable 
tiene una velocidad v P = 12 m/s, la cual se e$t3 incremen- 
tando a razdn de a P = 6 m/s 2 . Determine la potencia de 
entrada del motor M en este instante si opera con una efi¬ 
ciencia e = 0.8. La masa del bloque A es de 50 kg. 



F14-9 


F14-12 
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PROBLEMAS 


14-42. La maquina diesel de un tren de 400 Mg incre- 
menta su velocidad de manera uniforme a partir del punto 
de reposo a 10 m/sen 100 s a lo largo de una v£a horizon¬ 
tal. Determine la potencia pro medio desarrollada. 

14-43* Determine La potencia de entrada de tin motor 
necesaria para levantar 300 lb a una razdn constante de 
5 pies/s. La eficiencia del motor es e = 0.65, 

*14-44* Un tranvfa electrico pesa 15 000 lb y acelera a lo 
largo de una carretera recta horizontal a partir del punto 
de reposo, de modo que la potencia siempre es de 100 hp. 
Determine qite distancia debe recorrer para aicanzar una 
rapidez de 40 pies/s. 

*14-45* La Milkin Aircraft Co. fabrica un motor turbo- 
rreactor que se instala en un avidn que pesa 13 000 lb. Si el 
motor desarrolla un empuje constante de 52001b, determi¬ 
ne la potencia de salida del avidn cuando est3 a punto de 
despegar con una rapidez de 600 mi/h. 

14-46* El motor del automdvil de 3500 lb genera una 
potencia constante de 50 hp mientras viaja cuesta arriba a 
una rapidez constante. Si el motor opera con una eficien¬ 
cia e = 0.8, determine la velocidad del automdvil. Ignore la 
tesistencia a I a vance y al rod am lento. 



10 


Pro b* 1446 


1447* Un camidn cargado pesa 16(10*) lb y acelera de 
manera uniforme sobre una carretera plana desde 15 pies/s 
hasta 30 pies/s durante 4 s. Si la resistencia por friccidn al 
movimiento es de 325 lb, determine la potencia mixima 
que desee suministrarse a las rued as. 

*1448* Un automdvil que pesa 3500 lb sube una pen- 
diente de V a una rapidez constante de v = 40 pies/s. Si se 
ignoran La friccidn y la resistencia del viento, determine la 
potencia desarrollada por el motor dado que la eficiencia 
mecinica del automdvii es e = 0.65. 

•1449* El peldafio de una escalera etectrica se mueve a 
una rapidez constante de 0.6 m/s. Si los escalones son de 
125 mm de altura y de 250 mm de longitud, determine la 
potencia de un motor necesaria para levantar una masa 
promedio de 150 kg por escaldn. Hay 32 escalones. 


14-50* El hombre que pesa 150 lb es capaz de subir un 
tramo de escalera de 15 pies de altura en 4 s. Determine 
la potencia generada. ^Cuinto tiempo tendrfa que estar 
encendido un foco de 100 W para consumir la misma can- 
tidad de energfa? Conclusion: jpor favor apague las luces 
cuando no est£n en uso! 



14-5L La masa total del elevador y la carga es de 800 kg 
y la del contrapeso Ces de 150 kg. En un instante dado, el 
elevador tiene una velocidad ascendente de 2 m/s y una 
aceleracidn de 1.5 m/s 2 . Determine la potencia generada por 
el moLor M en este insLante si opera con una eficiencia de 
e = 0.8. 

*14-52* La masa total del elevador y la carga es de 800 kg 
y la del contrapeso C es de 150 kg. Si la velocidad ascenden¬ 
te del elevador aumenta de manera uniforme de 0.5 m/s a 
1.5 m/sen 1.5 s, determine la potencia promedio generada 
por el motor M durante este tiempo. El motor opera con 
una eficiencia de e = 0.8. 
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*14-53* El automdvil de 2 Mg increments su rapidez 
uniformemente desde el punto de reposo hasta 25 m/s 
en 30 s cuesta arriba. Determine la potencia mixima que 
el motor debe suministrar, el cual opera con una eficien- 
cia de € = 0.8. Adem^s, determine la potencia promedio 
su minis trada por el motor. 



frflb* 14-53 


14-54* Determine La velocidad del embalaje de 200 lb 
en 15 s si el motor opera con una eficiencia de e = 0.8. 
La potencia de entrada al motor es de 2.5 hp. El coefi- 
dente de friccidn cin^tica entre el embalaje y el piano es 
Pk = 0 , 2 , 


M m M 

P*ob* 14-54 


14-55* Se suministra una potencia constante de 1,5 hp 
al motor mientras opera con una eficiencia de € = 0.8. 
Determine la velocidad del embalaje de 200 lb en 15 
segundos, a partir del punto de reposo. Ignore la friceidn. 



M 


o 


*14-56. La transmisidn hidraulica de un camion de 30 000 
lb permite que el motor suministre una potencia constan¬ 
te a las ruedas traseras. Determine la distancia requerida 
para que el camidn que viaja por una carretera plana incre- 
mente su rapidez de 35 pies/s a 60 pies/s si se suministran 
90 hp a las ruedas traseras. Ignore la resistencia al avance 
yalrodamiento. 

*14-57* Si el motor de un automdvil de 1.5 Mg genera 
una potencia constante de 15 kW, determine La rapidez 
del automdvil despuds de haber recorrido una distancia de 
200 m en una carretera plana a partir del punto de reposo. 
Ignore la friceidn. 

14-58* A la vagoneta de mina de 12 Mg la jala un malaca- 
te M montado en ella. Si el malacate ejerce una fuerza de 
F = (150f^ 2 ) N en el cable donde t estd en segundos, deter¬ 
mine la potencia de salida del malacate cuando t = 5 s, a 
partir del punto de reposo. 

14-59* A la vagoneta de mina de 12 Mg la jala un malaca¬ 
te M montado en ella. Si el malacate genera una poten- 
da de salida constante de 30 kW, determine la rapidez 
de la vagoneta en el instante en que ha recorrido una 
distancia de 30 m, a partir del punto de reposo. 



Prohs* 14-58/59 


*14-60* A la vagoneta de mina de 1.2 Mg la jala un malaca¬ 
te M montado en ella. Si el malacate genera una potencia 
de salida constante de 30 kW y la vagoneta comienza a 
moverse desde el punto de reposo, determine su velocidad 
cuando I = 5 s. 



Prob. 14-55 


Fttib* 14-60 
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*14-61* El motor M Levant# el embalaje de 50 lb. Si el 
embalaje comienza a mo verse desde el pun to de reposo 
y con una aceleracidn constant© alcanza una rapidez de 12 
pies/s despu^s de alzarse $ = 10 pies, determine la potencia 
que debe suministrarse al motor en el instant© $ = 10 pies. 
La eficiencia del motor es € = 0.65. Ignore la masa de la 
polea y el cable. 



s 


Prok 14-61 


14-62. Un motor levanta un embalaje de 60 kg a una 
velocidad constante hasta una altura h = 5 m en 2 s. Si 
la potencia indicada del motor es de 3,2 kW 5 determine la 
eficiencia del motor. 


14-63* Si el turborreactor del dragster genera un empu- 
je constante de T = 20 kN, determine la potencia gene- 
rad a por el turborreactor en funcidn del tiempo. Ignore 
la resistencia al avance y al rodamiento y la perdida de 
combustible, La masa del dragster es de 1 Mg y arranca 
desde el punto de reposo. 



Prob* 14-63 


*14-64* Desde el silo en A se desearga arena a la trans- 
portadora y se transporta a la plataforma de almace- 
namiento a razdn de 360 000 Ib/h. Un motor el£ctrico 
conectado a la transportadora mantiene la rapidez de la 
banda en 3 pies/s. Determine la potencia protnedio gene- 
rada por el motor. 



Prob* 14-64 

14-65* El elevador de 500 kg comienza a subir desde el 
punto de reposo y viaja hacia arriba con una aceleracidn 
constante ct € = 2 m/s 2 . Determine la potencia de salida 
del motor M cuando t = 3 s. Ignore la masa de las poleas 
y el cable. 




h 

L 





Prok 14-62 


Prob* 14-65 
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14-66* Se lanza verticalmente desde el punto de reposo 
on cohete de 8 Mg de masa total. Si los motores gene¬ 
ral un empuje constante T = 300 kN, determine la poten- 
cia de salida de los motores en funcidn del tiempo. Ignore 
el efecto de la resistencia al avance y la pgrdida de com¬ 
bustible y peso. 


*14-69. Con los datos de la curva de potencia biomecini- 
ca que se ilustra, determine la rapidez maxima alcanzada 
por el ciclista y su bicicleta, los cuales denen una masa 
total de 92 kg, a medida que el ciclista asciende la pendien- 
te de 20° a partir del punto de reposo. 


A 



Ftob. 14-66 


14-67. La masa del embalaje es de 150 kg y descansa 
sobre una superficie cuyos coeficientes de friccidn est£tica 
y cin^dca son ^ = 0.3 y = 0.2, respectivamente. Si el 
motor JW suministra una fuerza al cable de F = (8Z 2 + 20) 
N, donde t est£ en segundos, determine la potencia de sali¬ 
da desarrollada por el motor cuando t = 5 s, 



14-70. Al embalaje de 50 kg lo jala hacia arriba en el 
piano inclinado de 30° el sistema de polea y motor M. Si 
el embalaje comienza a moverse desde el punto de reposo 
y, mediante una aceleracidn constante, alcanza una rapi¬ 
dez de 4 m/s, despu^s de recorrer 8 m a lo largo del piano, 
determine la potencia que debe suministrarse al motor 
en el instante en que el cable se ha movido 8 m. Ignore 
La friccidn a lo largo del piano. La eficiencia del motor es 
<e = 0.74. 

14-71. Resuelva el problema 14-70 si el coeficiente de 
friccidn cin^ticaentre el piano y el embalaje es = 0.3. 


Proh. 14-67 

*14-68. El bloque de 50 lb descansa sobre una superfi¬ 
cie £spera cuyo coeficiente de friccidn cin£tica es = 0.2. 
Una fuerza F =(40 + s 2 ) lb, donde s est3 en pies, acttia en 
el bloque en la direccidn mostrada. Si en un principio el 
resorte no esti alargado (s = 0) y el bloque esli en reposo, 
determine la potencia desarrollada por la fuerza en el ins- 
tan te en que el bloque se ha desplazado s = 1.5 pies. 




Prttb. 14-68 


PTobs. 14-70/71 
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14.5 Fuerzas conservadoras y energia 
potencial 


Fuerza Conservadora. Si el trabajo de una fuerza es indepen- 
djente de la trayectoria y depende sblo de la posidbn inidal y final 
en la trayectoria, entonces podemos clasificaria como unn fuerza con- 
servadora. Ejemplos de fuerzas conservadoras son el peso de una 
partfcula y la fuerza desarrollada por un resorte. El trabajo realizado 
por el peso depende solo del desplazamiento vertical del peso y el tra¬ 
bajo realizado por una fuerza de resorte depende solo del dargamien- 
to o compresion del resorte. 

En contraste con una Euerza conservadora, considere fa fuerza de 
fricctdn ejercida en un objeto que se desliza por una superficie fija. El 
trabajo realizado por la fuerza de friccibn depende de la trayectoria 
—cuanto mis larga sea la trayectoria, mayor seri el trabajo. Por con- 
siguiente, las fuerzas de fricdon son no conservadoras. El trabajo se 
disipa del cuerpo en forma de cator. 



Energia. La energia se define como la capacidad de reaiizar traba- Energia potencial gravitational 

jo. Por ejemplo,si una partfcula oiiginalmente esti en reposo, entonces 

el principio de trabajo y energia establece que = T-i. Expresado Kg. 14-17 

de otra manera, la energia dnbtfca es igual at trabajo que debe reali- 
zarse en la partfcula para Ilevarla del estado de reposo al estado de 
veloddad V. Por tanto, la energia cinetica es una medida de la capa¬ 
cidad de la partfcula de reaiizar trabajo, la cual est£ asociada con el 
movimiento de fa partfcula. Cuando la energfa se deriva de la posicion 
de la partfcula, medida con respecto a un piano de referenda, se Hama 
energfa potencial. Por tanto, la energia potencial es una medida de la 
cantidad de trabajo que una fuerza conservadora realizari cuando se 
mueve de una posicion dada al piano de referenda. En medinica, la 
energfa potencial creada por la gravedad (peso) o un resorte eldstico 
es importante. 


Energia potencial gravitational, si una partfcula se encuen- 
tra a una distancia y porencima de un piano de referenda afbitraria- 
mente selecdonado, como se muestra en la figure 14-17, el peso de 
la partfcula W tiene una energia potencial gravitacional positiva, V g , 
puesto que W tiene la capaddad de reaiizar trabajo positivo cuando 
la partfcula regresa al piano de referenda. Asimismo, si la partfcula se 
encuentra a una distancia y por debajo del piano de referenda, V^es 
negativa puesto que el peso realiza trabajo negativo cuando la partfcu- 
Ea regresa al piano de referenda. En el piano de referenda V g = 0. 

En general, si y es positiva hacia arriba, la energfa potencial gravita- 
cional de la partfcula de peso W es* 



(14-13) 


*Aquf se supone que el peso es co««<ime.Esia suposicidn es adecuada paradifeiendas 
minimas de elevacidn Ay. Sin embargo, si el cambio de elevacidn es significative debe 
tomarse en cuenta la variacidn del peso con la elevacitin (vea el problems 14 16)- 


14 
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El peso de los sacos colocados sobre esta 
plataforma produce energia potencial 
que se debe almacenar en los resortes 
del soporte. A medida que se quita cada 
saco s la plataforma se eieva un poco puesto 
que una parte de la energia potencial en 
bs resortes se transfonnara en un incre¬ 
ment de la energia potencial gravitacio- 
nal de los sacos restantes, Este dispositive 
es util para quitar los sacos sin tener que 
indinarse para descargarlos. 


Energia potencial elastica. Qiando se alargao comprime un 
resorte etastico una distancia s a partir de su posicidn no aiargada, en 
d resorte puede almaoenarse energia potencial e!4stica V e . Esta ener¬ 
gia es 



(14-14) 


Aqul V e siempre espositiva ya que, en la posicidn deformada,la fuerza 
del resorte dene la capacidado “potencial” derealizar siempre trabajo 
en la parti'cula cuando el resorte regresa a su posicidn no aiargada, 
figura 14-18. 


Posicidn no 
aiargada, 5 = 0 



Fig, 14-18 
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Fundon potential. En el caso general, si una partfeula se some- 
te tanto a fuerzas gravitacionales como etesticas, la energfa potencial 
de la partfeula se expresa como una fimeion potencial, la cuai es la 
suma algebraic a 


V = V g + V e 


(14-15) 


La medicibn de V depende de la ubicacibn de la partfeula con respecto a 
un piano, seleccionado de acuerdo con las ecuaciones 14-13 y 14-14. 

La diferencia de esta funetdn mide el trabajo realizado por una fueiza 
conservadora al mover una partfeula de un punto a otro, es decir, 


14 


Ui-2 = Vi - v 2 


(14-16) 


Por ejemplo, la funcibn potential de una partfeula de peso W sus- 
pendida de un resorte puede expresarse en funcibn de su posicibn, s, 
medida con respecto a un piano de referencia localizado en (a longitud 
no alargada del resorte, figura 14-19. Tenemos 

V = V* + K 

= -Ws + \l fcs 2 

Si la partfeula se mueve de ji a un posicibn mis baja S 2 , entonces al 
aplicar la ecuacibn 14-16 se ve que el trabajo de W y F s es 

Ui-i = Vi -V 2 = (-W>i + Ujj) - (-Ws 2 + \k£) 

= - j?i) - {$kS2 - 



S 


Fla no de 
tefeiencia 


Fig. 14-19 
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Cuandoel desplazamientoa lolargo dela trayectoriaes infinitesimal, 
es deeir del punto (x, y, z) al (x + dx,y + dy, z + dz), la ecuacidn 14-16 
se escribe 


dU = V(x,y,z) ~ V(x + dx,y + dy,z + dz) 
= -dV(x,y,z) 


(14-17) 


Si representamos tanto la fuerza como su desplazamiento como vec- 
tores cartesianos, entonces el trabajo tambidn puede expresarse como 

dU = ¥• dr = (Fji + f\j + FJt) ■ (dxi + dyj + dzk) 

= F x dx + F y dy + F z dz 


Al sustituir este resultado en la ecuaddn 14-17 y exp res ar la diferencial 
dV(x,y, z) en ftinddn de sus derivadas parciales se tiene 


/ dV dV dV \ 

F x dx + F dy + F,dz = —( — dx + — dy + — dz ) 
* y * \dx dy dz ) 


Cbmo los cambios de x, y y z son independientes entre st, esta ecuaddn 
se satisface siempre que 


F x 


dV_ 
dx ’ 



F z =~— (14-18) 

dz 


Por tanto. 


o 


F = 


dV, dV t dV t 
—i-1-k 

dx dy J dz 


-( 


d . , d . d 
dx dy J dz 



F= - VV 


(14-19) 


donde V (del) representa el operador vectorial V = (d/d x)i + (d/d y)j 
+ (d/d z)k. 

La ecuaddn 14-19 re lac ion a una fuerza F con su funcidn potential V 
por fc> que constituye un criterio matemdtico para oomprobar que Fes 
conservadora. Por ejemplo, la funcidn de potential gravitacional de un 
peso situado a una distancia y por encima de un piano de referenda es 
V g = Wy. Para comprobar que W es conservador, es necesario demos- 
trar que satisface la ecuacidn 14-18 (o la 14-19), en cuyo caso 

F > = ~f- 4 -*£<"»> —w 

El signo negativo indica que W actda hacia abajo,opuesto a la distancia 
y positiva, la cual es hada arriba. 
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14.6 Conservation de la energfa 

Qiando en una partfcula actua un sistema tanto de fuerzas conserva- 
doras como no conservadoras, la parte del trabajo realizado por las 
fuerzas conservadoras puede escribirse en funcidn de la diferencia 
de su$ energfas potendales por medio de la ecu add n 14-16, es decir, 
(SL r i^ 2 ) CDI , s =V t - V 2 . Por consiguiente, el principio de trabajo y ener¬ 
gfa se escribe como 


T\ + Vi + (Sf/i_2)noonns. = ?2 + V 2 (14-20) 

Aquf oons represents ei trabajo de las fuerzas conservado¬ 

ras que actuan en la partfcula. Si solo las fuerzas conservadoras realizan 
trabajo, entonces tenemos 


Ti + V x = T 2 + V 2 


(14-21) 


Esta ecuaddn se conoce como la conservacion de la energla mecd- 
nica O simple men te como la conservacion de la energla. Express que 
durante el movimiento la suma de las energfas potencial y dnetica de la 
partfcula permanece constante. Para que esto ocurra,la eneigfa dndtica 
debe transformarse en energfa potencial, y viceversa. Por ejempto, si 
se deja caer una bola de peso W desde una altura A sobre el suelo (piano 
de referencia), figura 14-20, su energfa potendal es maxima antes de 
dejarla caer, momento en el cuai su energfa dndtica es cero. La energfa 
mecSnica total de la bola en su posicidn inidal es por tanto 

£ = T t + V t = 0 +Wh = Wh 


Qiando la bola ha cafdo una distancia A/2, su vel octdad s e determina 
con u 2 = wg + 2n f (y - y 0 ),lacualresulta v = Vlg(h/2) = Vgh- La 
energfa de la bola a la mitad de la altura, por consiguiente, 

E = T 2 +V 2 = ~j[ VgA} 2 + w(|) = Wh 


Exactamente antes de que la bola choque con el suelo, su energfa 
potencial es cero y su velocidad es v = \ / 2gh. Aquf, de nuevo, la 
energfa total de la bola es 

E = T 3 +Vi = ~—{V2gh) 2 + Q = Wh 

2- g 

Observe que cuando la bola entra en contacto con el suelo, se deforma 
un poco y siempre que e! suelo sea suficientemente duro, la bola rebo- 
tard en la superfide.y akanzara una nueva altura A', la cual sera menor 
que la altura A desde la cual se solid por primera vez. Si ignoramos la 
friccidn del aire, la diferencia de altura explica la pdrdida de energfa, 
E, = W(h - A'), la cual ocurre durante la coBsidn. Pordones de esta 
pdrdida producen ruido, una deformacidn localizada en la bola y en el 
suelo, y cator. 




h 


—r~ 


Plano 

de refe¬ 
rencia 


iL 

2 


O Energfa potendal (mAx) 
Energfa dnetica (cero) 


O Energfa potendal y 
energfa dnetica 


Energfa potenciaJ (cero) 
Q_0 Ene rgfa dnetica (m£x) 


Fig. 14-20 
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Si Sterna de particulas. Si un sistema de particulas se somete 
solo a fuerzas conservadoras, entonces puede escribirse una ecu acid n 
similar a fa ecuaddn 14-21 para las particulas. Al aplkar fas ideas del 
ptanteamiento precedente, la ecuaddn 14-8 (STi + St/i_ 2 = £T 2 ) se 
escribe 


14 


ST i + S^ = ST 2 + SF 2 


(14-22) 


Aquf, la suma de las energfas cindtica y potendal inidales del sistema 
es igual a la suma de las energfas cindtica y potencial finales del siste¬ 
ma. Eft otras palabras, ST + S V - const. 


Procedimiento para el analisis 


La ecuaddn de la conservacibn de la energi'a puede utiBzaise para 
resolver problem as que imp lie an velocidad, desplazamiento y sis- 
temas de fuerzas conservadoras. En general es mas fdcil de apticar 
que el prindpio del trabajo y energia porque esta ecuaddn requie- 
re espedficar las energia dndtica y potencial de la parti'cula en sblo 
dos punios a lo largo de la trayectoria, en lugar de determinar el 
trabajo cuando la parti'cula experiments un desplazamiento. Para 
su aplicacibn se sugiere el siguiente procedimiento. 

Energia potencial. 

* Trace dos diagramas que muestren la parti'cula localizada en su 
punto inicial y final a lo largo de la trayectoria. 

* Si la parti'cula se somete a un desplazamiento vertical, esta- 
blezca el piano de referenda horizontal fijo con respecto al 
cual se va a medir la energi'a potendal gravitacional V g de la 
partfcula. 

* Los datos relacionados con la e lev acid n y de la partfcula con 
respecto al piano de referenda y con el alargamiento o com- 
presidn s de cualesquier resorte de conexidn pueden determi¬ 
nate por la geometria asociada con Sos dos diagramas. 

* Recuerde que V g = Wy, donde y es positiva hada arriba del 
piano de referenda y negativa hacia abajo; asimismo para un 
resorte, V e = \ks 2 , la cual es positiva siempre. 

Conservacior de la energia. 

* Aplique la ecuacidn T\ + Vj = T 2 + V 2 . 

* Cuando determine la energi'a dndtica, T = \mv t , recuerde 
que la rapidez v de la partfcula debe medinse con respecto a un 
marco de referenda inerdal. 
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EJEMPLO 


(a) 

SOLUCI6N 

Como la fuerza del cable no iealiza trabajo en el avidn, debe obte- 
nerse con la ecu add n de movimiento. En primer Sugar, sin embar¬ 
go, debemos determinar la rapidez del avidn en B. 

Energla potenciaf. Por convenience, el piano de referencia se 
establecid en el parte superior del puente grua, figura 14-21«. 

Conservation de la energla. 

T a + Va~T b + V b 

0 - 8000 kg (9.81 m/s 2 ) (20 cos 60° m) = 

|(8000 kg)4 - 8000 kg (9.81 m/s 2 )(20 cos 15° m) 

Vb = 13.52 m/s = 13.5 m/s Rtsp. 

Ecuacion de movimiento. De acuerdo con el diagrama de cuer- 
po libre, cuando el avidn estS en B, figura 14-216, tenemos 

+\ = ma„; 

(13.52 m/s) 2 

T - (8000(9.81) N) cOS 15° = (8000 kg)-—- 

T = 149 kN Resp. 


El puente grua mostrado en la fotograffa se utilize para probar 
la respuesta de un avidn al estreiiarse. Como se muestra en la figura 
14-21a, el avidn, cuya masa es de 8 Mg, es izado hacia atris hasta 
que 9 = 60° y luego se suelta el cable AC cuando el avidn esti en 
reposo. Determine la rapidez del avidn justo antes de estreiiarse 
en el suelo, 9 = 15°. Adem&s, £cu& es la tensidn maxima desarrolta- 
da en el cable de soporte durante el movimiento? Ignore el tamaflo 
del avidn y ei efecto de elevaddn provocado por las alas durante el 
movimiento. 


(b> 

Fig. 14-21 
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EJEMPLO 14.10 



0.75 m 


Jt J i= 12 kN/m 



—-- 

k B = 15 kN/m 


(») 


El martinete R mostrado en Ea figura 14-22o tiene una masa de 100 
kg y se suelta desde el punto de reposo a 0.75 m de la pane supe¬ 
rior de un resorte A, que tiene una rigidez de k A = 12 kN/m. Si 
un segundo resorte B euya rigidez es de ks = 15 kN/mse “coioca 
dentro del otro” en A, determine eE desplazamiento mdximo de A 
neoesariopara detener el movimiento hacia abajo del martinete. La 
bngitud no alargada de cada resorte se indica en la figura. Ignore 
la masa de los resort es. 

soluciOn 

Energia potencial. Supondremos que el martinete comprime 
ambos resortes en el instante en que se detiene. EE piano de refe¬ 
renda est£ (ocalizado a travds del eentro de gravedad del martinete 
en su posicidn inicial, figura 14-226. Cuando la energia cindtica se 
reduce a cero (vi = 0),^ se comprime una distancia s A y B se com¬ 
prime s B - s A - 0.1 m. 


Conservacion de la energia. 


T t + V t = T 2 + V 2 

0 + 0 = 0 + {\k A s\ + \k^s A - 0.1 f - Wh} 

0 + 0 = 0 + {|(12000 N/m)^ + i(15000 N/m)(j A - 0.1 m) 2 

- 981 N (0.75 m + sa)} 




© 


981N 


_ 




981 N 



Plano de 
referenda 


0,75 m 


'M 


s A 

s B = s A — 01 m 


(b) 

Fig. 14-22 


Al reordenar los t£rminos t 


13 500s3i - 2481^ - 660.75 = 0 


S urilizamos la formula cuadritica y resolvemos la rafz positiva, 
tenemos 


sa = 0.331 m 


Reap. 


Como ss = 0.331 m - 0.1 m = 0.231 m, la cual es positiva, la supo- 
ack5n de que ambos resortes son comprimidos por el martinete es 
corrects. 

NOTA: la segunda rar'z, s A = -0.148 m, no represents la aluaddn 
ffsica. Como s positiva se mide hacia abajo, el signo negativo indica 
que el resorte A tendria que ser “extendido” en una cantidad de 
0L148 m para detener el martinete. 
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EJEMPLO 


En el poste vertical se insert a un cottarfn liso de 2 kg como se mues- 
tra en Ea figura 14-23* Si ei resorte no est£ alargado cuando el colla- 
n'n estd en la posicidn A, determine la rapidez a la eual se mueve 
cuando y — 1 m, si (a) se suelta del punto de reposo en A y (b) se 
suelta en A con una vetocidad hacia arriba v A =2 m/s. 


S0LUO6N 

Parte (a) Energfa potencial. Por conveniencia, el piano de re¬ 
ferenda se sittia a travds de AB, figura 14-236. Cuando el coila- 
rin esta en C, la energfa potencial gravitacional es ~(mg)y, puesto 
que el collarin esta debajo del piano de referenda y la energfa poten¬ 
cial elistica es \ksc B - En este caso s CB = 0.5 m, la cual represents el 
alargamiento del resorte como se muestra en la figura. 

Con$ervad6n de la energfa. 


T A + V A = T c + 

0+ 0 = \rrtVc + - mgy\ 

0+ 0 = {l(2kg)t>|} + {|(3N/m)(0.5 m) 2 - 2(9.81) N (1 m)} 
Vc = 4.39 m/s 1 Resp. 


Este problems tambi&i puede resolverse con la ecu acid n de movi- 
miento o el prindpio de trabajo y energfa. Observe que para ambos plano 
mdtodos deben tomarse en cuenta la variaddn de la magnitud y la de A 
direccidn de la fuerza del resorte (vea el ejemplo 13.4). Aquf, sin referenda 
embargo, la solucidn anterior es claramente ventajosa puesto que 
los calculos dependen solo de los datos calcutados en los puntos ini- 
dal y final de la trayectoria. 

Parte (b) Conservaddn de la energfa. Si v A = 2 m/s, al utilizar 
los datos de la figura 14-236, tenemos 


T A + V A = T c + V c 

\mVj l + 0 = \rrwc + {^kscs ~ wig,?} 

1(2 kg)(2 m/s) 2 + 0 = |(2 kg)4 + {1(3 N/m)(0.5 m) 2 

- 2(9.81) N(1 m)} 

Vc = 4.82 m/s i Resp. 


NOTA: la energfa cindtica del collarfn depende solo de la magni¬ 
tud de la velocidad.y por consiguiente no imports si el collarfn sube 
o baja a 2 m/s cuando se suelta en A. 



V(I m) 2 + (0.75 in) 1 = 155 m 



s CB = 155 m - 0.75 m = 05m 
Cb) 

Fig. 14-23 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F14-13* El p^ndulo de 2 kgse suelta del punto de reposo 
cuando est3 en A. Determine la rapidez y La tensidn en la 
cuerda cuando pasa por su posicidn m£s baja B. 



F14-13 

F14-14* El paquete de 2 kg deja la banda transportadora 
en A con una rapidez de v A = 1 m/s y se desliza hacia la 
parte inferior de la rampa. Determine la rapidez requerida 
de la banda transportadora en B de mode que el paquete 
puede ser entregado sin que resbale en la banda. Adem£s, 
determine la reaccidn normal de la parte curva que la 
rampa ejerce en el paquete en B si p B = 2 m. 


FI4-16. El collarfn de 5 lb se suelta del pun to de reposo 
en A y se desliza a lo largo de la gufa libre de friccidn. 
Determine la rapidez del collarfn cuando choca con el tope 
B. La longitud no alargada del resorte es de 0.5 pie. 



F14-16 

FI4-17* El bloque de 75 lb se suelta del punto de reposo 
a 5 pies sobre la placa. Determine La compresidn de cada 
tesorte cuando el bloque se detiene moment^neamente 
despuds de golpear la placa. Ignore La masa de dsta. En un 



F14-15* A1 collarfn de 2 kg se le imprime una velocidad 
de 4 m/s hacia abajo cuando esli en A. Si la longitud no 
alargada del resorte es de 1 m y su rigidez es k = 30 N/m, 
determine la rapidez del collarfn en s = 1 m. 


2 m 



Jt = 30N/m 


F14-18* El collarfn C de 4 kg tiene una velocidad de 
v A = 2 m/s cuando estd en A. Si la barra gufa es lisa, deter¬ 
mine la rapidez del collarfn cuando esU en B. La longitud 
no alargada del resorte es / 0 = 0.2 m. 



F14-15 


F14-18 
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PROBLEMAS 


*14-72* Resuelva el problema 14-12 con La ecuacidn de la 
conservation de la energfa. 

*14-73* Resuelva el problema 14^7 con La ecuacidn de 
la conservation de la energfa. 

14-74* Resuelva el problema 14-8 con la ecuaciOn de la 
conservation de la energfa. 

14-75* Resuelva el problema 14-18 con la ecuaciOn de 
la conservation de la energfa. 

*14-76* Resuelva el problema 14-22 con la ecuaciOn de la 
conservation de La energfa. 

*14-77* Cada una de las dos bandas el^sticas de la resor- 
tera tiene una longitud no alargada de 200 mm. Si se jalan 
hacia atris hasta la position mostrada y se sueltan del 
punto de reposo, determine la rapidez de la posta de 25 g 
justo despuOs de que las bandas regresan a su longitud no 
alargada. Ignore la masa de las bandas elasdcas. La rigidez 
£de cada una de las bandas esde 50 N/m. 

14-78* Cada una de las dos bandas elisticas de la resor- 
tera tiene una longitud no alargada de 200 mm. Si se jalan 
hacia atr£s h asta la position mostrada y se sueltan desde el 
punto de reposo, determine la altura maxima que alcan- 
za la posta de 25 g si se Lanza verticalmente. Ignore la 
masa de las bandas elisticas y el cambio de elevaciOn de 
La posta mien tr as esli sostenida por Las bandas. La rigi¬ 
dez £de cada una de las bandas es de 50 N/m. 



14-79* EL bloque A pesa 1.5 lb y se desliza en la ranura 
horizontal lisa. Sise (leva el bloque a $ = 1J piesy se suel- 
ta del reposo, determine su rapidez en el instante $ = 0. La 
rigidez de los dm resortes es k = 150 lb/pie y su longitud 
no alargada esde 0,5 pie. 

*14-80* El bloque A pesa 2 lb y se desliza en la ranura 
horizontal lisa. Cuando s = 0 ai bloque se le imprime una 
velocidad initial de 60 pies/s hacia la derecha. Determine 
el desplazamiento horizontal maximo s del bloque. Cada 
uno de los dos resortes dene una rigidez k = 150 lb/pie 
y una longitud no alargada de 0.5 pie. 



Probs* 14-79/80 

*14-81* El bloque A de 30 lb se coloca sobre los dos 
resortes, uno dentro del otro, By Cy luego presionado 
hacia abajo hasta La position mostrada. Si luego se le suel- 
ta, determine la altura maxima h a la cual se elevar^. 


A 



Probs* 14-77/78 


Prob* 14-81 
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144*2. El resorte no esti alargado cuando $ = 1 tn y el 
bloque de 15 kg se suelta del reposo en esta posicidn. 
Determine la rapidez del bloque cuando $ = 3 m. El 
tesorte pennanece horizontal durante el movimiento y las 
superficies de contacto entre el bloque y el piano inclinado 
son lisas. 



144*3* La guta vertical es lisa y el collartn de 5 kg se 
suelta del reposo en A. Determine la rapidez del colladn 
cuando est3 en la posicidn C, La longitud no alargada del 
tesorte es de 300 mm. 


*14-84* El colladn de 5 kg se desliza a lo largo de la barra 
lisa. Si el colladn se suelta desde el punto de reposo en 
A , determine su rapidez cuando pasa por el punto B. El 
tesorte tiene una longitud no alargada de 200 mm. 



*14-85* El cilindro tiene una masa de 20 kg y se suelta 
del reposo cuando h = 0. Determine su rapidez cuando 
h = 3 m. Cada uno de los resortes tiene una longitud no 
alargada de 2 m. 


--0.4 m 




Prob* 144*3 


Prob* 14-85 
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*14-89* La rnasa del carro de la mo mafia rusa induido su 
pasajero es m . Determine la velocidad minima que debe 
tener cuando entra en el rizo por A de modo que pueda 
completarlo y no pierda el contacto con La via. AdemSs, 
determine la fuerza normal que los rieles ejercen en el 
carro cuando est3 a punto de salir del rizo en C. El radio de 
curvatura de la via en B es p B y en C es p c . Ignore el tama- 
fio del carro. Los puntosA y Cest^n a la misma altura. 


Pttib* 14*89 

14-90* El dispositivo de resorte dispar a la bola de 0.5 lb. 
La rigidez del dispositivo es de k = 10 Ib/pulg, y las cuatro 
cuerdas C y la placa P lo mantienen comprimido 2 pulg, 
cuando no hay carga sobre la placa. Esta se empuja 3 pulg 
hacia aim a partir de su posicidn inicial. Si luego se suelta 
del punto de reposo, determine la rapidez de la bola cuan¬ 
do Uega a la posicidn $ = 30 pulg, sobre el piano inclinado 
liso, 

14-9L El dispositivo de resorte dispara la bola de 0.5 lb. 
Determine la rigidez minima k requerida para dispararla 
a una distancia maxima s = 30 pulg hacia ardba del piano 
despuds de que el resorte se comprime 3 pulg y la bola se 
dispara desde el punto de reposo. Las cuatro cuerdas C y 
la placa P mantienen el resorte comprimido 2 pulg cuando 
no hay carga en la placa. 


14-86* Tarzin tiene una masa de 100 kg y se lanza desde 
el punto de reposo del risco sujeto firmemente de una 
enredadera, la coal mide 10 m desde la rama de soporte 
A hasta su centro de masa. Determine su rapidez justo 
despuds de que la enredadera golpea la rama B. Tambidn, 
icudl es la fuerza con la que debe sujetarse de La enreda¬ 
dera justo antes y justo despuds de que dsta se pone en 
contacto con la rama B1 


F*ob* 14-86 

14-87* La masa del carro de la mo n tafia rusa induido su 
pasajero es de 800 kg y comienza a moverse desde la cima 
de la cuesta A con una rapidez v A = 3 m/s. Determine la 
altura minima h de La cuesta de modo que el carro com¬ 
plete los dos rizos sin que pierda el contacto con la via. 
Ignore la friccidn, la masa de las ruedas y el tamafio del 
carro. ^Cuil es la reaccidn normal en el carro cuando esti 
en By en C? 

*14-88* La masa del carro de la montafia rusa induido su 
pasajero es de 800 kg. Si arranca del reposo en la cima de 
la cuesta A, determine la altura minima h de la cuesta 
de modo que el carro complete los dos rizos sin que pierda el 
contacto con la via. Ignore la Mccidn, la masa de las rue¬ 
das y el tamafio del carro. ^Cu£l es la reaccidn normal en 
el carro cuando esti enSyenC? 


Probs* 14-87/88 


Frobs* 14-90/91 
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*14-92* El carro de la mon tafia rusa que tiene ana masa 
marranca del panto de reposo en el panto A. Si la vfa tiene 
que diseflarse de modo que el carro no pierda el contacto 
con ella en determine la altura requerida h. Adem£s, 
determine la rapidez del carro cuando Llega al panto C. 
Ignore La friccidn. 


14*95* El ciclista intenta completar el rizo elipsoidal sin 
que se caiga del rizo. Determine la rapidez que debe man- 
lener en A justo antes de entrar al rizo para completar la 
maniobra. La bicicleta y el ciclista tienen ana masa total 
de 85 kg y an centro de masa en G. Ignore la masa de las 
medas. 


A 



*14-93* Cuando el eilindro de 50 kgse suelta del panto de 
teposo, el resorte se sujeta a una tensidn de ft) N. Determine 
la rapidez del eilindro despuds de que ha cafdo 200 mm. 
^Qud tan lejos ha cafdo cuando se detiene momentdnea- 
mente? 



14-94* Una paila de masa insignificante estd sujeta a dos 
tesortes iddnticos de rigidez k = 250 N/m. Si se deja caer 
una caja de 10 kg desde una altura de 0.5 m por encirna 
de La paila, determine el desplazamiento vertical m£ximo d. 
Inicialmente cada resorte tiene una tensidn de 50 N. 



y 



*14-96* El esquiador de 65 kg inicia su salto desde el 
pun to de reposo en A. Determine su rapidez en B y la dis- 
tancia sdonde aterriza en C. Ignore la friccidn. 


A 



IVob* 14-94 


Pmb* 14-96 
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*14-97* Un hombre de 75 kg re a Liz a un salto el^sti- 
oo desde A coo una rapidez inicial de caida de 1.5 m/s. 
Determine la longitud no alargada de la banda elistica a 
la cual es t£ sujeto para que se detenga momentaneamente 
justo sobre La superficie del agua. La rigidez de la banda 
elistica es& = 3 kN/m Ignore la estatura del hombre. 



Prok 14-97 


14-98* El bloque A de 10 kg se suelta del punto de reposo 
y se desliza hacia abajo del piano liso. Determine la com- 
presidn x del resorte cuando el bloque se detiene momen¬ 
ta neamente, 


14-99* El collarin Liso de 20 lb estft sujeto al resorte cuya 
longitud sin alargar es de 4 pies. Si se suelta desde el punto 
de reposo en la posicidn A, determine la rapidez con que 
Uega al punto B. 


z 



*14-100* El collarin de 2 kg se suelta desde el punto 
de reposo en A y se desliza a lo Largo de La guta vertical 
lisa. Determine su rapidez cuando Jlega a La position B. 
Adem^s, determine La fuerza normal ejercida en el colla- 
rCn en esta posicidn. La longitud sin alargar del resorte es 
de200mm. 



k = 5 kN/m 


B 



Prob* 14-98 


Prob* 14-100 
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•14-101* Un tube con perfil de un cuarto de circuit) AB 
de radio medio rcontiene una cadena lisa cuya masa por 
unidad de longitud as Si la cadena se suelta del punto 
de reposo desde la posicidn mostrada, determine su ra¬ 
pidez cuando sale por complete del tubo. 



14-102* A la bola de masa m se le impdme una rapidez 
de v A = V3gr en la posicidn A. Cuando Uega a B, la cuer- 
da golpea la clavija P, tras de lo cual la bola describe una 
trayectoria circular mis pequefia. Determine la posicidn x 
de Pde modo que la bola alcance el punto C P 

14-103* A la bola de masa m se le imprime una rapidez 
de v A = en la posicidn A. Cuando Uega a B, la cuer- 
da golpea la clavija P, tras de lo cual la bola describe una 
trayectoria circular mis pequefia. Si x = §r, determine 
La rapidez de la bola y la tensidn en la cuerda cuando 
alcanza su punto mis alto C. 



*14-104* Si la masa de la tierra es M E> demuestre que la 
energta potential gravitational de un cuerpo de masa m 
situada a una distancia r del centra de la Tierra es V s = 
-GM E m/r. Recuerde que La fuerza gravitacional que 
aetda entre la Tierra y el cuerpo es F = G(M E m/r 2 ), ecua- 
ddn 13-1. Para el cilculo, localice el piano de referenda a 
una distancia “infinite” de la Tierra. Tambiin, demuestre 
que Fes una fuerza conservadora. 

*14-105* Un satelite de 60 kg vuela libremente a lo 
largo de una drbita elfptica de modo que en A, donde 
r A = 20 Mm, su rapidez es v A = 40 Mm/h. ^Cuil es la velo- 
cidad del satilite cuando Uega al punto B, donde r B = 80 
Mm? Sugenncin: vea el problema 14-104, donde M e = 
5.976(H) 24 ) kgy G = 66.73(10“ !2 ) m 3 /(kg -s 2 ). 



Pfcih. 14-105 


14-106* El parachoques de doble resorte se utiliza para 
detener el lingote de acero de 1500 lb en el tren de lami¬ 
nar. Determine el desplazamiento miximo de Laplaca A si 
el Ungote cboca con la placa a 8 pies/s* Ignore la masa de 
los resortes y las placas A y B. Considere = 3000 lb/pie 5 
k 2 = 45 000 Ib/pie. 


v = 8 pics/s 





Probs* 14-102/103 


Prob* 14-106 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P14-1. La montafta rasa se dedene moment£neamente 
en A. Determine la fuerza normal aproximada que ejerce en 
la via en B. Tambi£n determine su aceleracidn aproxima¬ 
da en este punto. Use datos num^ricos y tome medidas a 
escala en La fotograffa con una altura conocida en A. 



PI 4-1 


P14-2* A medida que la gran rueda gira, el operador 
puede aplicar un mecanismo de frenado que fija los earros 
en la rueda, lo que permite entonces que 6stos giren junto 
con la rueda. Suponga que los pasajeros no tienen puesto el 
rinturdn de seguridad, y determine la rapidez minima de 
b rueda (earros) de modo que ningtin pasajero se eaiga. 
^Cu^ndo deber^ el operador soltar el freno de modo que 
los earros alcancen su veloeidad maxima al girar libremen- 
le en la rueda? Esdme la fuerza normal maxima que el 
asiento ejeree en el pasajero cuando se alcanza esta veloci- 
dad. Use valorem num^ricos para explicar su respuesta. 



P14-3* El muchacho jala hacia atr^s el lanzador de glo- 
bos Uenos de agua, por lo que se estiran las cuatro euerdas 
elisticas. Estime la altura maxima y la distancia maxima 
que alcanza el globo si se lanza desde la posicidn mostrada. 
Use valores num£ricos y cualesquier medidas necesarias 
desde la fotograffa. Suponga que se conocen La longitud no 
alargada y la dgidez de cada cuerda. 



P14-3 


P14‘4, La muchaeha est A momeniineamente en repo- 
so en la position mostrada. Si la longitud no alargada y 
dgidez de cada una de las dos euerdas el^sdcas se cono¬ 
cen, determine aproximadamente qu£ distancia baja la 
muchaeha antes de que vuelva a estar de manera momen- 
tSnea en reposo. Use valores num£ricos y tome cuales¬ 
quier medieiones necesarias a pardr de la fotografia. 



P14-2 


P14-4 
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CaP[TULO 14 ClNIiTICA DE UNA PARTICULAR TRABAJO V EMERGlA 


REPASO DEL CAPfTULO 


Truhujo de una fuerza 

Una fuerza realiza trabajo cuando se 
desplaza a lo largo de su linea de accidn. 
Si la fuerza varia con el desplazamiento, 
entonces el trabajo es U = fFco&Bds. 

Gr^ficamente, £sta represent a el 3rea 
bajo el diagram a F-$. 



Si la fuerza es constante, entonces para 
un desplazamiento As en la direccidn 
de la fuerza U = F c As, Un ejempio tfpi- 
co de este caso es el trabajo de un peso 
U = - WAy. Aqui, A yes el desplazamien- 
(o vertical. 


x 



Reside n sin 
alargar,.* = 0 


El trabajo realizado por una fuerza de 
resorte, F = ks , depende delaiargamiento 
o compresidn s del resorte. 


V = I ksl - \ks] 



Fuerza que acttia 
en Ja particula 


Prindpkk de trabajo y energia 


Si la ecuaeidn de movimiento en la direc- 
ridn tangencial, XF, = mt t se combinacon 
la ecu acid n cinematita, a t ds = v ^ir,obte- 
nemos el principio de trabajo y energia. 
Esta ecuaeidn establece que la energia 
cindtica inicial T, mas el trabajo realizado 
Xt/j_ 2 es igual a la energia cindtica final. 


T, + = r 2 
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El principio de trabajo y energfa es titil 
para resolver problemas que implican 
fuerza, veloddad y desplazamiento. Para 
su aplicacidn, debe trazarse el diagrama de 
cuerpo libre de la partfcula para identificar 
las fuerzas que realizan trabajo. 


Potencia y efidenda 


Potencia es la cantidad de trabajo realizada 
en la unidad de tiempo. Para su aplicacitin, 
deben especificarse la fuerza F que crea la 
potencia y su veloddad v. 



P = F‘v 


La efidencia represen ta la relacidn de la 
potencia de salida a la potencia de entrada. 
Debido a la fuerza de friccidn sietnpre es 
toe nor que uno. 


Conservaeidn de la energia 


potencia de salida 
potencia de entrada 


Una fuerza conservadora realiza trabajo 
que es independiente de su trayectoria. 
Dos ejetnplos son el peso de una par¬ 
tfcula y la fuerza del resorte. 

La Mccidn es una fuerza no conservadora, 
puesto que el trabajo depende de la longi- 
tud de la trayectoria. Cuanto mis larga es 
la trayectoria, mis trabajo se realiza. 

El trabajo realizado por una fuerza conser¬ 
vadora depende de su posicidn con respec- 
to a un piano de referenda. Cuando este 
trabajo se refiere a un piano de referen¬ 
da, se llama energfa potencial. Para un 
peso es V g = ±Wy y para un resorte es 
V, = +ijtx 2 . 

La energfa mecinica se compone de ener¬ 
gfa cin^tica T y energfas potenciales gra- 
vitacional y elistica V. De acuerdo con 
la conservacidn de la energfa, esta suma 
es constante y tiene el mismo valor en 
cualquier posicidn de la trayectoria. Si 
sdlo fuerzas gravitacionales y de resortes 
provocan el movimiento de la partfcula, 
entonces puede usarse la ecuacidn de la 
conservacidn de la energfa para resolver 
problemas que implican estas fuerzas con- 
servadoras, desplazamiento y veloddad. 



Energfa potencial gravitational 



Energfa potencial elistica 
Ti + V,=T 2 +V 2 


































Se requieren principios de impulse y cantidad de movimiento para predeeirel 
movimiento de esta pelota de golf. 


Cinetica de 

una particula: impulso y 
cantidad de movimiento 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Desarrollar e! principio de impulso y cantidad de movimiento 
lineal para una particula y aplicarlo para resolver problemas que 
implican fuerza, velocidad y tiempo. 

* Estudiar la conservaci6n de cantidad de movimiento lineal para 
particular 

* Analizar la mecanica del impacto. 

* Presentar el concepto de impulso y cantidad de movimiento angular. 

* Resolver problemas que implican corrientes de fluidos constantes 
y propulsibn con masa variable. 


15.1 Principio de impulso y cantidad 
de movimiento lineal 

En esta seccidn integraremos la ecuacidn de movimiento con respecto 
at tiempo para obtener el principio de impulso y cantidad de movimien¬ 
to. La ecuacidn lesultante es util para resolver problemas que implican 
fuerza, velocidad y tiempo. 

Con cinem4tica, la ecuacidn de movimiento de una particula de masa 
m puede escribirse como 


dv 

2F = m »i = m— 
dt 


(15-1) 


donde a y vse miden a partir de un maico de referenda inercial. A1 
reordenar ios tdrminos eintegrartos entrelos limites v = v, cuando t = f, 
y v = \2 cuando t = tz, tenemos 

2 / F dt = m j dv 

Jt, Jy I 
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CapItulo 15 Cine-tic a de una partIcula; impulso y cantidad de movimiento 



La herramienta de impulse se utiliza para 
reparar la abolladura de la defensa. Para ello 
primera se inserta su extreme en un orifi- 
do perforado en la defensa, hiego se sujeta 
la herramienta y se mueve a tirones hacia 
arriba hasta que se detiene con el anillo de 
retencion. El impulso desarrollado se trans- 
fiere a lo largo de la herramienta y de repente 
saca la abolladura. 


O 


£ f Fdt = mv 2 — mv\ (15-2) 

Ji , 

Esta ecuadbn se conoce como ptindpio de impulso y cantidad de movi- 
miento lineal. Por fa derivacidn se ve que es simplemente una integra- 
cidn conrespecto al tiempo de la ecuacibn de movimiento. Proporciona 
un medio directors obtener ia velocidad final v 2 de la partfcula despuds 
de un lapso de tiempo especificado cuando la velocidad inicial de la 
parti'cula se conoce y las fuerzas que actdan en ella son o constantes o 
pueden expresarse como una funeibn de tiempo. Por comparacidn, si v 2 
se determinant por medio de la ecuacibn de movimiento, se requerirfa 
un proceso de dos pasos; es decir, aplicar IF = ma para obtener a y 
fuego integrar a = dv/dt para obtener v 2 . 

Cantidad da movimiento lineal. Oada uno de los dos vecto¬ 
rs de la forma L = wven (a ecuacibn 15-2, se conoce como la cantidad 
de movimiento lineal de la parti'cula. Como m es un escalar positivo, 
d vector de cantidad de movimiento lineal tiene la misma ditecdbn 
que v, y su magnitud m u tiene unidades de masa-velocidad, por ejem- 
plo, fcg ■ m/s, o slug ■ pies/s. 

Impulso lineal. La integral I = /F dt en la ecuacibn 15-2 se 
conoce como impulso lineal. El tbrmino es una cantidad vectorial que 
mide el efecto de una fuerza durante el tiempo en que la fuerza actba. 
Como el tiempo es un escalar positive, el impulso aettia en el misma 
direccibn que la fuerza, y su magnitud tiene unidades de fuerza-tiem- 
po, por ejemplo, N - s o lb - s.* 

Si la fuerza se express como una funcibn del tiempo, el impulso se 
determina mediante ta evaluation directa de la integral. En particular, 
& la fuerza es const ante en cuanto a magnitud y direccibn, el impulso 
resultante es 

I = = ¥ c {h - h). 


Graficamente, el area sombreada bajo la curva de fuerza versus tiem¬ 
po represents la magnitud del impulso, figura 15-1. Una fuerza constan- 
te crea el ire a rectangular sombreada que aparece en la figura 15-2. 


r i 



-■I-FJLh-t i) 


Fuerza variable 

Fig, 15-1 


*i h 

Fuerza constante 

Fig. 15-2 


*Aunque las unidades de impulso y cantidad de movimiento est£n definidas de forma 
dfeiente* puede demostrarse que la ecuacidn 15-2 es dimensional me nte liomogcnca. 
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Principio de impulso y cantidad de movimiento lineales. 

Para solucionar problemas, la ecuacidn 15-2 se reescribirfi como 


/ h 

F dt = mv2 


(15-3) 


ta cual expresa que la cantidad de movimiento inidal de la particula en 
e! instante q mSs la suma de todos los impulses ap lie ados a la particula 
de ft a h equivale a la cantidad de movimiento final de la particu¬ 
la en el instante f 2 . Estos ties tdrminos se ilustran grdficamente en los 
diagramas de impulso y cantidad de movimiento mostrados en la figura 
15-3. Los dos diagramas de cantidad de movimiento son sdlo las formas 
detineadas de la particula, las cuales indican la direccidn y la magnitud 
de las cantidades de movimiento inicial y final de la particula, mvj y 
mv 2 - Seme)ante al diagrama de cuerpo libre, el diagrama de impulso 
es una forma delineada de la particula que muestra todos los impubos 
que aettian en ella cuando se encuentra en algdn punto intermedio a lo 
largo de su trayectoria. 

Si cada uno de los vectores en la ecuacidn 15-3 se divide en sus com- 
ponentes x, y, z, podemos escribir las ties ecuaciones escalares siguien- 
tes de impulso y cantidad de movimiento lineales. 




= a 


Diagrama 


Diagrama 


Diagrama 

de cantidad de 


de impulso 


de cantidad de 

movimiento 




movimiento 

initial 


final 


15 


Fig . 15-3 
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Cap[tulo 15 Cin£tica de uma part[cula: impulso y cantidad de movimiento 


A medida que las ruedas de la maquina de 
lanzar giran, aplican impulses de fricci6n 
a la pelota y le im prime n una cantidad de 
movimiento lineal. Estos impulses se mues- 
tran en el diagram a de impulse. Aqui, tanto 
los impulses de fricci6n come les nermales 
varian con el tiempo. Per comparacion, el 
impulse producido per el peso es oenstante 
y es muy pequeno dado que el tiempo A t en 
que la pelota esta en contacto con las ruedas 
es muy corto. 



Procedimiento para el analisis 


Et principio de impulso y cantidad de movimiento lineales se utiliza 

para resolver problemas que implican fiierza, tiempo y velocidad, 

puesto que estos terminos intervienen en la formulacidn. Para su 

aplicarion se sugiere el siguiente procedimiento.* 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Establezcael marco de referenciainercial x,y,zy trace el diagra¬ 
ma de cuerpo libre de la partfcula que incluya todas las fuerzas 
que producen impulsos en la partfcula. 

• Deberi establecer la direccidn y sentido de las vefocidades inicial 
y final de la partfcula. 

Si un vector es desconocido, suponga que el sentido de sus com- 
ponentes esti en la direccidn de la(s) coordenada(s) inercial(es) 
positiva(s). 

• Como un procedimiento altemativo, trace losdiagramasdeimpul- 
so y cantidad de movimiento de la partfcula oomo se planted en 
la referenda a la figura 15-3. 

Principio do impulso y cantidad do movimiento. 

• De acuerdo con el sistema de cooidenadas establecido, apli- 
que el principio de impulso y cantidad de movimiento lineales, 

+ = mv 2 . Si el movimiento oeurre en d piano 

x-y, las dos ecuadones de componemes escalares pueden 
formularse bien al encontrar los componentes vectoriales de F 
en el diagrama de cuerpo libre o al utBizar los dates que apare- 
cen en los diagramas de impulso y cantidad de movimiento. 

• Tenga en euenta que todas las fuerzas que act dan en el diagrama 
de cuerpo libre de la partfcula crearin un impulso aun cuando 
algunas de estas fuerzas no trabajen. 

Las fuerzas que son funciones del tiempo se integran para obte- 
ner el impulso. Grificamente, el impulso es igual ai ire a bajo la 
curva de fuerza-dempo. 



*Este procedimiento se seguir£ cuando se desariollen las comprobaciones y teorfa 
en el texto, 
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EJEMPLO 


La piedra de 100 kg que se muestra en la figura 15-% estd original- 
mente en reposo sobre la superfkie horizontal lisa. Si se aplica una 
fuerza de remolque de 200 N, que actua a tin £nguk> de 45°, a la 
piedra durante 10 s, determine la velocidad final y la fuerza normal 
que la superfide ejerce en la piedra durante este intervalo. 

SOLUClON 

Este problems se resuelve por el principle de impulso y cantidad de 
movimiento, puesto que implies fuerza, velocidad y tiempo. 

Diagrams d« cuerpo libre. Vea la figura 15-46. Como todas las 
fuerzas que aetdan son constantes, los impuisos son simplemente 
el producto de la magnitud de la fuerza por 10 s p = F f (t 2 - r,)J. 
Observe el piocedimiento alternativo de trazar los diagramas de 
impulso y cantidad de movimiento de la piedra, figura 15-4c. 

Principle de Impulso y cantidad de movimiento. Al aplicarlas 
ecuadones 15-4 se obtiene 

(■^) m(v x )i + 2 / F x dt = m(v x )2 

Jt, 

0 + 200 NCOS 45°(10s) = (100 kg)lf 2 

lh = 14.1 m/s Resp. 


(+T) m(%)i + 2 I Fydt - m(v y )i 


0 + N c (10s) - 981N(10s) + 200 Nsen 45°(10 s) =0 

N c = 840 N Resp. 


NOTA: como no ocurre movimiento en la direccion y, la ecuacidn 
directa de la ecuacidn de equilibrio 2,F y = 0 da el mis mo result ado 
para N c - 




J(10 s) 

-m 


Jim n 


(a) 



(100 kg) \ 2 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de uima partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


EJEMPLO 15.2 



En el embalaje de 50 lb de la figura 15-5« actiia una fuerza de mag- 
nitud variable P = (20f) lb, donde festd en seg undos. Determine la 
velocidad del embalaje 2 s despuds de que se apiica P. La veloddad 
micial es Vi = 3 pies/s hacia abajo del piano y el coeficiente de fric- 
ddn cindtica entre el embalaje y el piano es fx k = 0.3. 


soluciGn 

Diagrams de cuerpo fibre, Vea la figura 15-56. Como la magni- 
tud de la fuerza P = 20f varla eon e! tiempo, el impulso que crea se 
determina al integrate a lo largo del intervalo de 2 s. 

Principle de impulso y cantidad de movimiento. Al apiicar las 
ecuackmes 15-4 en la direccidn x, tenemos 


501b 


32.2 pies/s : 


fh 

(+/) m(v x )t + 2 / F x dt = m(v x )2 

Jt 1 

/ 2s 

IQtdt - 0.3Afc(2s) + (50 lb) sen 30°(2 s) = 
4.658 + 40 - 0.6Afc + 50 = 1.553 i*2 


501b 


32.2 ptes/s : 





stub 


N c 


(b) 

Hg. 15-5 


La ecuacidn de equilibrio puede aplicarse en la direccidn y. ^Por 
qud? 

+\2/> = 0; N c - 50 cos 30° lb = 0 

Al resolver, 

N c = 43.30 lb 

Vi = 44.2 pies/s / Rasp. 

NOTA: tambidn podemos resolver este problema con la ecuacidn 
de movimiento. Apartir de la figura 15-56, 

50 

W2F X = ma x ; 20 1 - 0.3(43.30) + 50 sen 30° = —a 

a = 12.88t + 7.734 


Con cinematic a 


+</dv = a dv. 




m + 7.734)df 


V = 44.2 pies/s 


Resp . 


Por comparacion, la ap lie acid n del principio de impulso y cantidad de 
movimiento etimina la necesidad de utifizar cinematics (a = dv/dt) 
y por tanto el resultado es un mdtodo mds fdcil de soluddn. 
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EJEMPLO 15.3 


Los bloques A y B de la figura 15-6stienen una masa de 3 kg y 5 kg, 
respectivamente. Si ei sistema se pone en movimiento a partir del 
punto dereposo, determine la vetocidad del bloque Sen6 s. Ignore 
la masa de las poleas y la cuerda. 


soluciOn 

Diagram a de cuerpo fibre. Vea la figura 15-66. Como el peso de 
cada bloque es const ante, las tensiones en las cuerdas tambton lo serin. 
Ademis, como la masa de la polea D se ignora, la tension en la cuerda 
T a = 2T b . Observe que se supone que los bloques se mueven hacia 
abajo en las direcctones de las oooidenadas posidvas s* y s B . 


Principto de Impulse y cantidad de movimiento. 

Bloque A: 

fh 

(+i) m(v A )i + £ / F y dt = m(v A )2 

J ‘i 

0-2X B (6s) + 3(9.81) N(6s) = (3kg)(v A ) 2 (1) 

Bloque B: 

fh 

(+i) >n(v B )i + 2 / Fydt = m(vBh 

Jr, 

0+ 5(9.81) N(6s) -T B (6 s) = (5kg)(u B ) 2 (2) 


Cinematics. Como los bloques estan sometidos a un movimiento 
dependiente, la velocidad de A puede retacionarse con la de S por 
medio del aniKsis de cinemidca analizado en la secciOn 12.9. Se 
establece un piano de referenda horizontal a travOs del punto fijo 
en C, figura 15-6a y las cooidenadas de posicion, y s B , se reiacio- 
nan con la longitud total constante /de los segmentos verticales de 
la cuerda por medio de la ecuacidn 

2s a + s B = l 

Al considerar la derivada con respecto al tiempo se obtiene 


2v a = -v B (3) 

Como to indica el signo negativo, cuando B se mueve hada abajo A 
lo hace hacia arriba. Al sustituir este resultado en la ecuacidn 1, y 
resolver las ecuadones 1 y 2 se obtiene 


(v B )i = 35.8 m/s l 
T b = 19.2 N 


Resp. 


NOTA: dese cuenta que la direccidn positiva (hacia abajo) de v A y 
v B es consistente en las figuras 15-6« y 15-66y en las ecuadones 1 a 3. 
Esto es importante puesto que to que buscamos es una solucton de 
ecuadones simultineas. 



s B 'r 
5(9.81) N 


<b) 

Fig. 15-6 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una particular impulso y cantidad de movimiento 


15.2 Prindpio de impulso y cantidad 
de movimiento lineales para 
un si sterna de partl'cu I as 


15 


z 



Fig, 15-7 


El prindpio de impulso y cantidad de movimiento lineales para un siste¬ 
ma de partfculas que se mueven con respecto a una referenda inercial, 
figura 15-7, se obtiene con la ecuacibn de movimiento apiicada a todas 
las partfculas del sistema, es dedr, 

SF, = 2m^ (15-5) 

El tbrmino del lado izquierdo representa solo la suma de las juerzas 
externas que actfian en las partfculas. Recuerde que las fuerzas internas 
t que actdan entre las partfculas no aparecen con esta suma, puesto que 
de acuerdo con la tercera ley de Newton ocurren en pares colineales 
(guales pero opuestos y por consiguiente se cancelan. Al multiplicar 
ambos lados de la ecuacibn 15-5 por dtt integrar entre los h'mites t = t u 
v i = ( v ;)i y t = t 2 , Vi = (v ; )j se obtiene 


pt 2 

Sm,(vi)i + 2 / F \dt = Sfflifvili 

A 


(15-6) 


Esta ecuacibn establece que los momentos lineales iniciales del sistema 
mfclosimpulsos de todaslas/uereas extemasquc actuan en el sistema de 
t\ a h son iguales a los momentos lineales finales del sistema. 

Como la ubicacibn del centre de masa G del sistema se determina 
apartir de mt G = 2m,t;, donde m = 2m; es la masa total de todas las 
partfculas, figura 15-7 y si luego se considers la derivada con respecto 
al tiempo, tenemos 


mv c = 2m ; V; 

la cual establece que la cantidad de movimiento lineal total del siste¬ 
ma de partfculas equivale a la cantidad de movimiento lineal de una 
partfcula aglomerada “ficticia” de masa m = 2m, que se mueve a la 
velocidad del centre de masa del sistema. Al sustituir en la ecuacibn 
15-6 se obtiene 


ft1 

m(v G )i + 2 / F \dt = m(v c ) 2 (15-7) 

Jt, 

Aquf, la cantidad de movimiento lineal inidal de la partfcula aglomera- 
da, mis los impulsos ex ter nos que actuan en el sistema de partfculas de 
q a f 2 , es igual a la cantidad de movimiento lineal final de la partfcula 
aglomerada. Por consiguiente, la ecuacibn anterior justifies la aplica- 
dbn del principio de impulso y cantidad de movimiento lineales a un 
sistema de partfculas que componen un cuerpo rfgido. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F15-L La pelota de 0.5 kg choca con el suelo £spero y 
tebota con las velocidades que se muestran. Determine 
la magnitud del impulse que ejerce el suelo en la pelota. 
Suponga que £sta no patina cuando choca con el suelo e 
ignore su tamafio y el impulse producido por su peso. 


F15-4. Las rued as del automdvil de 1.5 Mg generan la 
fuerza de traceidn Fdescrita por la grAfica. Si el automdvil 
arranca desde el pun to de reposo, determine su rapidez 
cuando t = 6 s. 


= 25 m/s 



F (kN) 



F15-2, Si el coeficiente de Ericcidn rinetica entre el 
embalaje de 150 lb y el suelo es ii k = 0.2, determine la 
rapidez del embalaje cuando t = 4 s. El embalaje comienza 
a moverse desde el punto de reposo y lo remolca la fuerza 
de 100 lb. 



100 lb 


,30° 


F15-2 

FL5-3* El motor ejerce una fuerza F = (20/ 2 ) N en 
el cable, donde t estd en segundos. Determine la rapidez 
del embalaje de 25 kg cuando t = 4 s. Los coeficientes de 
friceidn esUtiea y cinetica entre el embalaje y el piano son 
ft* = 0,3 y fjL k = 0.25, respectivamente. 


FI5-5* El vehfculo de traccidn en las cuatro ruedas 
(vehfculo utilitario deportivo) de 2,5 Mg jala el remolque 
de 1,5 Mg. La fuerza de traccidn desarrollada en las ruedas 
es F d = 9 kN. Determine la rapidez del vehfculo en 20 s, a 
partir del punto de reposo. Adem^s, determine la tensidn 
desarrollada en el acoplamiento entre el vehfculo utilitario 
deportivo y el remolque. Ignore la masa de las ruedas. 


■ ■ 



F15-5 


F15-6. El bloque de 10 lb A alcanza una velocidad de 
1 pie/sen 5 segundos, a partir del punto de reposo. Deter¬ 
mine la tensidn en la cuerda y el coeficiente de friceidn 
cinetica entre el bloque A y el piano horizontal. Ignore el 
peso de la polea. El bloque tfpesa 8 lb. 


A 




O 




FL5-3 


FL5-6 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


PROBLEM AS 


*15-1* A on bloque de 5 lb se le imparte una velocidad 
inicial de 10 pies/s hacia arriba por una pendiente lisa de 
45°. Determine el tiempo durante el cual se mueve hacia 
arriba antes de detenerse. 

15*2* El “jump jet’" de 12 Mg es capaz de despegar verti- 
calmente desde la cubierta de un buque. Si sus turborreac- 
lores ejercen una fuerza vertical constante de 150 kN 
en el avidn, determine su velocidad y qu 6 tan alto sube en 
t = 6 s, a partir del punto de reposo. Ignore la p^rdida de 
combustible durante el despegue. 


15 



Ptab. 15-2 


15-3* La grafica muestra la fuerza de reaccidn vertical de 
la interaccidn zapato-suelo como una funcidn del tiempo. 
H primer pico acttia en el taldn, el segundo en la punta 
del pie. Determine el impulso total que acttia en el zapato 
durante la interaccidn. 



*15-4* El tractor nivelador de 28 Mg originalmente estd 
en reposo. Determine su rapidez cuando t = 4 s si la trac- 
ddn horizontal F varfa con el tiempo como se muestra en 
La gr^fica. 



Prtib* 154 

•15*5* Si al cilindro A se le imparte una rapidez inicial 
hacia abajo de 2 m/s, determine la rapidez de cada cilindro 
cuando t = 3 s. Ignore la masa de las poleas. 



Prob* 15-5 


15-6* Un tren se compone de una m^quina de 50 Mg y 
tres vagones cada uno de 30 Mg de masa. Se requieren 80 s 
para que el tren incremente su rapidez de manera unifor¬ 
me a 40 km/h, a partir del punto de reposo; determine la 
fuerza T desarrollada en elacoplamiento entre la maquina 
E y el primer vagdn A. Las ruedas de la maquina gene- 
tan una fuerza de traccidn de friccidn resultante Fla cual 
mueve el tren hacia delante, mientras las ruedas de los 
vagones ruedan libremente. Adem^s, determine la fuerza 
Eque acttia en las ruedas de La maquina. 


)i 


Ptoh. 15-3 


Ptab* 15-6 









































15.2 PrINCIPIODE IMFULSO Y CANTIDAD DE MQVIMIENTO LI NEALES PARA UN SISTEMA OE RARTfCULAS 


231 


15-7. Determine la rapidez maxima alcanzada por el tri- 
neo de cohete de 1.5 Mg si los eohetes proporcionan el 
empuje que se muestraen la gr^fica. Inicialmente, el trineo 
esti en reposo. Ignore la friccidn y la p^rdida de masa debi- 
do al oomumo de combustible. 


*15-9. H buque tanque tiene una masa de 130 Gg. Si ori- 
ginalmente esti en reposo, determine su rapidez cuando 
* = 10 s. El empuje horizontal provisto por su helice varfa 
con el tiempo como se muestra en la grifica. Ignore el 
efecto de la resistencia delagua. 


T( kN) 



*(s) 



Proh. 15-7 



F (MN) 



*15-8. El jeep de traccidn en las cuatro ruedas de 1.5 Mg 
se utiliza para empujar dos embalajes id£nticos, cada uno 
de 500 kg de masa. Si el coeficiente de friccidn estitica 
entre las llantas y el suelo es n s = 0.6, determine la rapidez 
maxima posible que el jeep puede alcanzar en 5 s, sin que 
las llantas patinen. El coeficiente de friccidn cin^tica entre 
bs embalajes y el suelo es = 0.3. 


15-10. El gabinete de 20 lb se somete a la fuerza F = 
(3 + 2/) lb, donde testi en segundos. Si el gabinete inicial- 
mente se mueve hacia abajo del piano con una rapidez de 
6pies/s, determine cu£nto tiempo le lleva a la fuerza dete- 
nerel gabinete. Fsiempre actfia paralela al piano. 




Vtab* 15-8 


Pttib. 15-10 

































232 


Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


15 


15-LL El pequeflo bloque de 20 lb est3 colocado sobre 
el piano indinado y sotnetido a fuerzas de 6 lb y 15 lb que 
action paralelas a los hordes AB y AC, respectivamente. 
Si en un principio el bloque esti en reposo, determine su 
rapidez euando t = 3 s. El coefidente de friedOn cindtica 
entre el bloque y el piano es = 0.2. 



Prok 15-11 


*15-12* Si se supone que la fuerza que actda en una bala 
de 2 g, euando pasa horizon talmente a trav£s del cafitin de 
un rifle, varfa con el tiempo como se muestra, determine 
la fuerza neta maxima E fl aplicada a la bala al dispararla. 
La velocidad de salida es de 500 m/s euando t = 0.75 ms. 
Ignore la friccidn entre la bala y el cafidn del rifle. 


*15-13* El ensamble del elemento de combustible de un 
reactor nuclear pesa 600 lb. Suspendido en posicidn verti¬ 
cal de H e iniciaimente en reposo, se le imparte una veloci¬ 
dad hacia arriba de 5 pies/sen 0.3 s. Determine la tensidn 
promedio en los cables AB yAC durante este intervalo. 



15-14* El bloque liso de 10 kg se desplaza a la derecha 
con una velocidad de = 3 m/s euando se le aplica una 
fuerza F. Si la fuerza varfa como se muestra en la gr^fica, 
determine la velocidad del bloque euando t = 4.5 s. 




Vu = 3 m/s 



Ptok 15-12 


Pmb* 15-14 
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15-15* El motor M lev an la el embalaje de 100 kg. Si la 
velocidad del embalaje se incrementa de manera uniforme 
de 1.5 m/s a 4.5 m/sen 5 s, determine la tensidn desarrolla- 
da en el cable durante el movimiento, 

*15-16* El motor M levanta el embalaje de 100 kg. El 
motor ejerce una fuerza en el cable de T = {IQQt 1 ? 2 + 
150) N, donde i esti en segundos. Si el embalaje comienza 
a elevarse del pun to de reposo en el suelo, determine su 
tapidez cuando t = 5 s. 



Pmtas* 15 15/16 


*15-17* La ballena jorobada de 5.5 Mg esii varada en la 
playa debido a cambios en la mare a. En un esfuerzo por 
rescatarla, se utiliza un remolcador de 12 Mg para liberar- 
la mediante una cuerda inextensible atada a su cola. Para 
veneer la fuerza de friccidn de la arena en la ballena, el 
remolcador retrocede hasta que la cuerda se afloja y luego 
avanza a 3 m/s. Si luego el remolcador apaga los mo tores, 
determine La fuerza de friceion promedio F en la ballena 
si ocurre un deslizamiento durante 1.5 s antes de que el 
remolcador se detenga despu£s de que la cuerda se tensa. 
Ademas, ^cual es la fuerza promedio en la cuerda durante 
el remolcado? 



15-18* La fuerza que aetda en el proyectil de masa m al 
desplazarse horizonta linen te a trav£s del cafidn es F = C 
sen (it*//'). Determine la velocidad del proyectil cuando 
/ = /'. Si el proyectil llega al final del cafitin en este instan- 
te, determine la longitud $, 



15-19* Al principio, un bloque de 30 lb se mueve a lo 
largo de una superficie horizontal lisa con una rapidez Wj = 
6 pies/s hacia la izquierda. Si en 6\ aetda una fuerza F, la 
cual varfa como se muestra, determine la velocidad del 
bloque en 15 s, 



*15-20* Determine la velocidad de cada bloque 2 s des- 
pu£s de que los bloques se sueltan del punto de reposo. 
Ignore la masa de las poleas y la cuerda. 



15 


Prob* 15-17 


Pm b* 15-20 
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CaP[TULO 1 5 ClN^TICA DE UNA PARTfCUUC IMPULSO Y CANTIDAD DE MQVIMIENTO 


•1521* El bloque corredizo de 40 kg sa mueve a la dere- 
cha a 1,5 m/s cuando las fuerzas Fj y F 2 actftan en 41. Si 
estas fuerzas varian como sa muestra an la gr^fica, detar- 
mine la rapidez del bloque cuando t = 6 s. Ignore la Mc- 
cidn y la masa de las poleas y cuerdas. 


15*23* Las fuarzas Fj y F 2 varfan como sa muestra an 
la grdfica. El disco liso de 5 kg sa mueve hacia la izquierda 
a 3 m/s cuando t = 0. Determine la magnitud y direccidn 
de su velocidad cuando / = 4 s. 



y 



Pttib* 15-21 


P*ob, 15-23 


1522* En el instante en q ua al cable sa rompe, al embala- 
je de 20ft lb sa desplaza hacia arriba a 15 pies/s. Determine 
su rapidez 2 s despues. El coeficiente de friccidn cinetica 
entre el embalaje y el piano es jn* = 0.2ft. 



*15*24* En una partfcula de 0.5 kg acttia una fuerza 
F = {ifi - (3* + 3)j + (1ft - r)k} N, donde t esii en segun- 
dos. Si la velocidad inidal de la partfcula es v 0 = {5i + 
lftj + 2Gk} m/fc, determine la magnitud de su velocidad 
cuando t = 3 s. 

*1525. El tren sa compone de una miquina E de 3ft Mg 
y de las carros A, B y C, cuya masa as de 15 Mg, 1ft Mg y 
8 Mg, respectivamente. Silas vfasproporcionan una fuerza 
de traccidn de F = 3ft kN an las ruedas de la mSquina, 
determine la rapidez del tren cuando t = 3ft s, a partir del 
punto de reposo. Adem4s, determine la fuerza de acopla- 
miento horizontal en D antre la m£quina E y al carro A. 
Ignore la resistancia al rodamiento. 



Prob* 15*22 


Pmb* 15-25 
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15*26* El motor M jala el cable con una fuerza F, cuya 
magnitud varfa como se muestra en la grAfica. Si el emba- 
laje de 20 kg originalmente esti descansando en el suelo 
de modo que la tensidn en el cable es cero en el instante 
en que se echa a andar el motor, determine la rapidez del 
embalaje cuando t = 6 s. Sugerenckt: primero determine 
el dempo necesario para empezar a alzar el embalaje. 



15-27. El malacate genera una fuerza de tensidn horizon¬ 
tal F en su cable A el cual varfa como se muestra en la 
grifica. Determine la rapidez de la cubeta de 70 kg cuando 
t = 18 s. Originalmente la cubeta se mueve hacia arriba a 
^i=3 m/s. 

*15-28. El malacate genera una fuerza de tensidn hori¬ 
zontal F en su cable A el cual varfa como se muestra en la 
gr^fica. Determine la rapidez de la cubeta de 80 kg cuan¬ 
do i = 24 s. Originalmente la cubeta comienza a moverse 
desde el punto de reposo. 



*15-29. La pelota de golf de 0.1 lb recibe el golpe del 
palo y entonces vuela a lo largo de la trayectoria mostra- 
da. Determine la fuerza impulsora promedio que el palo 
imparte a la pelota si aqu£l se man dene en contacto con 
£sta durante 0.5 ms. 



30P 


500 pies - 


Profa. 15-29 


15-30. La pelota de b^isbol de 0.15 kg dene una rapidez 
v = 30 m/s justo antes de que el bate la golpee. Entonces 
vuela a lo largo de la trayectoria mostrada antes de que el 
jardinero la atrape. Determine la magnitud de La fuerza 
impulsora promedio impardda a la pelota si est3 en con¬ 
tacto con el bate durante 0.75 ms. 


v 2 ,I5° 




\2 

= 30 m/s 
—£—15” 

0.75 m 

\ i 

XT 


100 m 




Pto b. 15-30 


15-3L La combinacidn de motor y cable que se muestra 
en la dgura sube el bloque de 50 kg por el piano inclina- 
do. El coeficiente de friccidn cin6tica entre el bloque y la 
superficie es = 0.4 Si el bloque inicialmente se mueve 
hacia arriba por el piano a = 2 m/s y en este instan¬ 
te (t = 0) el motor desarrolla una tensidn en la cuerda de 
T = (300 + 120Vf) N, donde i est£ en segundos, deter¬ 
mine la velocidad del bloque cuando t = 2 s. 



Probs* 15-27/28 


Prob. 15-31 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 



15.3 Conservation de la cantidad de 
movimiento lineal de un si sterna 
de particulas 

Qiando la suma de los impulsos externos que acttian en tin sistema de 
particulas es cero, la ecuaddn 15-6 se reduce a una forma simplificada, 
a saber, 




(15-8) 



El martlllo de la fotografia superior a.plica 
una fuerza impulsoia a la estaca. Durante este 
tiempo de contacts extremadamente corto, 
el peso de la estaca puede considerarse no 
impulsor y siempre que esta se hinque en 
suelo blando, el impulso de este al actuar 
en la estaca tambien puede considerarse no 
impulsor. En contraste, si se utiliza la estaca 
en un rompepavimentos, entonces dos fuer- 
zas impulsoras actuan en la estaca, una en 
su extreme superior, producida por el rom- 
pepavimentos, y la otra en su parte inferior 
debido a la rigidez del concreto. 


Esta eciiaddn se conoce come la conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento lineal. Establece que la cantidad de movimiento lineal total de 
un sistema de particulas permanece const ante durante el lapse de tiem- 
po ti a h. Si sustituimos mv G = en la ecuacidn 15-8, tambien 
podemos escribir 


( v c)i = ( v cb (15-9) 

la cual indica que la velocidad v G del centro de masa del sistema de 
particulas no cambia si no se aplican impulsos externos al sistema. 

La consetvacidn de la cantidad de movimiento lineal se suele aplicar 
cuando las particulas chocan o interactuan. Para su apficacidn, deberd 
estudiarse con cuidado el diagrama de cuerpo libre de todo el sistema 
de particulas para identificar las fuerzas que crean o impulsos inter- 
nos o externos para determinar as! en qud direccidn(es) se conserva la 
cantidad de movimiento lineal. Como se establecid antes, los impulsos 
internos del sistema siempre se eliminan, puesto que se presentan en 
pares colineales iguales pero opuestos. Si el lapso de tiempo durante 
el cual se estudia el movimiento es muy corto, algunos de los impulsos 
externos tambidn pueden ser ig nor ados o considerados aproximada- 
mente iguales a cero. Las fuerzas que pioducen estos impulsos insigni- 
Scantes se ttaman fuerzas no impulsoras. Por comparac&n, las fuerzas 
que son muy grandes y que acttian durante un lapso de tiempo muy 
corto producen un cambio significativo de la cantidad de movimiento 
y se llaman fuerzas impulsoras. Desde luego, no se pueden omitiren el 
andlisis del impulso-cantidad de movimiento. 

Por lo comtin, las fuerzas impulsoras ocuiren a causa de ia explosidn 
o el choque de un cuerpo con otro, en tanto que las fuerzas no impul¬ 
soras pueden inefuir el peso de un cueipo, la fuerza impartida por un 
resorte levemente deformado de rigidez en derto modo pequefla, o 
en cuanto a eso, cualquier fuerza que sea muy pequefla comparada 
con otras fuerzas (impulsoras) mds grandes. Cuando se hace esta dis- 
tincidn entre fuerzas impulsoras y no impulsoras, es importante darse 
cuenta que dsta sdlo aplica durante el tiempo 4 a 4 . Como ifustracidn, 
considere el efecto de gofpear una pelota de tenis con una raqueta, como 
se muestra en la fotografia. Durante el muy corto tiempo de interaccidn, 
la fuerza de la raqueta en la pelota es impuEsora puesto que cambia 
drdsticamente su cantidad de movimiento. Por comparaddn, el peso de 
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la pelota tendrS un efecto insignifkante en el cambio de la cantidad de 
movimiento, y por consiguiente es no impulsora. Por consiguiente, 
puede ser omitida en el an&isis de impuiso-cantidad de movimiento 
durante este tiempo. Si se considera un an^lisis de impuiso-cantidad 
de movimiento durante el tiempo de vuelo mucho mis largo despuds de 
la interaccidn raqueta-pelota, entonces el impuiso del peso de la pelota 
es importante, puesto que, junto con la resistencia del aire, hace que 
cambie la cantidad de movimiento de la pelota. 


Procedimiento para el analisis 


En general, el principio de impuiso y cantidad de movimiento 
Bneaies oel de la conservacidn de la cantidad de movimiento lineal 
$e aplica a un sistema de pankulas para determinar las velocidades 
finales de las parficulas justo despues del periodo de tiempo con- 
siderado. A1 aplkar este principio a todo el sistema, los imputsos 
internos que actuan dentro del sistema, los cuales pueden ser des- 
conocidos, se eliminan del anilisis. Para su apiicacidn se sugiere 
seguir el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libra. 

• Establezca el marco de referenda inercial x, y, z y trace el 
diagrama de cuerpo fibre de cada particuia del sistema para 
identifkar las fuerzas intemas y externas. 

• La conservacidn de la cantidad de movimiento lineal se aplica 
a! sistema en una direccidn donde no hay fuerzas externas o 
donde las fuerzas pueden ser consideradas no impulsoras. 

• Establezca la direccidn y sentido de las velocidades inicial y 
final de las pankulas. Si se desconoce el sentido, suponga que 
es a lo largo de un eje de coordenadas inercial positivo. 

• Como un procedimiento altemativo, trace los diagramas de 
impuiso y cantidad de movimiento de cada una de las partfcu- 
las del sistema. 

Ecuaciones de cantidad de movimiento. 

• Aplique el principio de impuiso y cantidad de movimiento tinea- 
tes, o el de la conservacidn de la cantidad de movimiento lineal 
en las direcciones apropiadas. 

• Si es necesario determinar el impuiso interno fFdt que actda en 
s6lo una particuia de un sistema, entonces debe aislarse la par¬ 
ticuia (diagrama de cuerpo fibre) y debe aplicarse a esta particuia 
el principio de impuiso y cantidad de movimiento lineales. 

• Despufe de que se calcula el impuiso y siempre que se conoz- 
ca el tiempo At durante el cual actua el impuiso, entonces 
la fuerza impulsora promedio F pTom se determina por F prom = 
fFdt/At. 



15 
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CapITULO 1 5 ClNIiTICA DE UNA PARTICULAR IMPULSO ¥ CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.4 


El vagdn cerrado A de 15 Mg rueda Kbremente a 1.5 m/s por la via 
horizontal hasta que se encuentra con un canro tanque B de 12 Mg 
que rueda a 0.75 m/s hacia 61, como se muestra en la figuia 15-8a. Si 
bs dos chocan y se acoplan, determine (a) la rapidez de ambos justo 
despuds del acoplamiento y (b) la fuerza promedio entre etlos si el 
acoplamiento ocurre en 0.8 s. 




x 


(b) 


■x 



(c) 


Rg. 15.8 


SOLUC 16 N 

Parte (a) Diagrams de euerpo lib re.* En este caso considera- 
mos a los dos, carro y vagdn, como tin solo sistema, figura 15-86. 
Por inspeccidn, la cantidad de movimiento se conserva en la direc- 
adn x puesto que la fuerza de acoplamiento F es interna al sistema 
y por consiguiente se anula. Se supone que los dos, at acoplarse, se 
mueven a vjen la direccidn x positiva. 

Conservacldn de la cantidad de movimiento lineal. 

{ ™a(Va) l + 1 = ( m A + m B )V2 

(15 000 kg) (1.5 m/s) - 12 000 kg(0.75 m/s) = (27 000 kg)t > 2 
% = 0.5 m/s —*■ Reap. 

Parte (b). La fuerza de acoplamiento (impulsora) promedio, 
Fproin se determina al aplkar el principio de cantidad de movimien¬ 
to lineal a cualquiera de los dos. 

Diagrams de euerpo llbre. Como se muestra en la figura 15-8c, 
al aislar el vagdn cerrado la fuerza de acoplamiento es externa a 61. 

Principio de imputso y cantidad de movimiento. Como fFdt = 

fproin -fproin .8 S), tenemOS 

{ ) m A (VA) 1 + 2 JFdt = m A V2 

(15 000 kg)(1.5 m/s) - F^ om (0.8 s) = (15 000 kg)(0.5 m/s) 

fprom = 18.8 kN Reap. 

NOTA: la solucidn fue posible en este caso puesto que la velocidad 
final del vagdn cerrado se obtuvo en la parte (a). Trate de resolver 
fprom por el principio de impulso y cantidad de movimiento para el 
carro tanque. 

*En el diagram* de euerpo libre se muestran sdlo las fuerzas horizon tales 
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EJEMPLO 15.5 


El caflbn de 1200 lb de la figura 15-9« dispara un proyectil de 8 lb 
con nna velocidad do salida de 1500 pies/s con respecto al suelo. Si 
el disparo ocurre en 0.03 $, determine (a) la velocidad de retioceso 
del cafldn justo despuds del disparo y (b) la fuerza impulsora pro- 
medio que actua en el proyectil. El soporte del cafidn esti fijo en 
el suelo y ei retioceso horizontal del calkin es absorbido por dos 
resort es. 

SOLUClON 

Parte (a) Diagrams de cuarpo libra.* Como se muestra en la 
figura 15-96, consideraremos el proyectil y el catkin como un solo 
sistema, puesto que las fuerzas impulsoras, F, entre el calkin y el 
proyectil son internets al sistema y por consiguiente se eliminarin 
del anilisis. Ademds, durante el tiempo At = 0.03 s, cada uno de los 
dos resortes de retroceso conectados al soporte ejerce una jiterza 
no impulsora F s en el calkin. Esto se debe a que At es muy corto, de 
modo que durante este tiempo el cafidn sdlo recorre una distancia s 
muy corta. En consecuencia, F s = ks ~ 0, donde k es la rigidez del 
resorte. Entonces se concluye que la cantidad de movimiento del sis¬ 
tema se conserva en la e&reccion horizontal. 


Con$ervacl6n de la cantidad da movimtento. 

<*) 

o + o 


mc{%) l + m p (v p ) i = -m c (Vch + m p (v p ) 2 
12001 b V , ( 81b 


/ 12001b V , . / 
\32.2 pies/s 2 / c 2 \- 


32.2 pies/s 2 / c \ 32.2 pies/s 2 
(y c ) 2 = 10 pies/s «- 


<*) 


0 + F 


Resorte de retroceso 



(a) 


j(1500 pies/s) 

Resp. 



Parte (b). La fuerza impulsora promedio ejercida por el catkin en 
el proyectil se determina por el principio de impulso y cantidad de 
movimiento lineales al proyectil (o al calkin). ^Por qud? 

Principb da impubo y cantidad da movimianto. De acuerdo 
con la figura 15 -9c,fFdt = F^^At = ^(,,,,(0.03}, tenemos 


m{v p )i + 1 jF dt = m(v p ) 2 

'"■” (a ° 3S) ' (32.2 8 pL/s ! ) (130QpieS/S) 

Fprnm = 12.4(10 3 ) lb = 12.4 kip Resp. 


F 




NOTA: si el calkin esta firmemente sujeto a su soporte (sin resor¬ 
tes), la fuerza de reaccidn del soporte en el cafidn debe considerarse 
como un impulso externo al sistema, puesto que el soporte no per- 
mite que el caflon se mueva. 

*En el diagrama de cuerpo litre se muestran sdlo las fuerzas horizontales. 


{<=) 

Fig. 15-9 
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CaP[TULO 1 5 ClNIiTICA DE UNA PARTICULAR IMPULSO ¥ CAMTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.6 



(•> 


Cada uno de los carros chocones A y B en Ea figura 15-lCte dene 
una masa de 150 kg y se mueven fibremente a las velocidades que 
se muestran antes de que choquen de frente. Si no se pierde ener- 
gfa durante la colisibn, determine sus velocidades despubs de la 
colisibn. 

soluciOn 

Diagrams de cuerpo libre. Los carros se considerarbn como un 
solo sistema. El diagrama de cuerpo fibre se muestra en la figura 
15-106. 


Conservacion de la cantidad de movbniento. 

( ^) m A(v A )i + = i» A (v A ) 2 + m B(v s h 

(150 kg)(3 m/s)+(150 kg)(-2 m/s) = (150 kg)(^h+ (150 kg)(i- B ) 2 

(w^h = 1 - (Vah (1) 



J'' t 


(b) 

Fig. 15-10 


ConservaciOn de fa energla. Como no se pierde eneigi'a, el teo- 
rema de fa conservacibn de la energla resulta 

T l + V l =T 1 + K 2 

\tn A (Vjd\ + \™b(v b )1 + 0 = + 0 

|(150 kg)(3 m/s) 2 + |(150 kg)(2 m/s) 2 + 0 = |(150kg)( Vjl ) 2 

+ |(150 kg)(wg) 2 + 0 
(v A )l + (v B )i = 13 ( 2 ) 

S sustituimos la ecuacibn (1) en la (2) y simplificamos, obtenemos 


(Vb)i ~ (v s k -6 = 0 
A1 resolver las dos ralces, 

(v B ) 2 = 3 m/s y (v B ) 2 = -2 m/s 

Como (v B ) 2 = -2 m/s se refiere a la veloeidad de Sjusto antes de 
la colisibn, entonces la veloeidad de Sjusto despuds de la coBsibn 
debe ser 


(*a )2 = 3 m/s —> Resp. 

A1 sustituir este resuftado en la ecuacibn (1), obtenemos 


(Va) 2 = 1-3 m/s = -2 m/s = 2 m/s «- Resp. 
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EJEMPLO 15. 


En la figura 15-lls se muestra un pilote rigido de 800 kg que se 
hinca en el suelo por medio de un martinete de 300 kg. Este cae 
desde el punto de reposo a una aliura yo = 0.5 m y golpea la parte 
superior del pilote. Determine el impulso que el pilote ejerce en el 
martinete si el pilote estfi rodeado por completo de arena suelta de 
modo que despuds del golpe el martinete no rebota del pilote. 

SOLUClON 

Conservation de la energia. La velocidad a que el martinete 
golpea el pilote se determina con la ecu acid n de la conservacidn de 
la energia aplicada al martinete. Con el piano de referenda en el 
extremo superior del pilote, figura 15-1 la, tenemos 

T a + F 0 = Tj + Vi 


1 


>”h{Vh )o + W B y 0 = + W Hyi 


0+ 300(9.81) N(0.5 m) = -(300 kg)(u H )f 


+ 0 


(Vff)i = 3132 m /s 

Diagrama de cuerpo fibre. Por los aspectos fisicos del problems, 
el diagrama de cuerpo fibre del martinete y el pilote, figura 15-116, 
indica quedurante el cortotiempo desde justo antes hasta/i«to despues 
del cheque, los pesos del martinete y el pilote y la fuerza de resistenria 
F s de la arena son no impulsores. La fuerza impulsora R es interna al 
sistema y por oonsiguiente se cancels. Por consiguiente, la cantidad 
de movimiento se conserva en la direccidn vertical durante este corto 
tiempo. 

Conservacidn de la cantidad de movimiento. Como el martine¬ 
te no rebo ta del pilote justo despuds de la colisidn, entonces (vajs = 
(v P ) 2 = v 2 . 

(+1) i + wip(Vp)i = mtfVi + ynpth 

(300 kg)(3.132 m/s) + 0 = (300 kg)v 2 + (800 kg)v* 
ih = 0.8542 m/s 

Principle de impulso y cantidad de movimiento. Ahora puede 
determinarse el impulso que el pilote imparte al martinete, puesto 
que v 2 es conocida. Por el diagrama de cuerpo fibre del martinete, 
figura 15-1 lc, tenemos 


( + i) 




"Ih(v h )i + S / F v dt = m H v 2 


(300 kg)(3.132 m/s) 


/ 


J Rdt = 


(300 kg)(0.8542 m/s) 


Rdt = 683 N-s 


Resp* 


NGTA: el impulse igual pero opuesto actfia sobre el pilote. Trate 
de determinarlo al aplfcar al pilote el principle del impulse y canti¬ 
dad de movimiento. 



**1 y 0 = 05 m 
- Plano de 


Arena 


referenda 


(a) 


0 

t 


+ ~ R 
R 


w f *=q 


U~0 

(b) 

w h **q 

y 

(C) 

Fig. 15-11 
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EJEMPLO 15.8 


El automdvil de 1.5 Mg de la figura 15-12« se desplaza en fa bar- 
caza de 10 Mg hacia la izquierda a una rapidez constante de 4 m/s, 
medida con respecto a la barcaza. Ignore la resistencia del agua y 
determine la velocidad de la barcaza y su despfazamiento cuando el 
automdvit llegue af punto B. Inicialmente, el automdvil y la barcaza 
estan en reposo con respecto al agua. 

SOLUClON 

Diagrams de cuerpo fibre. Si et automdvil y la barcaza se consi- 
deran como un solo sistema, la fiierza de traccidn entre el automdvil 
y la barcaza se vuelve interna al sistema y por tanto la cantidad de 
movimiento se conservari a lo largo del eje x, figura 15-126. 
Conservation de fa cantidad de movimiento. Cuando se escri¬ 
be la ecuacidn de la conservacidn de la cantidad de movimiento es 
import ante que las velocidades se midan con respecto al mis mo 
astema de coordenadas inereiat, que aqui se supone fijo. Tambidn 
supondremos que a medida que el automdvil se desplaza hacia la 
izquierda la barcaza b hace hacia la derecha, como se muestra en 
la figura 15-126. 

Al aplicar la conservacidn de la cantidad de movimiento lineal al 
astema de automdvil y barcaza, 

( ) 0 + 0 = m c v c ~ mbVb 

0 = (1.5(10 3 ) kg)% - (10(10*) kg) Vfi 

1.5v c - 10% = 0 (1) 

Cinematica. Como la velocidad del automdvil con respecto a la 
barcaza se conoce, entonces la velocidad del automdvil y de la barca¬ 
za tambidn puede relacionarse con la ecuacidn de velocidad relativa. 

( ^ ) 

% = ~V b + 4 m/s (2) 

Al resolver las ecuaciones (1) y (2), 

V b = 0.5217 m/s = 0.522 m/s —* Reap. 

v c = 3-478 m/s «— 

El automdvil recorre s c / b = 20 m sobre la barcaza a una velocidad 
relativa constante de 4 m/s. Por tanto, el tiempo para que el auto¬ 
mdvil llegue al punto B es 

= Vdb t 

20 m = (4 m/s) t 
t = 5s 

H desplazamiento de la barcaza es, por consiguiente, 

(■** ) s b = v b t = 0-5217 m/s (5 s) = 2.61 m -*■ Reap. 


x -. 

v e tU, = 4 m/s 



(b) 

Fig. 15-12 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F15-7* Los carros de carga A y B tienen una masa de 
20 Mg y 15 Mg, respectivamente. Determine la velocidad 
de A despots de la colisidn si los carros choean y rebo- 
tan, de tal suerte que B se desplaza hacia la derecha a una 
rapidez de 2 m/s. Si A y Sest&n en contacto durante 0.5 s, 
determine la fuerza impulsora promedio que actua entre 
ellos. 


3 m/s _ 05 m/s 

A - B -n - 



F15-7 


F15-M* El resorte est£ fijo al bloque A y el bloque 
B se comprime contra el resorte. Si dste se comprime 
$ = 200 mm y luego se sueltan los bloques, determine su 
velocidad en el instante en que el bloque B pierde el con¬ 
tacto con el resorte. Las masas de los bloques A y B son de 
10 kg y 15 kg, respectivamente. 


k = 5 kN fm 



/ 

'dm 

- j -] 

■ —fS. 

._ — < A 

B f ~ _ 


: 


'y r - 


F15-10 


F154L La carretilla y el paquete tienen una masa de 
20 kg y 5 kg, respectivamente. Si la superficie de la 
carretilla es lisa e inicialmente est£ en reposo, mientras 
la velocidad del paquete esla que se muestra, determine la 
velocidad final comun de la carretilla y el paquete despues 
del impacto. 



FL5-1L La masa de los bloques ,4y Besde 15kgy 10 kg, 
lespectivamente. Si A est3 estacionario y B dene una velo- 
ddad de 15 m/s justo antes de la colisidn, y los bloques se 
acoplan entre sf despuds del impacto, determine la com- 
presidn maxima del resorte. 


Jt= 10 kN /m 


15 m/s 



H54J 


F15-11 


FL5-9* La rapidez inicial del bloque A de 5 kg es de 5 m/s 
cuando se desliza hacia abajo de la rampa lisa y choca con 
el bloque estacionario B de 8 kg de masa. Si los dos blo¬ 
ques se acoplan despuds de la colisidn, determine su velo- 
cidad comtin inmedia tamente despuds de la colisidn. 



F15-12* El cafidn y su pedestal sin un proyectil tienen 
una masa de 250 kg. Si se dispara un proyectil de 20 kg con 
el cafidn a una velocidad de 400 m/s> medida con respecto 
al cafidn, determine la rapidez del proyectil cuando sale 
del cafidn. Ignore la resistencia a l rodamiento. 



F15-9 


F15-12 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


PROBLEM AS 


*15-32* El cafldn de 500 lb dispara horizon talmente una 
bala de 10 lb como se muestra. Si la velocidad de salida de 
la bala es de 2000 pies/s, medida con respecto al suelo, 
determine la velocidad de retroceso delcafidn justo antesde 
disparar. Si el cafidn descansa sobre una base lisa y dene 
que detenerse despuds de que ha retrocedido una distan- 
cia de 6 pulg, determine la rigidez requerida k de los dos 
resortes iddnticos, cada uno de los cuales, en principio, no 
estS alargado. 



15-33* Un carro de ferrocarril de 15 Mg de masa rueda 
libremente a 1-5 m/s sobre una via horizontal. Al mismo 
dernpo, otro carro de 12 Mg de masa hace lo mismo a 
0.75 m/s en la direccidn opuesta. Si los carros se encuen- 
cran y acoplan entre si, determine la rapidez de ambos 
carros justo despuds del acoplamiento. Determine la dife- 
rencia entre la energia dnetica total antes y despues del 
acoplamiento, y explique cuandtadvamente lo que le suce- 
did a esta energia. 

15-34* El automdvil A pesa 4500 lb y viaja hacia la dere- 
cha a 3 pies/s. Mientras tanto, un automdvil B de 3000 lb 
lo hace a 6 pies/s hacia la izquierda. Si los automdviles 
choc an de frente y se enganchan, determine su velocidad 
comun justo despuds del choque. Suponga que durante 
la colisidn no se aplican los firenos. 


15-35* La masa de cada uno de los bloques A y B es de 
5 kg y cuelgan de cuerdas paralelas. Un resorte de rigidez 
k = 60 N/m, esii sujeto a B y se comprime 0.3 m contra A 
como se muestra. Determine los Angulos maximos 8 y <$> de 
las cuerdas despuds de que los bloques se sueltan del punto 
de reposo y el resorte regresa a su longitud no alargada. 

*15-36* La masa del bloque A es de 4 kg y la del bloque 
B es de 6 kg. Un resorte de rigidez k = 40 N/m, esta suje¬ 
to a B y se comprime 0.3 m contra A como se muestra. 
Determine los Angulos mdximos & y 4> de las cuerdas des¬ 
puds de que los bloques se sueltan del reposo y el resorte 
legresa a su longitud no alargada. 



*15-37* El malacate en la parte trasera del jeep A se echa 
a andar y tira de la cuerda a 2 m/s con respecto al jeep. Si 
lanto el automdvU B de 1.25 Mg como el jeep A de 2.5 Mg 
rued an libremente, de termine sus velocid ades en el mo men- 
to en que se encuentran. Si la cuerda es de 5 m de largo, 
^qud tanto dernpo se Uevari esto? 


v A = 3 pies/fc v B = 6 pies/s 



Hrobs* 15-3304 


Pmb* 15-37 
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15-3S. El paquete de 40 kg se Lanza con una rapidez de 
4 m/s sobre la carretilla de 20 kg de masa. Si se desliza 
sobre la superficie lisa y choca con el resorte, determine la 
velocidad de La carretilla en el momento en que el paquete 
comprime por complete el resorte. ^Cu31 es la oompresidn 
maxima del resorte? Ignore la resistencia al rodamiento de 
la carretilla. 



Pta b* 15-3S 


15*39* Dos automOviles A y B, tienen una masa de 2 Mg 
y 1.5 Mg, respectivamente. Determine las magnitudes de 
v A y v* si los automOviles chocan y permanecen en con- 
tacto mientras se desplazan con una velocidad comun de 
50 km/hen la direcciOn mostrada. 


*15-40. Un proyectil de 4 kg viaja con una velocidad 
horizontal de 600 m/s antes de que explote y se rompa en 
dos fragmentos A y Bde 1.5 kg y 2.5 kg de masa, respecti¬ 
vamente. Si los fragmentos viajan a lo largo de las trayec- 
lorias parabdlicas mostradas, determine la magnitud de la 
velocidad de cada fragmento jus to despues de la explosion 
y la distancia horizontal 4a donde el segmento A choca 
con el suelo en C, 

*15-41. Un proyectil de 4 kg viaja con una velocidad 
horizontal de 600 m/s antes de que explote y se rompa en 
dos fragmentos A y #de 1.5 kg y 2.5 kg de masa, respecti¬ 
vamente. Si los fragmentos viajan a lo largo de las trayec- 
torias parabdlicas mostradas, determine la magnitud de La 
velocidad de cada fragmento justo despues de la explosion 
y la distancia horizontal 4 S donde el segmento B choca 
con el suelo en D, 



Pttibs* 15-40/41 


y 



15-42. EL muchacho de 75 kg salta de La carretilla A con 
una velocidad horizontal de = 3 m/s medida con respec- 
to a la carretilla. Determine la velocidad de La carretilla A 
justo despu^s del salto. Si luego cae en La carretilla B con 
La rnisma velocidad que cuando dejO la carretilla A, deter¬ 
mine La velocidad de la carretilla B justo despu£s de que 
cae en ella. La masa de las carre tilla s A y B es de 50 kg y 
originalmente estin en reposo. 



15 


Ftfth. 15-39 


Pttib* 15-42 
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CaP[TULO 1 5 ClN^TICA DE UNA PARTfCUUC IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


15*43* El bloque A dene una masa de 2 kg y se desliza 
hacia el extremo abierto de la caja B con una velocidad de 
2 m/s. Si la masa de la caja B &s de 3 kg y descansa sobre la 
placa P cuya masa es de 3 kg, determine la distancia que 
la placa se mueve despu£s de que deja de deslizarse sobre 
el piso. Adem^s, ^cu^nto tietnpo transcurre despu^s del 
impacto antes de que cese todo movimiento? El coeficien- 
le de friccidn rin£tica entre la caja y la placa es = 0.2 y 
entre la placa y el piso ^ k = 0.4. Adem^s, el coeficiente 
de friccidn esUtica entre la placa y el piso es ^ = 0.5. 

*15-44* El bloque A tiene una masa de 2 kg y se desliza 
hacia el extremo abierto de la caja B con una velocidad 
de 2 m/s. Si la masa de la caja B es de 3 kg y descansa 
sobre la placa P cuya masa es de 3 kg, determine la dis¬ 
tance que la placa se mueve despu£s de que deja de des- 
lizarse sobre el piso. Ademis, ^cu^nto tiempo transcurre 
despu^s del impacto antes de que cese todo movimiento? 
El coeficiente de friccidn cinetica entre la caja y la placa 
es = 0.2 y entre la placa y el piso n r k = 0.1. Adem^s, el 
coeficiente de friccidn estatica entre la placa y el piso 
es = 0.12. 


15-46* Si el bombre de 150 lb dispara la bala de 0.2 lb con 
una velocidad de salida horizontal de 3000 pies/s, medida 
con respecto al furgdn de 600 lb, determine la velocidad 
de £ste justo despu£s del disparo. ^Cu51 es la veloci¬ 
dad del furgdn cuando la bala se incrusta en el bianco? 
Durante el disparo, el hombre permanece en la misma 
posiddn en el furgdn. Ignore la resistencia al rodamiento 
del furgdn. 


t -—A 

Proh. 1546 



Probs* 1543/44 


*1545* El bloque A de 20 kg es remolcado hacia arriba 
de la rampa de La carre tilla de 40 kg por un motor M mon- 
tado en un costado de 6sta, Si el motor enrolla el cable con 
una velocidad constante de 5 m/s, medida con respecto a 
la carretilla, determine que tan lejos se movers la carre ti¬ 
lla cuando el bloque haya recorrido una distancia s=2m 
hacia arriba de la rampa. Tanto el bloque como la carreti¬ 
lla estin en reposo cuando $ = 0. El coeficien te de friccidn 
dn^tica entre el bloque y la rampa es p k = 0.2. Ignore la 
lesistenda al rodamiento. 



1547* La rampa de rodamiento Libre pesa 120 lb. El 
embalaje cuyo peso es de 80 lb se desliza desde el punto 
de reposo en A, 15 pies cuesta abajo hasta B. Determine la 
rapidez de la rampa cuando el embalaje llega a B . Suponga 
que la rampa es lisa e ignore la masa de las ruedas. 

*1548* La rampa de rodamiento libre pesa 120 lb. Si el 
embalaje de 80 lb se suelta desde el punto de reposo en 
A, determine la distancia que la rampa se mueve cuando 
el embalaje se desliza 15 pies cuesta abajo por la rampa 
hasta B . 



Prob* 1545 


Probs. 1547/48 
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•15*49* H cafidn de 5 kg aceionado por resorte des- 
cansa sobre la superficie lisa. Si dispara una bala de 1 kg 
de masa con una velocidad de v r = 6 m/s eon respecto al 
cafidn en La direccidn mostrada. Si el cafidn odginalmen- 
fe est3 en reposo, determine la distancia horizontal d a que 
est£ la bala a partir de la posicidn inicial del cafidn en el 
instante en qtie la bala ehoca con el suelo en D. Ignore 
el tamafio del cafidn. 

15-50* El cafidn de 5 kg aceionado por resorte descansa 
sobre la superficie lisa. Si dispara una bala de 1 kg de 
masa con una velocidad de v 1 = 6 m/s con respecto al 
cafidn en la direccidn mostrada. Si el cafidn originalmen- 
te est3 en reposo, determine la distancia de la bala desde 
la posicidn inicial del cafidn en el instante en que la bala 
alcanza su altura maxima C. Ignore el tamafio del cafidn. 



*15-52* El bloque de masa m se desplaza a en la direc¬ 
cidn flj mostrada en la parte alta de la pendiente lisa. 
Determine su rapidez y su direccidn ^ cuando Uega 
abajo. 


z 



15-5L Un bombre que trae p uestos pa tines de hielo 
lanza un bloque de 8 kg con una velocidad inicial de 2 m/s, 
medida con respecto a si mis mo, en la direccidn mostrada. 
Si originalmente est3 en reposo y completa el lanzamiento 
en 1.5 s mientras mantiene sus piernas rigidas, determi¬ 
ne la velocidad horizontal del bombre jus to despu£s de 
que suelta el bloque. iCu&l es la reaccidn vertical de sus 
pa tines sobre el hielo durante el lanzamiento? El bombre 
tiene una masa de 70 kg. Ignore la friccidn y el movimiento 
de sus brazos. 


•15-53* La carretilla B de 20 lb est3 apoyada en rodillos 
de tamafio insignificante. Si se Lanza horizontalmente una 
maleta A de 10 lb sobre la carretilla a 10 pies/s cuando 
est3 en reposo, determine el tiempo durante el cual A se 
desliza con respecto a By la velocidad final de A y B. El 
coeficiente de friccidn cinetica entre A y B es jha = 0.4. 

15-54* La carretilla B de 20 lb esli apoyada en rodillos 
de tamafio insignificante. Si se lanza horizontalmente una 
maleta A de 10 lb sobre la carretilla a 10 pies/s cuando esta 
en reposo, determine el tiempo t y la distancia que Breco- 
ire en el instante en que A se detiene con respecto a B. El 
coeficiente de friccidn cindtica entre A y B es ju* = 0.4. 



Prok 15*51 


Frobs* 15-53/54 

















24 8 


CapItulo 15 Cin£tica de una part[cula: impulso y cantidad de movimiento 


Plano de contacto 



g tinea de 

N impacto 

XJ 

u- 

Impacto central 

(a) 


Plano de contacto 

A r) 

_ g 

f \ tinea de impacto 

yH 



_ y B 

Impacto oblkuo 

(b) 

Figs 15-13 


15.4 Impacto 

El impacto ocurre cuando dos cuerpos chocan entre si durante un 
periodo muy corto, lo que hace que se ejerzan fuerzas (impufeoras) 
relativamente grandes entre los cueipos. El golpe de un martillo sobre 
un clavo, o un palo de golf sobre una bola, son ejemplos oomunes de 
catgas de impacto. 

Por lo general, hay dos tipos de impacto. El impacto central ocurre 
cuando la direccidn del movimiento de los centros de masa de las dos 
parti'culas va a lo largo de una tinea que pasa a travds de los centros de 
masadelas part fcul as. Estalfnea se llama Unea de impacto, lacual es per¬ 
pendicular al piano de contacto, figura 15-13a. Cuando el movimiento 
de una o de las dos partfculas forma un Angulo con la tinea de impacto, 
figura 15-136, se dice que el impacto es un impacto oblicuo. 

Impacto central. Para ilustrarel mdtodode analizarla mecfinica 
del impacto, considere el caso que implica el impacto central de las 
partfculas A y B que se muestran en la figura 15-14. 

• Las partfculas tienen los momentos iniciales que se muestran en la 
figura 15-14n. Siempre que (v^)x > (t>s)i,eventualmente ocurrirfi 
la coBsidn. 




O Q 

se lequiere 


Ames del impacto 
(a) 


* Durante la colisidn las partfculas deben considerarse como de- 
formables o no rigidas. Las partfculas experimentarfin un periodo 
de deformacion de modo que ejercen un impulso de deformacidn 
gual y opuesto /P dt entre si, figura 15-146. 

* Sdlo en el instante de deformacion maxima a mb as partfculas se 
despiazarfin con una velocidad constante v, puesto que su movi¬ 
miento relativo es cero, figura 15-14c 

* Despuds de un periodo de restitucion, las partfculas recuperarfin 
su forma original o permanecerfin permanentemente deformadas. 
El impulso de restitucion /R dt igual pero opuesto separa las 
partfculas, figura 15-14d. En realidad, las propiedades ffcicas de 
cualquiera de los dos cuerpos son tales que el impulso de defor- 
macidn siempre sera mayor que el de restitucidn, es decir fPdt> 
fR dt. 

* Justo despuds de la separacidn las partfculas tendran las cantida- 
des de movimiento mostradas en la figura 15-14e, donde (v B )i > 
(v A ) 2 , 


Ip dt 


ea 


-iPdt 


A - B 

Efecto de A en B Efecto de B en A 
Impulso por deformacidn 


(b) 


© 

A B 

| Deformacidn maxima | 

(c) 


Efecto de A en B Efecto de B en A 
Impulse de restituddn 

{d> 


m A {y A )i 

-► 


- >■ 


o o 

A (Vah > {v A h B 


Despots del impacto 


<e> 


Fig. 15-14 






























En Ea mayoria de Eos problemas las velocidades iniciales de las par¬ 
ticulas serin conocidas, y seri necesario determinar sus velocidades 
finales (v A )i y (vah.- A este respecto, la mntidad de movimiento del 
sistema de particulas se conserva puesto que durante la colisidn los 
impulses internes de deformacidn y restitucidn se cancelan. Por consi- 
guiente, at remitirnos a las figuras 15-14ay 15-14? requerimos 

( ^ ) m A {v A )i + = m A {v A ) 2 + m B (v B ) 2 (15-10) 

Para obtener una segunda ecuacidn necesaria para resolver y 
( 1 ^) 2 , debemos aplicar el principio de impulse y cantidad de movimien¬ 
to a cada particula. Por ejemplo, durante la fase de deformaciOn de la 
particular, figuras 15-14a, 15-146 y 15-14c,tenemos 

( ) fn A (v A )i - J Pdt = ™ A V 

Para la fase de restitucidn, figuras 15-14c,15-14dy 15-14e, 

(■** ) m A v - JRdt = m A (v A ) 2 

La relacidn del impubo de restitucidn al impulse de deformacidn se 
llama coeficiente de restitucidn, e. De acuerdo con las ecuaciones ante- 
riores, este valor para la particula A es 

j Rd ‘ *-(*Ah 

jpi, W*-* 

Asimismo, podemos establecer esi consideramos la particula S.figura 
15-14. Esto resulta en 

f Rdt 

Si se elimina la incdgnita v de las dos ecuaciones anteriores, el coefi¬ 
ciente de restitucidn puede expresarse en funcidn de las velocidades 
inicial y final de las particulas como 


(*) 


(Vfi)2 — (^4)2 
(V4)l - (Vs)l 


(15-11) 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula; impulso y cantidad de movimiento 



La calidad de fabricacion de una pelota de 
tends se nude por la altura de su rebote, la 
cual puede reladouarse con su coeficiente 
de restitudon. Por medio de la mecanica del 
impacto oblicuo, los ingemeros puede n dise- 
nar undispositive deseparationparaeliminar 
las pelotas que estan por debajo del estandar 
de una lraea de production. 


Siempre que se especifica un valor para e,Ias ecuaciones 15-10 y 15-11 
pueden resolverse simultdneamente para obtener (v A ) 2 y (Vb) 2 , Sin 
embargo, para ello es importante estabiecer eon cuidado una conven- 
adn de signos para definir ta direccidn posiliva tanto de como de v B 
y luego utilizarla consistentemente cuando se escriban ambas ecuacio- 
nes. Como se vio en la apHcacion mostrada, e indieada simbdlicamente 
por la flecha entre pardntesis, definimos la direccidn positiva hacia la 
derecha cuando se refiere a los movimientos tanto de A como de B. Por 
consiguiente,si en ta solucidn de (tufeo (t>a) 2 result a un valor negativo, 
ello indka que el movimiento es hacia la izquieida. 


Coeficiente de restitudon. De acuerdo eon las figuras 15-1% 
y 15-14e,se ve que la ecuacidn 15-11 establece que e es igual a la rela- 
ddn de la velocidad relativa de la separacidn de las partleulas justo 
despues del impacto, (v B ) 2 — (v A ) 2 a la velocidad relativa de aproxima- 
ddn de las partleulas justo antes del impacto, (i>a)i — (vs)i- At medir 
estas velocidades relativas de manera experimental, se ha visto que e 
varla apreciablemente eon Ea velocidad de impacto as! como tambidn 
eon el tamaflo y forma de los cuerpos que chocan. Por eso el coefi- 
dente de restitucidn es confiable sdlo cuando se utiliza con dates que 
representen con fidelidad las condiciones que se sabla existian cuan¬ 
do se tomaron las medkiones. Por io general, e tiene un valor entre 
cero y uno, y debemos estar af tanto del significado ffeico de estos dos 
Smites, 


Impacto elastico (e = 1 ). Si la colisidn entre las dos partleulas 
es perfectamente eldstica, el impulso de deformacidn (/P dt) cs igual 
y opuesto al impulso de restitucidn (/R dt). Aun cuando en re a lid ad 
esto nunca puede ser, e = 1 en el caso de una colisidn elfctica. 


Impacto plastico (e = 0) . Se dke que el impacto es meldstico o 
pldsticocuando e =0. Entecaso noh ay i mp uiso de restitucid n (/Rdf = ft), 
por lo que despuds de la colisidn ambas partleulas se acoplan o perma- 
necen en contacto y se mueven con una velocidad comtin. 

Por Ea derivacidn anterior es evidente que no puede utilizarse el prin- 
dpio de trabajo y energla en el anilisis de problemas de impacto ya que 
no es posible saber edmo varlan o se desplazan las Juerzas intemas de 
deformackjn y restitucidn durante la colisidn. Sin embargo, al conocer 
las velocidades de las partleulas antes y despuds de la colisidn, la pdr- 
dida de energla durante la colisidn se cakula como la diferencia de la 
energla cindtica de las partleulas. Esta pdrdida de energla, 2f/i_ 2 = 
2 T 2 - ST, ocurre porque una parte de la energla cindtica de la par- 
a'cula se transforma enenerglatdrmica y porque tambidn generaruidoy 
una deformaridn localizada del material cuando ocurre la colisidn. En 
particular, si el impacto es perfectamente elastico, no se pkrde energla 
en la colisidn; mientras que si es plastico, ta pdrdida de energla durante 
la colisidn es maxima. 
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Procedimiento para el analisis 
(Impacto central) 


En la mayorfa de I os cases se tienen que determinar las velocidades 
finales de las dos partfculas justo despues de que se so me ten a tin 
impacto central directo. Siempre que se conozcan el coeficiente 
de restitucibn,Ia masa y la velocidad inicial de cada partfcula justo 
mites del impacto, la soludbn de este problema se obtiene median - 
te las dos siguientes ecuadones: 



Plano de contaeto 


(a) 


• La conservacibn de la cantidad de movimiento es apBcable al 
sistema de partfculas, 2 mt> i = 2 mt> 2 . 

• El coeficiente de restitudbn, e = [(t > B ) 2 - {v A )-^\l[{v A )i - 
(%),], reladona las veloddades relativas de las partfculas 
a lo largo de la Ifnea de impacto, justo antes y despubs de la 
colisibn. 

Cuando se aplfcan estas dos ecuaciones, puede suponerse el senti- 
do de una velocidad desconocida. Si la soludbn da una magnitud 
negadva, la velocidad actua en el sentido opuesto. 


Impacto oblicuo. Cuando entre dos partfculas ocurre un impac¬ 
to oblicuo, bstas se apartan una de otra con veloddades de direcciones 
y magnitudes desconocidas. Siempre que se conozcan las veloddades 
inictales, habrb cuatro incbgnitas en el problema. Como se muestra en 
la figura 15-15a, estas incbgnitas pueden representaise o como (v A ) 2 , 
(iffl)i, 0 2 y <f* 2 ,o como los componentes x y y de las veloddades finales. 




m A (v A ?)i 

WaWiq m A (v Al \ 

m A {y Af )^ 

t 

/Fifr/T's /7\mj(W2 

(b) 

Fig. 15-15 


Procedimiento para el analisis (Impacto oblicuo) 


Si el eje y se estableoe dentro del piano de contaeto y el eje x a to largo de la Ifnea de impacto, las fuer- 
zas impulsoras de deformacibn y restitudbn aettian solo en la direccion x, figura 15-156. Al descompo- 
ner la velocidad o los vectores de cantidad de movimiento en componentes a lo largo de los ejes x y y, 
figura 15-156, entonces es posible escribir cuatro ecuaciones escalares independientes para determinar 

(VAxh>(V A y)2, (t>a.r) 2 y (VByh- 

• La cantidad de movimiento del sistema se conserva alo largo de la llnea de impacto,eje x, de modo que 
2m(v,)i = ?m(v x ) 2 . 

• El coeficiente de restitudbn e = [(%J 2 - - (t'gJJ.relaciona los componentes de las 

veloddades relativas de las partfculas alo largo de la llnea de impacto (eje r). 

• Si estas dos ecuadones se resuelven simultbneamente, obtenemos y (%*)!. 

• La cantidad de movimiento de la partfcula A se conserva a lo largo del eje y, perpendicular a la Ifnea 
de impacto, puesto que no actua ningdn impulso en la partfcula A en esta direccibn. Por consiguiente 
WAiVAyh = fn A (V A yh O (V A y) 1 = (VAy)l- 

• La cantidad de movimiento de la partfcula B se conserva a lo largo del eje y, perpendicular a la Knea 
de impacto, puesto que no actua ningtin impulso en la partfcula Be n esta direedbn. Por consiguiente 

(VBy)l = (VByh- 

La aplicaddn de estas cuatro ecuaciones se ilustra en el ejemplo 15.11. 
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CapITULO 1 5 ClNIiTICA DE UNA PARTICULAR IMPULSO ¥ CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.9 



l ne a dc impacto 


(a) 



Plano de 
referenda 


La boisa A, que pesa 6 fb, se sueila del punto de reposo en ta posi¬ 
tion 9 = 0°, como se muestra en fa figura 15-16a. Despuds de que 
cae a 9 = 90°, choca con fa caja B que pesa 18 lb. Si el coefidente 
de restitucidn entre la boisa y la caja es e = 0.5, determine las velo- 
ddades de la boisa y la caja justo despuds del impacto. i,Cufil es ta 
pdtdida de energi'a durante la colisidn? 

SOLUClON 

Este problema implica impacto central. ^Por qud? Antes de anali- 
zar la mecfiniea del impacto, primero se requiere obtener ta veloci- 
dad de ta boisa justo antes de que choque con la caja. 

Conserv acton de la energia. Con el planodereferenciaen 9 =0°, 
figura 15-16b, tenemos 

T a + V 0 = T t + Vi 

^ 1 L 

l ' 6lb(3pies); (v A ) t = 13.90pies/s 


0 + 0 


if 61b V , 2 
2 V32.2 pies/s 1 / Vj4 1 


(*> 


!.2 pies/s 2 , 

Conservacion de fa cantidad de movimfento. Despuds del 
impacto supondremos que A y B se desplazan a la izquierda. Si 
aplicamos la conservacidn de la cantidad de movimiento al sistema, 
figura 15-16c, tenemos 

+ m A (V A ) 1 = 2 + m A(V A )l 


0 + (s^b?) 13 - 90 p “ s/s) ■ 


2 pies/s z 


2 pies/s 2 , 

(v A ) 2 = 13.90 - 3{v b )i (1) 

Coefkiente de restltucton. Al darnos cuenta de que para que 
ocurra la separaddn despuds de la colisidn (v B }i > (v A )i, figura 
15-lfic, tenemos 

{v B ) 2 - (v A h „ „ {v B )i ~ {v A ) 2 


<*) 


e = 


0.5 = 


(v^>i = 0 


B 


0u)i = 13.90 pies A 
Justo antes de] impacto 


B 


(+4)1 - (vb)i’ 13.90 pies/s - 0 

(v A ) 2 = (v B ) 2 - 6.950 (2) 

Al resolver las ecuaciones 1 y 2 simultfineamente se obtiene 
(v A ) 2 = - 1.74pies/s = 1.74pies/s -* y (v B ) 2 = 5.21 pies/s *— Reap. 

Perdida de energia. Al aplicarel principio de trabajo y energia a 
la boisa y la caja justo antes y despuds de la colisidn, tenemos 

St/i-2 = T 2 - r i; 


c 


SI/! -I = 


Kd^)< 5 - 21 p>a/,f + l(s^rf) (u4pira/a) 


(Vfl)l 0 . 1>1 

Justo despuls del impacto 

{c) 

Fig. 15-16 


2 pies/s 2 
'1/ 61b \ 

.2 \32.2 pies/s 2 / 


St/,_ 2 = -10.1 pies - lb 


(13.9 pies/s) 2 
Resp. 


NOTA: la pdrdida de energia ocurre debido a la deformacidn inelds- 
fica durante la colisidn. 
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EJEMPLO 15.10 


La bola B de fa figura 15-17« tiene una masa de 1.5 kg y cuelga del 
techo por medio de una cuerda elastica de 1 m de largo. Si la cuerda 
se estira hada abajo 0.25 m y la bola se suelta del pumo de reposo, 
determine cudnto se atarga la cuerda despuds de que la bola rebota 
en el techo. La rigidez de la cuerda es k = 800 N/m y el coefidente 
de restitution es e = 0.8. La bola experimenta un impacto central 
con el techo. 

SOLUClON 

Primero debemos obtener la veloddad de la bola justo antes de 
que golpee el techo por medio de mdtodos de energia y considerar 
en seguida el impulso y la cantidad de movimiento entre la bola y 
el techo, y por ultimo utilizar de nuevo mdtodos de energia para 
determinar el alaigamiento de la cuerda. 

Consarvacl6n da la anargla- Con el piano de referenda situ ado 
como se muestra en la figura 15-17a, y habida cuenta de que inicial- 
mente y = yo = (1 + 0.25) m = 1.25 m, tenemos 

7o + V 0 = ?i + Vii 
~ W&g) + \k s 2 = + 0 

0 - 1.5(9.81 )N(1.25 m) + |(800 N/m)(0.25 m) 2 = |(1.5 kg)(t> B )i 
(Vfi)i = 2.968 m/s t 

Ahora se considered la interaction de la bola con el techo mediante 
los principios de impacto.* Como una parte desconocida de la masa 
del techo interviene en el impacto, la conservation de la cantidad de 
movimiento del sistema bola-techo no se escribiri. La “veloddad” 
de esta parte del techo es cero ya que se supone que el (o la Tierra) 
permanece en reposo antes y despu6s del impacto. 

Coafklanta da restitution. Figura 15-176. 


Plaao de 
referenda 



k = 800 N/m 


j = (1 +025)m 



(a) 


y 



X 


( V ff)2 

V 


(v B )i = 2.97 m/s 
(b) 


t _ {VBh - Ml (VBh - 0 

' } (v A h - (v B h' 0 -2.968 m/s 

(y B ) 2 = -2.374 m/s = 2.374 m/s i 

Conservation da la anargla. El alargamiento maximo s 3 en la 
cuerda se determina at aplicar de nuevo la ecuaddn de conserva- 
d<5n de la eneigia a la bola justo despuds de la colisidn. Suponga 
que y = y 3 = (1 + s 3 ) m, figura 15-17c,entonces 

T 2 + V 2 = T 2 + Vi 

+ 0 = ~ + \k$\ 

|(1.5 kg)(2.37 m/s) 2 = 0 - 9.81(1.5) N(1 m + s 3 ) + 1(800 N/m)^ 
400s| - 14.7 15 s 3 - 18.94 = 0 

AJ resolver esta ecuaddn cuaddtica para la raiz positive se obtiene 

= 0.237 m = 237 mm Resp* 

*lil peso de la bola se considera eomo una fuerza no impulsora, 



k — 800 N/m y = (i + m 


Plano de 
referenda 



¥ ig . 15*17 


<D 
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CaP[TULO 1 5 ClNI-TICA DE UNA PARTfcULAJ IMPULSO ¥ CANTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.11 


= 1 m/s 



Linea de impacto 
Plano de eontaeto 

(a) 


Dos discos Iisos A y B de 1 kg y 2 kg de masa, respectivamente, 
diocan a las velocidades quo se muestran en la figura 15-18s. Si su 
ooeficiente de restitucibn es e = 0.75, determine ios componentes x 
y y de la vetocidad final de cada disco justo despuds de la colisibn. 

soluciOn 

Este problems implica impacto obticuo. <,Por qud? Para resolverlo, 
establecimos Ios ejes jc y y a lo largo de la tinea de impacto y del 
piano de eontaeto, respectivamente, figura 15-18«. 

Ai descomponer cada una de las velocidades iniciales en compo¬ 
nentes xy y, tenemos 

(t)Av)i = 3 cos 30° = 2.598 m/s = 3 sen 30° = 1.50 m/s 

(wb*)i = -1 cos 45° = -0.7071 m/s (vbj.)i= -1 sen 45°= -0.7071 m/s 

Se supone que los cuatro componentes de velocidad desconocidos 
actuan en las direcciones positivas, figura 15-186. Como el impacto 
ocurre en la direccibn jc (lines de impacto), la conservacibn de la 




-fFdt 


©+©-•— — © 




cantidad de movimiento de ambos discos se aplka en esta direccibn. 


m A (y Ay h 


mAiVAyh 


$ 




t 

1 

0 ^ 0=0 

f 


iPor qud? 

Conservacibn de la cantidad de movimiento en la direction "x". 

Si nos remitimos a Ios diagramas de cantidad de movimiento, tenemos 


(*> 


m A (VAx)l + m B (v B x) 1 = m A (v Ax )2 + m B (VBx)2 


jn B {y Bl h. 


1 kg(2.598 m/s) + 2kg(-0-707 m/s) = 1 + 2 kgWi 


mB^Byh 


Cb) 


(VAxh + 2(Vfo)2 = 1.184 

Coefidente de restitucidn (x), 

(VfitJa — (VAx)2 . — 


( 1 ) 


(*) 


e = 


0.75 = 


h = L96m/s 


\ 

L = 50.Q*\ A 


c 



(v B h. = 1.41 


(tUr)i - (vb*)i' 2.598 m/s - (-0.7071 m/s) 

{v Bx h - (VAxh = 2.479 (2) 

AI resolver las ecuaciones 1 y 2 para (t^) 2 y (Va^se obtiene 
(n^) 2 = -1.26 m/s = 1.26 m/s «— (w Bj ) 2 = 1.22 m/s —*■ Resp. 

Conservacibn de la cantidad de movimiento en ta direccibn "y". 

La cantidad de movimiento de cada disco se conserva en la direc- 
ddn y (piano de eontaeto), puesto que los discos son Iisos y por 
consiguiente en esta direccidn no actua ningtin impulso extemo. De 
la figura 15-186, 


(+\)m A (v Ay ) 1 =m A (v Ay ) 2 ;(v Ay ) 1 = 1.50 m/st 


Resp. 


(c) 

Fig. 15-18 


(+T) m B(%j)i {v By ) 2 = “0-207 m/s = 0.707m/si Resp. 

NOTA: demuestre que cuando se suman ios componentes de veto- 
ddad vertical men te, se obtienen ios resultados mostrados en la 
figura 15-18c. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F15-13. Determine el coeficiente de restitution e entre 
la bola A y bola B. Se muestran las velocidades de A y B 
antes y despuds de la colisidn. 

8 m/s 2 m/s 

Q Q 

Antes de la colisidn 
1 m/s 9 m/s 

Q Q 

Despuds de la colisidn 

E15-13 

F15-14- El carro tanque A de 15 Mg y el vagOn de carga 
B de 25 Mg viajan uno hacia elotro a las velocidades mos- 
tradas. Si el coeficiente de restitution entre los paracho- 
ques es e = 0.6, determine la velocidad de cada carro justo 
despues de la colisiOn. 



F15*14 

F15-15* La rapidez del paquete A de 30 lb es de 5 pies/s 
cuando entra a la rampa lisa. Cuando resbala hacia abajo 
de la rampa, choca con el paquete B de 80 lb, el cual ini- 
dalmente esti en reposo. Si el coeficiente de restitution 
entre A y B es e = 0.6, determine la velocidad de B justo 
despuds del impacto. 



F15-16. Los bloques A y B pesan 5 lb y 10 lb, respecdva- 
mente. Despuds de chocar con el bloque B , el A se deslixa 
2 pulg a la derecha y B3 pulg a la derecha. Si el coefitien- 
te de fricciOn tindtica entre los bloques y la superficie es 
jiLjfc = 0.2, determine el coeficiente de restitution entre los 
bloques. El bloque # origin a Imente esta en reposo. 


V4 


Cjj_ 

B 


F15-16 

F15-17. La bola choca con la pared lisa con una veloti- 
dad de (Vb)i = 20 m/s. Si el coeficiente de restitution entre 
la bola y la pared es e = 0.75, determine la velocidad de la 
bola justo despuds del impacto. 



H5-17 


F15-18* El disco A pesa 2 lb y se desliza sobre el piano 
horizontal liso a 3 pies/s. El disco B pesa 11 lb e initial- 
men te estd en reposo. Si despuds del impacto la velocidad 
de A es de 1 pie/s, paralela al eje positive x f determine la 
velocidad del disco B despuds del impacto. 


y 


( 

2 P u| e 

% 

* 

A j 

| 3 pies/s 

-L-ipu'g 

0 


F15-15 


F15-18 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


PROBLEM AS 


15*55* Una bola A de 1 lb viaja horizontalmente a 
20 pies/s cuando choca con un bloque B de 10 lb que est£ 
en reposo. Si el coeficiente de restitucidn entre A y B es 
e = 0.6 y el coeficiente de friccidn cinddca entre el piano 
y el bloque es p* = 0.4, determine el tiempo para que el 
bloque ifdeje de deslizarse. 

*15-56* Una bola 4 de 1 lb viaja horizontalmente a 
20 pies/s cuando choca con un bloque B de 10 lb que estA 
en reposo. Si el coeficiente de restitucidn entre Ay B es 
e = 0.6 y el coeficiente de friccitin cinetica entre el piano y 
el bloque es jug* = 0.4, determine la distancia que el bloque 
B se desliza sobre el piano antes de que deje de deslizarse. 

*15-57, La masa de cada una de las tres bolas es m. Si la 
tapidez de A es v justo antes de una colisidn directa con 
if, determine la rapidez de C despuds de La colisidn. El coe¬ 
ficiente de restitucidn entre cada bola es e. Ignore el tama- 
fto de cada bola. 


—B c 

Q 



Proh* 15-57 


15*58, La maleta A de 15 lb se suelta del reposo en C 
Despuds de deslizarse hacia debajo de la rampa lisa, choca 
con la maleta B de 10 lb, la cual originalmente esta en 
reposo. Si el coeficiente de restitucidn entre las maletas 
es e = 0.3 y el coeficiente de friccidn cinetica entre el suelo 
DE y cada maleta es = 0.4, determine (a) la velocidad 
de A justo antes del impacto, (b) las velocidades de A y B 
justo despuds del impacto y (c) la distancia que if se desli- 
za antes de detenerse. 



15-59* La bola de 2 kg se Lanza al bloque de 20 kg suspen- 
dido con una velocidad de 4 m/s. Si el coeficiente de res¬ 
titucidn entre la bola y el bloque es e = 0.8, determine la 
altura maxima h a 1a cual oscilarA el bloque antes de dete¬ 
nerse momentdneamente. 

*15-60, La bola de 2 kg se Lanza al bloque de 20 kg 
suspendido con una velocidad de 4 m/s. Si el tiempo del 
impacto entre la bola y el bloque es de 0.005 s, determine la 
fuerza normal promedio ejercida en el bloque durante este 
tiempo. Considere e = 0.8. 


V—T 


4n»ys 

A 


Probs. 15-59/60 


*15^51, El bloque corredizo B estA confinado a mo ver¬ 
se dentro de la ranura lisa. Est£ conectado a dos resortes, 
cada uno de los cuales tiene una rigidez de k = 30 N/m. 
Originalmente estAn alargados 0.5 m cuando s = 0, como 
se muestra. Determine la distancia maxima, s^ que el 
bloque if se mueve despuds de que el bloque A lo golpea, 
el cual originalmente se movfa a (tu)i = 8 m/s. Considere 
e = 0.4 y que la masa de cada bloque es de 1.5 kg. 

15-62. En el problem a 15-61, determine la fuerza neta 
promedio entre Los bloques A y B durante el impacto si 
dste ocurre en 0.005 s. 



Prob* 15-58 


Ptobs* 15-61/62 
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15-63* El pilote P tiene una mass de 800 kg y se hincari 
en arena suelta por medio del mar tine te C de 300 kg, el 
cual se deja caer desde una distancia de 0.5 m del extre- 
mo superior del pilote. Determine la rapidez initial del 
pilote justo despu£s de ser golpeado por el martinete. El 
coeficiente de restitution entre el martinete y el pilote es 
e = 0.1p Ignore los impulsos provocados por los pesos 
del pilote y el martinete y el impulso creado por la arena 
durante el impacto. 

*15-64* El pilote P tiene una masa de 800 kg y se hincar£ 
en arena suelta por medio del martinete C de 300 kg, el 
cual se deja caer desde una distancia de 0.5 m del extre- 
mo superior del pilote. Determine la profundidad a que 
el pilote se hincara en la arena despues de un golpe, si la 
arena ofrece una resistencia de friceiOn contra el pilote de 
18 kN, El coeficiente de restitution entre el martinete y el 
pilote es e = 0.1. Ignore los impulsos provocados por los 
pesos del pilote y el martinete, y el impulso creado por la 
arena durante el impacto. 



Prohs* 15*63/64 


*15-65* La muchacha lanza la pelota con una velocidad 
horizontal de = 8 pies/s. Si el coeficiente de restitution 
entre la pelota y el suelo ese = 0.8, determine (a) la velo¬ 
cidad de La pelota justo despuOs de que rebota en el suelo 
y (b) la altura maxima a la que la pelota se eleva despuOs 
del primer rebote. 



15-66* Durante una prueba de impacto, la pesa de 2000 lb 
se suelta desde el punto de reposo cuando & = 60°. Oscila 
hacia abajo y golpea los bloques de concreto, rebo¬ 
ta y oscila hacia arriba hasta Q = 15° antes de detenerse 
momentineamente. Determine el coeficiente de restitu¬ 
tion entre la pesa y los bloques. Ademis, determine el 
impulso transferido entre la pesa y los bloques durante 
el impacto. Suponga que los bloques no se mueven des¬ 
pots del impacto. 



15-67* El embalaje A de 100 lb se suelta desde el punto 
de reposo sobre la rampa lisa. DespuOs de resbalar cuesta 
abajo cboca con el embalaje B de 200 lb apoyado contra 
el resorte de rigidez k = 600 lb/pie. Si el coeficiente de 
restitution entre los embalajes es e = 0.5, determine sus 
velocidades justo despuOs del impacto. Ademis, £cu£l es 
la compresiOn maxima del resorte? El resorte original- 
men te no esti alargado. 



15 


Prok 15-65 


Pttib* 15-67 
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*15-68* Una pelota dene una masa m y se deja caer sobre 
una superficie desde una altura h. Si el coeficiente de res¬ 
titucidn entre la pelota y la superficie es e, determine el 
dempo que se requiere para que la pelota deje de rebotar. 

*15-69* Para probar las propiedades de fabricacidn de 
bolas de acero de 2 lb, cada bola se deja caer desde el 
punto de reposo como se muestra y choca con la superficie 
lisa inclinada 45°. Si el coeficiente de restitucidn dene que 
ser e = 0.8, determine a qud distancia s choca la bola con el 
piano horizontal en A. iA qu£ rapidez choca la bola con 
el punto A? 


15-71* El camidn de 5 Mg y el automdvil de 2 Mg viajan 
a las velocidades de rodamiento libre que se indican justo 
antes de que choquen. Despu£s de la colisidn el automdvil 
se despbza a 15 km/ha la derecha con respecto < 2 /camidn. 
Determine el coeficiente de restitucidn entre el camidn y 
el automdvil y la p£rdida de energb a causa de la colisidn. 


30 km/h 


10 km/h 




Prob* 15-71 


*15-72* El bloque A de 10 kg se suelta desde el punto 
de reposo a 2 m por encima de la placa P de 5 kg, la que 
puede deslizarse libremente a lo largo de las gulas vertica- 
les lisas BC y DE. Determine la velocidad del bloque y la 
placa justo despuds del impacto. El coeficiente de restitu- 
ddn entre el bloque y la placa es e = 0.75. Adetrbs, deter¬ 
mine la compresidn maxima del resorte por el impacto. La 
longitud no abrgada del resorte es de 600 mm. 


□ a 

2 m 


15*70* Dos bolas iddnticas A y B de masa m se cuelgan 
de cuerdas de longitud Lj 2 y L, respecdvamente. La bola 
A se suelta del punto de reposo cuando = 90° y osd- 
b hacia abajo a = 0°, donde choca con B. Determine la 
rapidez de cada bola justo despu£s del impacto y el Angulo 
maximo 8 al que B oscilara. El coeficiente de restitucidn 
entre las bobs es e. 



1500N/m 


Prob* 15-72 



*15-73* Se coloca una fib de n esferas semejantes, cada 
una de masa m , una junto a la otra como se muestra. Si 
b esfera 1 tiene una velocidad de v h determine la veloci¬ 
dad de la esfera misima justo despugs de ser golpeada por 
la esfera (n - 1) adyacente. El coeficiente de restitucidn 
entre las esferas es e. 


Vl 



1 2 3 


Prob. 15-70 


Prob* 15-73 
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15-74. Cada una de las tres bolas dene una masa m. Si A 
se suelta del reposo a un Angulo 0, determine el Angulo <f» 
a1 cual se eleva C despuds de la colisidn. El eoeficiente de 
testitucidn entre cada bola es e. 



B C 
Prok 15-74 


15-75. A la bola blanca A se le confiere una velocidad 
inicial de [va)i = 5 m/s. Sichoea directamente con la bola 
B (e = 0.8), determine la velocidad de B y el Angulo 0 
justo despuds de que rebota en la banda en C (e 1 = 0.6). 
Cada bola dene una masa de 0.4 kg. Ignore el tamaflo de 
cada bola. 



Prok 15-75 


*15-76. La muchacha Lanza la pelota de 0.5 kg hacia la 
pared con una velocidad inicial Va = 10 m/s. Determine 

(a) La velocidad a que la pelota choca con la pared en B , 

(b) a qud velocidad rebota en la pared si el eoeficiente de 
testitucidn e = 05, y (c) la distancia sdesde la pared hasta 
donde choca con el suelo en C. 




. 1 m 

j m 



Pttib. 15-76 


*15-77. Se patea un baldn de 300 g con una velocidad de 
v A = 25 m/s en el punto A como se muestra. Si el eoefi¬ 
ciente de restitucidn entre el baldn y el campo es e = 0.4 S 
determine la magnitud y direccidn Q de la velocidad del 
baldn al rebotar en B. 



15-78. Con una resortera, el muchacho Lanza una cani- 
ca de 0.2 lb hacia el muro de concrete, y le pega en B. Si 
el eoeficiente de restitucidn entre la canica y el muro es 
e = 0.5, determine la rapidez de La canica despuds de rebo¬ 
tar en el muro. 



Prok 15 78 
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CaP[TULO 1 5 ClN^TICA DE UNA PARTfCULA IMPULSO Y CANT I DAD DE MQVIMIENTO 


15-79* Se lanza la bola de 2 kg, de mode qua viaje hori- 
aontalmente a 10 m/s cuando choca con el bloque de 6 kg 
al deslizarse £ste cuesta abajo por el piano indin ado a 
1 m/s. Si elcoeficiente de resfitucidn entre la bola y cl blo¬ 
que es e = 0.6, determine la rapidez de la bola y la del 
bloque justo despu6s del impacto. Adem^s, ^qud distan¬ 
ce se desliza B hacia arriba del piano antes de detener- 
se moment^neamente? El coeficiente de friccidn cinetica 
entre el bloque y el piano es }i k = 0.4. 

*15-80* Se lanza la bola de 2 kg de modo que viaje hori- 
zontalmente a 10 m/s cuando choca con el bloque de 6 kg 
al deslizarse dste cuesta abajo por el piano inclinado a 
1 m/s. Si elcoeficiente de resfitucidn entre la bola y el blo¬ 
que es e = 0.6, y el impacto ocurre en 0.006 s, determine la 
fiierza impulsora promedio entre la bola y el bloque. 



*15-81* Gada uno de los dos automdviles A y B pesa 
4000 lb y chocan en el pavimento helado de una intersec- 
cidn. La direccidn del movimiento de cada automdvil des- 
pu£s de la colisidn se mide con respecto a las huellas en la 
nieve como se muestra. Si el conductor del automdvil A 
declara que iba a 44 pies/s (30mi/h) justo antesde la colisidn 
y que despu^s aplied los frenos de modo que $u automd- 
vil pa find 10 pies antes de detenerse, determine la rapi¬ 
dez aproximada del automdvil B justo antes de la colisidn. 
Suponga que el coeficiente de firiccidn cinetica entre las 
tuedas del automdvil y el pavimento es jn* = 0.15. Nota: la 
Ifnea de impacto no se ha definido; sin embargo, esta infor- 
macidn no se requiere para la solucidn. 


15-82* La bola de “pool” A se desplaza a una velocidad 
de 10 m/s justo antes de golpear la bola B, la cual esU en 
teposo. Si las masas de A y B son de 200 g y el coeficiente 
de resfitucidn entre ellas es e = 0.8, determine la veloci¬ 
dad de las dos bolas justo despu£s del impacto. 


y 



Prob* 15-82 


15-83* Las dos monedas A y 5 fienen las velocidades 
iniciales que se ilustran justo antes de que ehoquen en 
el punto O. Si sus pesos son W A = 13,2(10 _3 )lb y W B = 
6.60(10 _3 )lb y lasuperficie sobre la cual se deslizan es lisa, 
determine sus velocidades justo despu£s del impacto. El 
coeficiente de resfitucidn ese = 0.65. 



IVob* 15-81 


Ftob* 15-83 
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*15-84* Dos discos A y B pesan 2 lb y 5 lb, respecti- 
vamente. Si se deslizan sobre la superfitie horizontal plana 
con las velocidades mostradas, determine sus velocidades 
justo despues del impacto. El coeficiente de restitution 
entre los discos es e = 0.6. 


15-87. Los discos Ay B pesan 8 lb V 2 lb, respective men 
te. Si se deslizan sob re un piano horizontal liso con las 
velocidades que se muestran, determine sus velocidades 
justo despu£s del impacto. El coeficiente de restitution 
entre ellos ese = 0.5. 





*15-85* Los discos j4y # tienen una masade 15 kg y 10 kg, 
tespectivamente. Si se deslizan sobre un piano horizontal 
liso con las velocidades que se muestran, determine sus 
velocidades justo despu^s del impacto. El coeficiente de 
restitution en tre ellos es e = 0.8. 


*15-88* La bob A choca con la bola B con una velocidad 
inicial de (v^)] como se muestra. Si las dos bobs tienen b 
misma masa y b colls ion es perfectamente ebstica, determi¬ 
ne el Angulo 8 despues de b colisiOn. La bob Boriginalmen- 
te esb en repaso. Ignore el tamafto de cada bob. 




Frail* 15-88 


15-86* Los discos A y B tienen una masa de 6 kg y 4 kg, 
tespectivamente. Si se deslizan sobre un pbno horizontal 
liso con bs velocidades mostradas, determine sus veloci¬ 
dades justo despu^s del impacto. El coeficiente de resti¬ 
tution entre ellos es e = 0.6. 



*15-89* Cada uno de los dos discos Ay B pesa 2 lb y bs 
velocidades initiates que se muestran justo antes de que 
choquen. Si el coeficiente de restitution es e = 05, deter¬ 
mine sis velocidades justo despu£s del impacto. 


0u)i = 4 pies/s 



(v s }i = 3 pies/s 


Frah* 15-86 


Frab* 15-89 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


15.5 Cantidad de movimiento angular 


z 


15 



Fig. 15-19 


La cantidad de movimiento angular dc una partfcula con respecto a un 
pun to O so define corao el “mo men to” de la cantidad de movimiento 
Kneal de la partfcula con respecto a O. Como este concepto es an&ogo 
a determiner el momento de una fuerza con respecto a un punto, la 
cantidad de movimiento angular, H 0 , en ocasiones se conoce como el 
momento de cantidad de movimiento. 

Formulation ©scalar. Si una partfcula se mueve a lo largo de 
una curve situada en el piano x-y, figura 15-19, la cantidad de movi¬ 
miento angular en cualquier instante se determine con respecto al 
punto O (en realidad el eje z) por medio de una formuladdn escalar. 
La magnitud de H c es 


{H 0 ) i = ( d)(mv ) 


(15-12) 


Aqui, d es el brazo de momento o distancda perpendicular de O a la 
Snea de accidn de mv. Unidades comunes para (H 0 ) z son kg ■ m 2 /s o 
dug ■ pie 2 /s- La direccion de H 0 se define por medio de la regia de la 
mano derecha. Como se muestra, la curva de los dedos de la mano dere- 
cha indica el sentido de rot acid n de mvcon respecto a 0,de modo que 
en este caso el pulgar (o H 0 ) esti dirigido perpendicular al piano jc->> 
alo largo del eje z- 



Fig. 15-20 


Formulation vectorial. Si la partfcula se mueve a to largo 
de una curva espacial, figura 15-20, el producto vectorial (o produe- 
to cruz) puede utilizarse para determinar la cantidad de movimiento 
angular con respecto a O. En este caso 


H 0 = t X mv 


(15-13) 


Aquf, rdenota un vector de posiddn trazado del punto O a la partfcula. 
Como se muestra en la figura, H 0 es perpendicular td piano sombreado 
que oontiene r y mv. 

Para evaluar el producto vectorial, r y mv deber&n expresarse en 
fiincidn de sus componentes cartesianos, de modo que la cantidad de 
movimiento angular se determina al evaluar el determinante: 


H 0 = 

* * i 

i J k 

r * r y r z 



mv x mv y rnv z 



(15-14) 
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15.6 Re! aci on entre el momento de una 

'fuerza y la carttidad de movimiento 
angular 

Los momentos con respecto al pnmo O do todas las fuerzas quo acttian 
en la parttcuta de la figura 15-21apueden relacionarse con su cantidad 
do movimiento angular al aplicar la ecuacidn do movimiento. Si Ea 
masa do la partlcula os constante, podemos escribir 


EF = mv 


Los momentos do las fuerzas con respecto al punto O so obtienen 
mediante una multiplicacidn do producto vectorial on ambos tados de 
esta ecuacidn por el vector de posicidn r, el cual se mide con respecto 
al marco de referenda inercial x,y,z -Tenemos 


EMo = r X SF = r X mv 

Segdn el ap£ndice B, la derivada de r x mv se escribe como 
Ho = ^-(r X mv) = r X mv + r X mv 

H primer tdrmino del lado derecho, f x mv = m(r x r) = 0, puesto 
que el producto vectorial de un vector por si mis mo es cero. Por consi- 
guiente, la ecuacidn anterior se escribe 



15 


Fig. 15-21 



(15-15) 


la cual establece que el momento resultante con respecto al punto O de 
todas las fuerzas que actuan en la partlcula es igual al cambio con respec¬ 
to al tiempo de la cantidad de movimiento angular con respecto al punto 
O. Este resuitado es semejante a la ecuacidn 15-1, es decir. 


SF = L 


(15-16) 


Aquf L = mv,de modo que la fuerza resultante que actiia en la partlcula 
es igual al cambio con respecto de su cantidad de movimiento lineal. 

Por las derivadones.se ve quelas ecuadones 15-15 y 15-16 enrealidad 
son otra forma de formular la segunda ley del movimiento de Newton. 
En otras secciones de este libro se demos trari que estas ecuaciones 
tienen muclias aplicadones pricticas cuando se ampllan y aptican a 
pioblemas que inctuyen un sistema de partlculas o un cuerpo rfgido. 








15 
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Si Sterna de partfculas. Puede derivarse una ecuacidn con ta 
misma forma que la ecuacidn 15-15 para el sistema de partfculas que 
se muestra en la figura 15-216. Las fuerzas que actuan en ta partfcula 
ksima arbitraria del sistema son un&fuerza externa resultante F ; y una 
fiierza interna resultante f;. A1 expresar los momentos de estas fuerzas 
con respecto al punto O y con la ecuaddn 15-15, tenemos 


to X *t) + to X t,) = {H,) 0 


Aquf (Hi)o es el cambio con respecto al tiempo de la cantidad de 
movimiento angulardelapartfcuiaidsinia con respecto al punto O.Pueden 
escribirse ecuaciones similares para cada una de las dem$s partfculas 
del sistema. Cuando los resultados se suman vectorialmente, el resul- 
tado es 


S{r t X F;) + S(r,. X f,) = S(H f ) 0 


El segundo ter mi no es cero puesto que las fuerzas internas ocurren en 
pares colineates iguales pero opuestos y, por consiguiente, el momento 
de cada par con respecto al punto O es cero. Si no se aplka la notacidn 
indexada, la ecuacidn anterior se escribe en forma simplificada como 


SM () = H 0 


(15-17) 


la cual establece que la suma de los momentos con respecto al punto 
O de todas las fuerzas extemas que actuan en un sistema de partlculas 
es igual al cambio con respecto al tiempo de la cantidad de movimiento 
coigular total del sistema con respecto al punto O . Aunque O se eligid en 
este caso como el origen de las coordenadas, en reatidad puede repre- 
sentar cualquier punto fijoe n el marco de referenda inercial. 



(b) 


Fig. 15-21 (coni) 
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EJEMPLO 15.12 


La caja de la figura 15-22« tiene una masa m y desciende por la 
rampa circular lisa de modo que cuando esta en el Angulo 9 su rapi- 
dez es v. Determine su cantidad de movimiento angular con respec- 
to ai punto O en este instame y la tasa de incremento de su rapidez, 
es decir, a,. 



SOLUClON 

Como ves tangente a la trayectoria, ai aplicar la ecuacidn 15-12 la 
cantidad de movimiento angular es 

H 0 = rmv ? Resp. 

La tasa de incremento de su velocidad (dv/dt) se determina con 
la ecuacidn 15-15. En el diagrama de cuerpo iibre de la caja, figura 
15-226, se ve que sdlo el peso W = mg contribuye con un momento 
con respecto al punto O. Tenemos 

C + SAfo = Ho ; rag(rsend) = -^(rmv) 

Como ry m son constantes, 


mgr sen 9 — rm 


dv 

dt 


dv 

* =esm0 


Resp. 


NOTA: este mismo resultado se obtiene,por supuesto, con la ecua- 
ddn de movimiento aplicada en la direccidn tangencia I, figura 15-226, 
es decir, 

+/2E, = map, rag send = ra 

dv 

— = g sen 0 Resp. 
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15.7 Principio de impulso y cantidad 
de movimiento angulares 

Principio de impulso y cantidad de movimiento angu¬ 
lares. Si la ectiacidn 15-15 se reescribe en la forma = dH 0 

y se iiitegra, al suponer qtie en el instante t = t u H 0 = (H 0 ), y en el 
instante t = t 2 , H 0 = (H 0 ) 2 , tenemos 




o 



(15-18) 


Esta ecuacion se conoce como el principio de impulso y cantidad de 
movimiento angulares. Los momentos angulares iniciat y final (Ho)i y 
(H c ) 2 se definen como el momento de la cantidad de movimiento lineal 
de la partfcula (H 0 = r X mv) en los instantes ft y f 2 , respectivamente. El 
segundo t6rmino del l ado izquierdo 2 fM 0 dt, se llama impulso angular. 
Se determina al integrar, con respecto al tiempo, los momentos de todas 
las fueizas que acttian en la pam'cula durante el iapso de tiempo t\ a t 2 . 
Como el momento de unafuerza con respecto al punto O es M 0 = r X F, 
el impulso angular se expresa en forma vectorial como 



(15-19) 


Aquf res un vector de posicidn que se extiende desde el punto O hasta 
cualquier punto de la tinea de accidn de F. 

Asimismo, al utilizar la ecuacidn 15-18, el principio de impulso y can¬ 
tidad de movimiento angulares para un sistema de partfculas se escribe 
como 



(15-20) 
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El primero y tercet tdrminos de esta ecuacidn represent an las cantida- 
des de movimiento angular de todas las partfculas [2H 0 = 2 fa X mv*)] 
en los instantes h y t%. El segundo tdrmino es la suma de los impulses 
angulares dados a todas las partfculas de t t a u. Recuerde que estos 
impulsos son ere ados sdlo por los moment os de las fuerzas externas que 
aetdan en el sistema donde, para la partfcula idsima, M 0 = X F;. 


Formulacion vectorial. Con los principles de impulso y canti- 
dad de movimiento es posible, por consiguiente, escribir dos ecuacio- 
nes que definan el movimiento de la partfcula; es decir, las eeuaciones 
15-3 y las eeuaciones 15-18, reformuladas como 




(15-21) 


Formulacion escalar. En general, las eeuaciones anteriores 
pueden expresaise en su forma de componentes x, y, z, eon to que 
se obtiene un total de seis eeuaciones escalares. Si la partfcula esti 
ii mi tad a a moverse en el piano x-y, pueden escribirse tres eeuaciones 
escalares para expresar el movimiento, es decir, 



(15-22) 



Las primeras dos de estas eeuaciones representan el principio de impul¬ 
so y cantidad de movimiento lineales en las direcciones x y y, las cua- 
les se analizaron en la seeddn 15.1 y la tercera ecuacidn representa el 
prindpio de impulso y cantidad de movimiento angulares con respecto 
al eje z. 
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y 




Siempre que se omita la resistencia del aire, 
los pasajeros de este juego mecanico se ven 
some tides a ima conservadon de la eanti- 
dad de movimiento angular con respecto al 
eje de rotadon. Como se muestra en el dia¬ 
gram a de cuerpo libre, la Imea de accion de 
la fuerza normal N del asiento que actua en 
el pasajero pasa por el eje y el peso del pasa- 
jero W es paralelo a eL For tanto, alrededor 
del eje z no actua ningun impulso. 


Conservation de la cantidad de movimiento angular. 

Cuando todos los impubos angulares que actuan en la particula son 
oero durante e! tiempo t, a h, la ecuacidn 15-18 se reduce a la siguiente 
forma simplificada: 

(H 0 )i = (H 0 ) 2 (15-23) 

Esta ecuaeidn se conoce como la conservation de la cantidad de 
movimiento angular. Establece que de h a f 2 la cantidad de movimiento 
angular de la particula permanece constante. Obviamente, sin ningun 
impubo extemo aplicado a la particula, tanto la cantidad de movimien- 
fo lineal como la cantidad de movimiento angular se conservardn. En 
algunos casos, sin embatgo, la cantidad de movimiento angular de la 
particula se conservar£, no asi la cantidad de movimiento lineal. Un 
qemplo de esto ocurre cuando la particula se somete solo a rna fuerza 
central (vea laseccidn 13.7). Como se muestra en lafigura 15-23, la fuer¬ 
za central impubora Fsiempre estfi dirigida hacia el punto O a medida 
que la particula se mueve a lo largo de la trayectoria. Por consiguiente, 
el impulso (momento) angular creado por F con respecto al eje z siem¬ 
pre es cero, y por consiguiente la cantidad de movimiento angular de 
la particula se conserva con respecto a este eje. 

De acueido con la ecuaeidn 15-20, tambidn podemos escribir la con- 
servacidn de la cantidad de movimiento angular para un sistema de 
particulas como 

= S(H 0 ) 2 (15-24) 

En este caso la suma debe incluir las cantidades de movimiento angular 
de todas las particulas del sistema. 


Procedimiento para el analisis 


Cuando se apfican los prindpios de impulso y cantidad de movi¬ 
miento angulares o la conservacidn de la cantidad de movimiento 

angular, se sugiere que se utilice el siguiente procedimiento. 

Diagrams do cuerpo libre. 

• Trace el diagrams de cuerpo libre de la particula para determi- 
nar cualquier eje con respecto al cual la cantidad de movimiento 
angular se pueda conservar. Para que esto ocurra, los momen- 
tos de todas las fuerzas (o impulsos) deben ser paralelos o pasar 
a trav& del eje para crear un momento cero durante todo el 
periodo h a tz. 

• Tambi6n deben establecerse la direccidn y sentido de las velo- 
cidades inicial y final de la particula. 

• Un procedimiento alternative seria trazar los diagramas de 
impubo y cantidad de movimiento de la particula. 

Ecuaciortes do cantidad da movimiento. 

• Aptique el principio de impulso y cantidad de movimiento angu¬ 
lares, (H 0 )i + 2 ffaodt = (H 0 ) 2 , o si es apropiado, la con- 
servaddn de la cantidad de movimiento angular (H c )] = (H 0 ) 2 . 











15.7 Principio de impulso ¥ c anti dad de movimiento angulares 


269 



El automdvil de 1.5 Mg se desplaza por la curva como se muestra en 
la figura 15-24a. Si la fuerza de traocidn de las ruedas en la carretera 
es F= (ISOf 2 ) N, donde f est$ en segundos, determine la rapidez del 
automovil cuando t = 5 s. En tin principio el automdvil viaja a una 
rapidez de 5 m/s. Ignore el tamafio del automovil. 



SOLUCI6N 

Diagrama da cuerpo libra. El diagrams de cueipo fibre del auto- 
m6vil se muestra en fa figura 15-246. Si aplicamos el principio de 
impulso y cantidad de movimiento angulares con respecto al eje z, 
entonces el impulso angular creado por el peso, la fuerza normal y 
la fuerza de friccidn radial se eliminar^n porque acttian paralelas al 
eje o pasan a trav6s de 61. 

Principio d« Impulso y cantidad da movimiento angulares. 


mi + s f 2 M,dt = m2 


W= 1500 (9£1 )N 




r = 100 m 


/ 


/ 



N 


= (100 m)(1500 kg)(tfc)z 


750(H) 1 ) + SOOGt 1 = 15O(10?)(v e ) 2 


(5 s 


(Vc)i = 9.17 m/s 


|o 


Resp. 


(b> 

Fig. 15-24 
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CaP[TULO 1 5 ClNIiTICA DE UNA PARTfCULAJ IMPULSO ¥ CAMTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.14 



(a) 



La bola B de 0.8 lb, que se muestra en la figura 15-25o est£ sujeta 
a una cuerda, la cual pasa a travds del orificio A en una mesa hsa. 
Qiando la bola estd aq = 1.75 pies del orificio, gira alrededor de un 
drculo de modo que su rapidez es v t = 4 pies/s. AI aplicar la fuerza 
Fla cuerda se jala hacia abajo a travds del orificio con una rapidez 
constante v c = 6 pies/s. Determine (a) fa velocidad de la bola en 
el instance en que est$ ar 2 = 0.6 pies del orificio, y (b) la canddad 
de trabajo realizada por F al acortarse la distancia radial de n a r 2 . 
Ignore el tamafto de la bola. 


SOLUClON 

Parte (a) Diagrams de cuerpo fibre. Conforme la bola se mueve 
de r\ a r 2 , figura 15-256, la fuerza Fque acttia en la bola siempre 
pasa a travds del eje z y el peso y N e son paralelos a ella. De a lit 
que los momentos, o impulsos angulares creados por estas fuerzas, 
sean cero con respecto a este eje. Por consiguiente, la canfidad de 
movimiento angular se conserva con respecto al eje z. 

Conservacion de la cantldad de movimiento angular. La velo- 
ddad de la bola v 2 se divide en dos componentes. El componente 
radial, 6 pies/s, es conocido; sin embargo, produce una cantidad 
de movimiento angular cero con respecto al eje z .Por tanto. 


H, = H 2 
rim B v i = r 2 m B v' 2 


. ( 0.81b \ d . , n < . { 0.8lb ^ , 

75 pies -=■ J 4pies/s = 0.6 pies - t )v 2 

\ 32.2 pies/s 2 / ' \32.2 pies/s 2 / 


2 pies/s z 


v 2 = 11.67 pies/s 


La rapidez de la bola es, por consiguiente, 


i )2 = \/ (11.67 pies/s) 2 + (6 pies/s) 2 
= 13.1 pies/s 


Parte (b). La tinica fuerza que realiza trabajo en la bola es F. (La 
fuerza normal y el peso no se desplazan verticalmente.) Las ener- 
g'as cindticas inicial y final de la bola se determinan pues, con el 
principio del trabajo y energfa, por lo que tenemos 


Ti 


1 / 0.8 lb 

2 \ 32.2 pies/s 2 


^(4 pies/s) 2 


+ St/|_ 2 — T 2 

+ u = V otto 

F 2\ 32.2 pies/s 2 


)(13.1 pies/s) 


2 


Up = 1.94 pies ■ lb 


Reap. 


NOTA: la fuerza F no es constante porque el componente normal 
de aceleracidn a„ = irjr, cambia a medida que cambia r. 
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EJEMPLO 15.15 


El disco de 2 kg de la figura 15-26a descansa sobre una superficie 
horizontal lisa y est£ sujeto a una cuerda elSstica cuya rigidez es k c = 
20 N /m, e inidalmente no esta alargada. Si al disco se !e imparte una 
velocidaddada (v£i)i = 1.5 m/s, perpendicular a la cuerda, determi¬ 
ne la razdn a la cual fa cuerda se alaiga y la rapidez del disco en el 
instante en que la cuerda se aiarga es 0.2 m. 

SOLUClON 

Diagrams de cuerpo fibre. Despuds de que se lanza el disco, 
se desliza a lo largo de la trayectoria que se muestra en la figura 
15-26i>. Por inspeccidn, la cantidad de movimiento angular con 
respecto al punto O (o el eje z) se comerva, puesto que ninguna 
de las fuerzas produce un impulso angular con respecto a este eje. 
Ademds, cuando la distancia es de 0.7 m, sdlo el componente trans¬ 
versal (Vfl)i produce cantidad de movimiento angular del disco con 
respecto a O. 

Conservation de la cantidad de movimiento angular. El com¬ 
ponente (v'd )2 se obtiene al aplicar fa conservacidn de la cantidad 
de movimiento angular con respecto al eje O (el eje s). 


(Ho)! = (H oh 
r i m D(v D )i = r 2 m D (v' D ) 2 
0.5 m (2 kg)(1.5 m/s) = 0.7 m(2 kg)(t^) 2 
(Vj>) 2 = 1.071 m/s 




(b) 

Fig. 15-26 


Conservacidn de la energia- La rapidez del disco se obtiene 
medi a nte 1 a ec uacid n de conserv acibn dela energiaenel puntodonde 
se lanzb el disco y en el punto donde la cuerda se afargb 0.2 m. 


T 1 + V 1 = T 2 + V 2 
2 m D (v D )j + \kx i = 2 m D (v D j 2 + \kx 2 
\{2 kg) (1.5 m/s f + 0 = \{1 kg )(v D )l + |(20 N/m)(0.2 m) 2 

{vd) 2 = 1-360 m/s = 1.36 m/s Resp. 

Ya determinado (v D ) 2 y su componente (v' D ) 2 , la tasa de aiarga- 
miento de la cuerda o el componente radial, (t’khse determina por 
el teorema de Pitggoras, 


{v'b) 2 = "\/ (vd) 1 — (nb)l 

= m/s) 2 - (1.071 m/s) 2 

= 0.838 m/s Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F15-19. La partfcula A de 2 kg dene la velocidad que se 
muestra. Determine su cantidad de movimiento angular 
Ho con respecto alpunto O. 



10 m/s 


F15-22* El bloque de 5 kg gira alrededor de la trayec¬ 
toria circular con centra en O sobre el piano horizontal 
liso cuando se somete a la fuerza F = (10/) N, donde / esli 
en segundos. Si el bloque comienza a mo verse a partir del 
punto de reposo, determine su rapidez cuando t = 4 s. 
Ignore el tamafio del bloque. La fuerza man dene el mismo 
Angulo constante tangente a la trayectoria. 



F= (10 f) N 


F15-20. La partfcula A de 2 kg dene la velocidad que se 
muestra. Determine su cantidad de movimiento angular 
con respecto al punto P. 


15 m/s 



F15-2L Inicialmente, el bloque de 5 kg gira con una 
velocidad constante de 2 m/s alrededor de la trayectoria 
circular con centra en O sobre el piano horizontal liso. Si 
se aplica una fuerza tangencial constante F = 5 N al blo¬ 
que, determine su rapidez cuando f = 3 s. Ignore el tama¬ 
fio del bloque. 



F15-22 

F15-23, La esfera de 2 kg esta unida a la barra rigid a lige- 
ra, la cualgira en el piano horizontal con centra en O. Si el 
sistema se somete a un momento de par M = (0.9/ 2 ) N -m, 
donde / est£ en segundos, determine la rapidez de la esfera 
en el instante / = 5 s a partir del punto de reposo. 



F1S-24* Dos esferas id^nticas de 10 kg esiin unidas a la 
barra rfgida ligera, la cual gira en el piano horizontal con 
centra en O. Si las esferas se some ten a fuerzas tangen- 
ciales P = 10 N y la barra se somete a un momento de 
par M = (8f) N ■ m, donde t est3 en segundos, determine 
la rapidez de las esferas en el instante I = 4 s. El sistema 
comienza a moverse a partir del punto de reposo. Ignore el 
tamafio de las esferas. 

P = 10N 

-05 m — 05 m 

M = (St) Nm 

0=i^= ( 3 

-' - i 


F15-21 


F15-24 


jP = 10 N 
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PROBLEMAS 


15-90* Las esferas A y B pesan 4 lb cada una y est^n sol- 
dad as an las barras qua est^n rfgidamente conectadas a 
una dacha como sa muestra. Si la dacha sa so me La a un 
momento da par M = (4t* + 2) lb ■ pie, donda / est3 an 
segundos, determine la velocidad de A y B cuando t = 3 s. 
El sistema comienza a movarsa a par dr del pun to de repo- 
so. Ignore el tamafio de las asferas. 


15-92* El bloque da 10 lb descansa sobra una superfirie 
para la cual p* = 05. En £1 actdan una fuerza radial de 
2 lb y una fuerza horizontal de 7 lb, siempre dirigida a 30° 
de la tangente a la trayectoria como sa muastra. Sian un 
principio al bloque sa mueve en una trayectoria circular 
con una rapidez = 2 pies/sen al instanta an qua sa apli- 
can las fuerzas, determine al tiampo requerido antes da 
que la tensidn en la cuerda AB sea de 20 lb. Para efectos 
de cilculo, ignore el tamafio dal bloque. 



15-9L Si la barra da masa (su peso sa pasa por alto) sa 
sotnete a un momento da par M = (SOf 2 ) N ■ m y al motor 
dal carro genera una fuerza da traccidn F = (15f) N a las 
tuedas, donde / est£ an sag undos, determine la rapidez del 
carro en el instanta t = 5 s. El carro arranca desde el punto 
da reposo. La masa total del carro y al conductor as da 
150 kg Ignore al tamafio del carro. 


15-93* El bloque da 10 lb est3 en reposo sobra la superfi- 
cie lisa. En gl actdan una fuerza radial da 2 lb y una fuerza 
horizontal da 7 lb, siempre dirigida a 30° da la tangente a 
la trayectoria, como sa muestra. Determine cu^nto tiampo 
necesita para romper la cuerda, la cual requiere una ten- 
sidn de T = 30 lb. ^Cuil es la rapidez del bloque cuando 
esto ocurra? Para efectos da cilculo, ignore al tamafio del 
bloque. 



15-94* Un cafidn dispara un proyectU de 3 kg de masa 
con una velocidad de salida da = 500 m/s. Determine 
su cantidad de movimianto angular con raspacto al punto 
O cuando alcanza La altura maxima de su trayectoria. 



15 


Prok 15-91 


P*ob* 15-94 
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15-95* La bola de 3 lb situada en A se suelta del punto 
de reposo y desciende a lo largo de la trayectoria curva. 
Si la bola ejerce una fuerza normal de 5 lb en la trayec¬ 
toria cuando Uega al punto B , determine su cantidad de 
movimiento angular con respecto al centra de curvatura, 
punto O. Sugerencia: ignore el tamafio de la bola. Antes 
debe determinarse el radio de curvatura en el punto B . 


O 



Pmb* 15-95 


*15-96* La bola B tiene una masa de 10 kg y est£ unida al 
extreme de una barra cuya masa puede ser ignorada. Si la 
flecha se somete a un par de torsidn M = (2r 2 + 4) N ■ m, 
donde t esti en segundos, determine la rapidez de la bola 
cuando t = 2 s. Cuando t = 0 la rapidez de la bola es 
v = 2 m/s. 


*15-97* La masa de cada una de las dos esferas es de 
3 kg y estin unidas a la barra de masa insignificante. Si 
se aplica un par de torsidn M = (<fc ll2r ) N ■ m a la barra, 
donde t estft en segundos como se muestra, determine la 
rapidez de cada una de las esferas en 2 s, a parLir del punto 
de reposo. 

15-98* La masa de cada una de las dos esferas es de 3 kg y 
estan unidas a la barra de masa insignificante. Determine 
el tiempo que el par de torsidn M = ($t) N ■ m s donde 
/ est3 en segundos, se debe aplicar a La barra de modo 
que cada esfera alcance una rapidez de 3 m/s a partir del 
punto de reposo. 



15-99* Un juego mectaico consta de un carro suje- 
to al cable OA. El carro gira en una trayectoria circular 
horizontal y alcanza una rapidez vj = 4 pies/s cuando 
r = 12 pies. Luego se tira del cable a una velocidad cons- 
tante de 0.5 pies/s. Determine la rapidez del carro en 3 s. 



firob* 15-96 


Ftob* 15-99 
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*15-100* Se lanza un sat£lite de 700 kg de masa a una tra¬ 
yectoria de vuelo libre alrededor de la Tierra con una rapi- 
dez inicial de v A = 10 km/s, cuando la distancia al centro 
de la Tierra es r A = 15 Mm. Si el ingulo de lanzamiento 
en esta posicidn es <#>a = 70 c , determine la velocidad v B del 
sat£lite y su distancia mas cercana r B al centra de la tie- 
tra. La masa de £sta es M e = 5.976 (10 24 )kg. Sugerenci&en 
estascondiciones, el sat^lite se somete sdlo ala fuerza gra¬ 
vitational terrestre, F = GM^nJr 1 , ecuacidn 13-1. En una 
parte de la solucidn, use la conservation de la energfa. 



•15-101* La bola de 2 kg describe una trayectoria circu¬ 
lar de 0.5 m de di^metro a una rapidezconstante. Si la lon- 
gitud de la cuerda se acorta de/ = lmaf =0.5 m, al jalar 
de ella a travOs del tubo, determine el nuevo di£metro de 
la trayectoria d 1 . Tambien, ^cual es la tension en la cuerda 
en cada caso? 



15-102* Un gimnasta de 80 kg de masa se sostiene en 
los dos aras con sus brazos abajo en la posiridn mostrada 
mientras osdla bacia abajo. Su centro de masa est3 en el 
punto Gj. Cuando estO en la posicidn mas baja de su osci- 
lacidn, su velocidad es (v G )i = 5 m/s. En esta posicidn, de 
repente deja sus brazos arriba y su centro de masa cam- 
bia a la posicidn G 2 . Determine su nueva velocidad en la 
oscilacidn bacia arriba y el &ngulo Q al cual osdla antes de 
detenerse moment^neamente. Trate su cuerpo como una 
partfcula. 



15*103* Las cuatro esferas de 5 lb estan rfgidamente 
unidas a la cruceta de peso insignificante. Si se aplica un 
momenta de par M = (0.51 + 0.8) lb - pie, donde t estO en 
seg undos, como se muestra 5 determine la rapidez de cada 
una de las esferas en 4 seg undos a partir del reposo. Ignore 
el tamafio de las esferas. 



Prab* 15-101 


Pmb* 15-103 
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*15-104* Ctoando r = 1.5 m, al disco de 5 kg se le impulsa 
una rapidez de v = 5 m/s, perpendicular a la cuerda el^sti- 
ca. Determine su rapidez y la razdn de acortamiento de la 
cuerda el^stica cuando r = 1.2 m. El disco se desliza sobre 
el piano horizontal I iso. Ignore su tamafio. La longitud sin 
alargar de la cuerda esde 0.5 m. 


15-106. A un balfn de masa m se le imparte una veloci- 
dad de % en A paralela al aro horizontal de un tazdn Uso. 
Determine La magnitud de La velocidad vdel balfn cuando 
cae una distancia vertical h para llegar al punto B. El Angu¬ 
lo 6 se mide entre v y la Ifnea horizontal que pasa por B. 


Prok 15-104 


Prok 15-106 


•15-105* El carro de 150 lb de un juego mecinico esta 
conectado a una pluma telescdpica giratoria. Cuando 
r = 15 pies, el carro se desplaza en una trayectoria circular 
horizontal a una rapidez de 30 pies/s. Si la pluma se acorta 
a razdn de 3 pies/s, determine la rapidez del carro cuando 
r = 10 pies. Adem^s, determine el trabajo reaUzado por la 
fuerza axial Fa Lo largo de La pluma. Ignore el tamafio del 
carro y la masa de la pluma. 


15*107* Cuando a un pgndulo de 2 kg se le imparte una 
rapidez horizontal de 1.5 m/s, comienza a girar alrededor 
de la trayectoria circular horizontal A. Si se incrementa la 
fuerza Fen la cuerda, el p£ndulo se eleva y luego gira alre¬ 
dedor de la trayectoria circular horizontal B. Determine 
su rapidez alrededor de la trayectoria B. Ademis, deter¬ 
mine el trabajo realizado por la fuerza F. 


V 


Prok 15-105 


Prok 15-107 
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15.8 Flujo continuo de una corriente 
de fluido 


Hasta este punto hemes limitado nuestro studio de los principles de 
impulse y cantidad de movimiento a un sistema de partfculas conte- 
nidas dentro de un volumen cerrado. En esta seccibn, sin embargo, 
aplicaremos el principle de impulse y cantidad de movimiente al flujo 
de masa constante de partfculas de fluido que entran a y salen de un 
volumen de control. Este volumen $e define ceme una region en el espa- 
cb dende partfculas de fluido pueden fluir hacia dentro e hacia fuera 
de elia. Cen frecuencia se hace que el tamafto y forma del volumen de 
control ceincidan con lo$ Ifmites sblidos y aberturas de un tube, turbi- 
na e bomba. Siempre que el flujo del fluido hacia dentio del volumen 
de control sea igua! al de salida, en ese case el flujo puede dasificarse 
como flujo continuo. 

Principio de impulse y cantidad de movimiente. Consi¬ 
ders el flujo continuo de una corriente de fluido en la figtira \5-21a 
que circula a travbs de un tube. La region dentio del tubo y sus aber¬ 
turas se consider ar£n como el volumen de control. Como se muestra, 
el fluido fluye hacia dentro y hacia fuera del volumen de control con 
velocidades v* y v s , respectivamente. El cambio de la direcciOn del 
fluido dentro del volumen de control lo provoca et impulso de la fuer- 
za externa resultante ejencida en Ea superfide de control por la pared 
del tubo. Esta fuerza resultante se deter mi na al aplicar el principio de 
impulso y cantidad de movimiento al volumen de control. 


A 



(a) 

Fig* 15-27 



La banda transportadora debe suministrar 
fuerzas de friedon a la grava que cae sobre ella 
paia cambiar la cantidad de movimiento de 
la corriente de grava, de rnodo que comience 
a desplazarse a lo largo de la banda. 



En principio, el aire de un lado de este 
ventilador esta en reposo y conforme pasa 
a traves de las aspas su cantidad de mo- 
vimiento se incrementa. Para cambiar la 
cantidad de movimiento del flujo de aire 
de esta m anera, las aspas deben ejercer 
un empuje horizontal en la corriente de 
aire. A medida que las aspas giran mas 
rapido, el empuje igual pero opuesto del 
aire en las aspas podria veneer la resis- 
tencia al rodamiento de las rue das en el 
suelo y comenzar a mover la estructura 
del ventilador. 


15 
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Como se indica en la figura 15-276, una pequefia cantidad de flujo do 
masa dm esti a punto de entrar al volumen de control por la abertura A 
a una velocidad v A en el instante t. Como el flujo se considera continuo, 
en e! instante t + dt, la misma cantidad de fluido saidrd del volumen 
de control por la abertura B a una velocidad v s . Las cantidades de 
movimiento de fluido que entran y salen del volumen de control son, 
por consiguiente, dm v^ y dm Hb, respectivamente. Ademis, durante 
d instante dt ,la cantidad de movimiento de la masa de fluido dentro del 
votumen de control permanece constante y se denota como mv. Como 
se muestra en el diagrama central, la fuerza externa resultante ejercida 
en el volumen de control produce el impulso 2F dt. Si aplicamos el 
principio de impulso y cantidad de movimiento lineales, tenemos 


dm v A + m\ + SFdf = dm vg + mv 


A a 



<c) 


Fig. 15-27 (cont) 


Si r, t A , t B son vectores de posicidn medidos desde el punto O a los 
centres geomdtricos del volumen de control y las aberturas en Ay B, 
figura 15-276, entonces el principio de impulso y cantidad de movimien- 
to lineales con respecto a O se vuelve 


r A X dm v^ + rX mv + r' X SF dt = r X mv + rg X dm vg 

S dividimos ambos lados de las dos ecuaciones anteriores entre dt y 
smplificamos, tenemos 


W = f {vB - VA) 


(15-25) 


2M 0 = — (r B X vg - r A X v^) 


(15-26) 
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El tdrmino dm/dt se llama flujo de masa. Indica la cantidad constants de 
fluido que se dirige hacia dentro o had a fuera del vo lumen de control 
por unidad de tiempo. Si las areas de secern transversal y densidades 
del fluido a la entrada A son A a , p A y a la salida B, A s y p B , figura 
15-27c,entonces, para un fluido incompresible, la continuidad de masa 
requiere que dm = pdV = p A {ds A A A ) = psids^As). Por tanto, duran¬ 
te el instants dt, como V A = ds A jdt y v B = ds B /dt, te nemos dm/dt = 
PaVa^a = PbV b A s o, por lo general, 


dm 

dt 


= pvA = pQ 


(15-27) 


El tdrmino Q = vA mide ei vo lumen de fluido por unidad de tiempo y 
se conoce como descarga o flujo volumetrico. 


Procedimiento para el analisis 


Los probiemas que implican flujo continuo se resuelven por el 

siguiente procedimiento. 

Diagrama cinematico. 

• Identifique el volumen de control. Si estd en movimiento, un 
diagrama cinematico puede ayudar a determinar las velocida- 
des de entrada y salida del fluido que va hacia dentro y hacia 
fuera de sus aberturas puesto que se reaiizard un maUsis de 
movimiento relativo. 

• Un observador fijo debe medir las veloddades v A y v B en un 
marco de referenda inercial. 

• Una vez que se determina la veloddad del fluido que entra al 
volumen de control, el flujo de masa se calcula con la ecuaddn 
15-27. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Trace el diagrama de cuerpo libre del volumen de control para 
estabiecer las fuerzas SFque actuan en dl. Estas fuerzas inclui- 
rSn las reacciones de los apoyos, el peso de todas las partes sdli- 
das y ei fluido contenido en el volumen de control y las fuerzas 
produddas por la presidn manomdtrica estStica en las seccio- 
nes de entrada y salida.* La presidn manomdtrica es la presidn 
medida por endma de la presidn atmosfdrica,y por tanto si una 
abertura se expone a la atmdsfera, en dsta la presidn manomd- 
trica sera cero. 

Ecuaciones de flujo continuo. 

• Aplique las ecuaciones de flujo continuo, ecuaciones 15-25 y 
15-26, por medio de los componentes de veiocidad y fuerza 
Epropiados, los cuales se muestran en los diagramas de cuerpo 
libre y dnemdtica. 


*En el sistema SI, la presidn se mide con el pascal (Pa), donde 1 Pa = 1 N/m 2 
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EJEMPLO 15.16 



y 

A 



0125 m 
- - 0.3 m —* 


Determine fos componentes de reaccidn que ia junta A fija de! tubo 
gerce en el code en Ea figura 15-28«, si el agua que fluye por ei 
tubo se somete a una presidn manomdtrica estfitica de 100 kPa en 
A. La descarga en B es Q B = 0.2 m 3 /s. La densidad del agua es p w = 
1000 kg/m 3 y la masa del codo tieno de agua es de 20 kg eon su cen¬ 
tre de masa en G. 

SOLUClON 


Cbnsideraremos que el volumen de control es Ea superficie externa 
del codo. Con un sistema de coordenadas inercial fijo, la velocidad 
de iujo en A y B y la velocidad de flujo de masa se calculan con 
la ecuacidn 15-27. Como la densidad del agua es constame, Ge = 
Qa = Q- Por consiguieme, 


dm 

dt 

v B 


Va 


= f> w Q = (1000 kg/m 3 ) (0.2 m 3 /s) = 200 kg/s 
Q 0.2 m 3 /s 


A b it( 0.05 m) 2 

Q _ 0.2 m 3 /s 
A a it( 0.1 m) 


= 25.46 m/s i 


2 = 6.37 m/s 


Diagrams d« cuerpo libra. Como se muestra en el diagrams 
de cuerpo fibre del volumen de control (codo), figura 15-286, la 
conexidn fija en A ejerce un momento de par resultante M 0 y com- 
ponentes de fuerza F r y F y en el codo. Debido a la presibnestfitica en 
el tubo, la fuerza producida por la presidn que actda en la superficie 
de control abierta en AcsF a = p A A A . Como 1 kPa = 1000 N/m 2 , 

F a = Pa A a = [100(10 3 )N/m 2 ]fir(0.1 m) 2 ] = 3141.6 N 


(b) 

Fig. 15.28 


En B no actua ninguna presidn estfitica, puesto que el agua se des- 
caiga a la presidn atmosf&ica, es decir, la presibn medida por un 
manbmetro en B es igual a cero,p fl = 0. 

Ecuaciones de flujo contlnuo. 

j 

^ SF, = —(v*, - UAr); ~ F X + 3141.6 N = 200 kg/s{0 - 6.37 m/s) 

F x = 4.41 kN Rzsp. 

+12 F y = ^ (v By - V A y)\-F y -20(9.81) N = 200 kg/s(-25.46 m/s - 0) 

F y = 4.90 kN Resp. 

Si se suman los momentos con respecto a! punto O, figura 15-286, 
entonces F x y F y , y la presidn estitica F^ se eliminan, asf como ei 
momento de la cantidad de movimiento del agua que entra por A, 
figura 15-28a. Por consiguieme, 

tltn 

C + SAf^ = —{do B v B ~ do A v A ) 

M 0 + 20(9.81) N (0.125 m) = 200 kg/s[(0.3 m)(25.46 m/s) - 0] 
Mo = 1-50 kN ■ m Resp. 
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EJEMPLO 15.17 


Un chorro de agua de 2 pufg de diimetro que sale con una veloci- 
dad de 25 pies/s choca con un aspa en movimiento, figura 15-29«. 
Si el aspa se aleja del chorro a una velocidad constants de 5 pies/s, 
determine los componentes horizontal y vertical de la fueiza que el 
aspa ejerce en el agua. potencia genera el agua en el aspa? El 
peso especifico del agua es y w = 62.4 Ib/pie 3 . 


SOLUClON 

Diagrams cinematico. En este caso el volumen de control es 
corriente de agua sobre el aspa. Con respecto a un sistema de cot 
denadas inercial fijo, figura 15-296, la velocidad a la cual entra 
agua al volumen de control por A es 

▼a = {25i} pies/s 

La velocidad de flujo relativadtaito del volumen de control es = 

v w - v„ = 25i - 5i = {20fi} pies/s. Como el volumen de control se 
mueve con una velocidad v cv = {5i} pies/s, la velocidad de flujo en 
B medida con respecto a los ejes x, y fijos es la suma vectorial, mos- 
trada en la figura 15-296. Donde, 



v# — v cv + \ w j CB 
= {5i + 20j} pies/s 

Por tanto, la masa del flujo de agua sobre c 1 volumen de control que 
experimenta un cambio de cantidad de movimiento es 

IT ’ ^' (H) ( 20 ) Kll) ] ' ft8456 slus/s 

Diagrams da cuerpo libra. El diagrams de cuerpo fibre del volu¬ 
men de control se muestra en la figura 15-29c. El peso del agua se 
omitiri en ei cglculo, puesto que esta fuerza es minima comparada 
con los componentes de reacciOn F, y F y . 

Ecuaciones da flujo continuo. 


B 


Vb 


I 


-X 

_ 


Va a 

-*i - 




(b) 




v a) 


Fj + Fyj = 0.8456(5i + 20j - 25i) 


Poner en la ecuacidn los componentes i y j respectivos, results 


F x = 0.8456(20) = 16.9 lb «- Rcsp. 

F y = 0.8456(20) = 16.9 lb t Resp. 


EI agua ejerce fuerzas iguales pero opuestas en el aspa. 

Como la fuerza del agua que hace que el aspa se mueva hacia 
deiante en sentido horizontal con una velocidad de 5 pies/s es F x = 
16.9 lb, entonces, de acuerdo con la ecuaddn 14-10, la potencia es 


P = F-v; 


16.9 lb(5 pies/s) 

P = 550 hp/(pies -Ib/s) = 0154 hp 


y 



to 

¥ig. 15-29 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


*15.9 Propulsion con masa variable 

Un volumen de control que pierde masa. Considere un 
dispositive, tin cohete, por ejempto, que en un momento dado tiene 
una masa m y que se desplaza hacia deiante con una velocidad v, figu¬ 
ra 15-308. En ese mismo instante, el dispositive expele la cantidad de 
masa m e con una velocidad de flujo v e . Para el andlisis, el volumen 
de control incluird tanto la masa m del dispositive* como la masa expe- 
lida m e . Los diagramas de impulso y cantidad de movimiento del volu¬ 
men de control se muestran en la figura 15-306. Durante el tiempo 
dt, su velocidad se increments de v a v + dvpuesto que una cantidad 
de masa dm e ha sido expulsada y por tanto se increment^ el escape. 
Este inciemento de la velocidad hacia deiante, sin embargo, no cam- 
bia con la velocidad v e de la masa expelida, como lo veria un observa- 
dor fijo,puesto que la masa se mueve a una velocidad constante una 
vez que ha sido expulsada. Los impulsos son creados por 2F C „, la cual 
represent a la resultante de todas las fuerzas externas, como resisten- 
da al avance y peso, que actuan en el volumen de control en la direc- 
dbn del movimiento. Esta resultante de fuerzas no incluye la fuerza 
que impulsa al volumen de control hacia deiante, puesto que esta 
fuerza (Hamada empuje) es interna al volumen de control ; es decir, 
el empuje aetda con magnitud igual pero direccibn opuesta en la 
masa m del dispositivo y la masa expelida m e .* Al aplicar el principio 
de impulso y cantidad de movimiento al volumen de control, figura 
15-306, tenemos 

volumen 

de control 

() mv ~ m e v e + ^Fcvdt = (m — dm e ){v + dv) ~ (m £ + dm e )v e 

O 

dt = —v dm e + m dv — dm e dv — v e dm e 


(m - dm e ) (v + dv) 



Fig. 15-30 



*£F represent* la fuerza resultante externa que aetda m el volumen de control, el cual 
es dife rente de F, la fuerza resultante que actfia en el dispositivo. 
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Sin perder precision, se puede omitir el tercer termino del lado derecho 
puesto que es una diferencial de “segundo grado”. A1 dividir entre dt 
se obtiene 

„„ dv . , , dm e 

- m— - (V + «.)— 

La velocidad del dispositivo vista por un observador que se mueve 
junto con las paru'cuias de la masa expulsada es v D / e = (v + v e )y por 
tanto el resultado final puede escribirse como 


„ dv 

Z.F ai = m— - v D / e 


dm e 

dt 


(15-28) 


Aquf el tbrmino dmjdt rep resen ta la tasa a la cual se expulsari la masa. 

Para ilustrar una apiicacibn de la ecuacibn 15-28, considere el cohete 
en la figure 15-31, cuyo peso es W y que asdende contra una fuerza de 
resistencia atmosfbrica F 0 . El volumen de control que se considered 
se compone de la masa del cohete y de la masa del gas expuisado, m e . 
AI aplicar la ecu add n 15-28 se obtiene 


(+t) 


w = 


Wdv 
g dt 


VD/e 


dme 
dt 


El ultimo tbrmino de esta ecuackm represents el empuje T que el esca¬ 
pe del motor ejerce en el cohete, figure 15-31. Si reconocemos que 
dv/dt = a, entonces podemos escribir 


(+T) T - F D -W = —a 

S 

Si se traza un diagrams de cuerpo fibre del cohete, es obvio que esta 
ecuacibn represents una apticacibn de 2F = mapara el cohete. 

Un volumen de control que gana masa. Un dispositivo, 
como un cucharbn o una pala, pueden ganar masa al moverse hacia 
delante. Por ejempio, el dispositivo que se ilustra en la figure 15-32« 
tiene una masa my se mueve hacia delante con una velocidad v. En 
este momento, el dispositivo recopila una corriente de partfculas de 
masa La velocidad de ftujo de esta masa inyectada es constante 
e independiente de la velocidad v de modo que v > V;. El volumen 
de control que se oonsiderard aquf incluye tanto la masa del dispositi¬ 
vo como la masa de las partfculas inyectadas. 


Volumen de control 


[ 



\blumen de control 


Fd 



Fig* 15-51 


15 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de uima partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


mv 


(m + iimj (v + tfv) 




Los diagramas de impulso y cantidad de movimiemo se muestran en 
la figura 15-326. Junto con un incremento de masa dm, adquirido por el 
dispositivo, existe un supuesto incremento de la velocidad dv durante 
d intervalo de tiempo dt. Este incremento lo causa el impulso creado 
por 2F fl ,,]a resultante de todas las fuerzas que actuan en el volumen de 
controlcn la direccidn del movimiento. La suma de fas fuerzas no inclu- 
ye la fuerza de retardo de la masa inyectada que actiia en el dispositivo. 
^Por qud? Al aplkar el principio de impulso y cantidad de movimiento 
al volumen de control, tenemos 


{ ) mv + mfii + iF^dt = {m + dm t )(v + dv) + - dm t )v. 


(c) 

Fig. 15-32 (cont) 


Si utilizamos el mismo procedimiento que en el caso anterior, podemos 
escribir esta ecuaddn como 


dv 

^ F cv = + (v - Vi) 


dm i 

dt 


Como la velocidad del dispositivo vista pot tin observador que se mueve 
pinto con las partktilas de la masa inyectada es Vd/i = (v- vi), el resul- 
tado final puede escribirse como 



El cajon rascador detras de este tractor 
representa un dispositivo que gana masa. Si 
el tractor mantiene una velocidad constants 
entonces dv/dt = 0 y, como la tierra origi- 
nalmente esta en reposo, v D $ = v. Al apli- 
car la ecuarion 15-29, la fuerza de remolque 
horizontal en el cajon rascador es entonces 
T = 0 + v(dmfdi\ donde dm/di es la canti¬ 
dad de tierra acumulada en el cajon. 


vc , dv dm t 

SF„ -m—+ V D/I — 


(15-29) 


donde dmijdt esla proporddnde masa inyectada al dispositivo. El Ultimo 
tdrmino de esta ecuacidn representa la magnitud de la fuerza R, que la 
masa inyectada ejerce en el dispositivo , figura 15-32c. Como dv/dt = a, 
la ecuacidn 15-29 se escribe 


- R = ma 

Esta es la aplicadbn de 2F = ma. 

Como en el caso de problemas de flujo continuo que se resuelven con 
las eeuadones 15-28 y 15-29 deber^n ir acompafiados por un volumen 
de control identtficado y el diagrams de cuerpo fibre necesario. Con el 
diagrams podemos determinar entonces 2F cl ,y aislar la fuerza ejerdda 
en el dispositivo por la corriente de partfculas. 
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EJEMPLO 15.18 


La masa inicial oombinada de un cohete y su combustible es m 0 . 
Una masa total se consume a una pioporcidn const ante de 
dmjdt = cy expele a una tasa constante de wcon respecto al cohete. 
Determine la velocidad maxima de 6s te, es decir, en el instance en 
que el combustible se agota. Ignore el cambio del peso del cohete 
con la altitud y la resistencia al avance del aire. El cohete se lanza 
verticalmente desde el punto de reposo. 


SOLUClON 

Como el cohete pieide masa al ascender, para la sotucidn puede 
utilizarse la ecu acid n 15-28. La ilnica juerza externa que actua en 
el volumen de control compuesto del cohete y una parte de la masa 
expelida es el peso W, figura 15-33. Por consiguiente. 


. tvc dv dm, 

+ T 2F CV = m— - v D/e 


dt ’ 


dv 

-W = m— - uc 

dt 


( 1 ) 


La velocidad del cohete se obtiene integrando esta ecuacidn. 

En cualquier momento dado f durante el vueioja masa de cohe¬ 
te puede expresarse como m = m u - {dm e (dt)t = - ct. Como 

W = mg, la ecuacidn 1 se escribe 


-(m 0 - ct )g = {>7^ - ct)— - uc 

Al separar las variables e integrartas, asi como tener en cuenta que 
v =0 cuando t = 0, tenemos 


|i 

V = -«ln(m 0 - ct) - gt 



- 8* 


( 2 ) 


Observe que el despegue requiere que el primer tdrmino de la dere- 
cha sea mayor que el segundo durante la fase inicial del movimien- 
to. El tiempo t' requerido para consumir todo el combustible es 



Por consiguiente, 


t' = m^fc 

Si sustituimos en la ecuacidn 2 tenemos 


, / m 0 \ g™f 

Uni* = « H -)- Resp. 

\m tl - m f J c 



A 


i 


w 


V \ 


1533 
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CaP[TULO 1 5 ClNIiTICA DE UNA PARTICULAR IMPULSO ¥ CAMTIDAD DE MOVIMIENTO 


EJEMPLO 15.19 



fa) 


A 

F 


rng(y) 

p 


t-p 

(b> 




(e) 


Kg. 15-34 


Una cadena de longitud /, figura 15-34a, tiene una masa m. Determine 
la magnitud de la ftierza Frequetida para (a) subir la cadena con una 
rapidez constants V c , a partirdel reposo cuandoy = 0;y (b) bajarlacon 
una rapidez constante n c , a pardr del punto de reposo cuando y = /. 


SOLUCK5N 


Parte (a). A medida que sube la cadena, todos los eslabones sus- 
pendidos experimentan un impulso repentino hacia abajo por cada 
eslabdn adicional que se levanta del suelo. Por tanto, la parte sus- 
pendida de la cadena puede considerarse como un disposidvo que 
est£ ganando masa. El volumen de control que se considerate es 
la longitud de la cadena y suspendida por Fen cualquier instante, 
mcluido el siguiente eslabdn que est£ a punto de ser agregado pero 
que a tin estd en reposo, figura 15-346. Las fuerzas que actdan en el 
volumen de control excluyen las fuerzas internas P y -F, las cuales 
actuan entre el eslabdn agregado y la parte suspendida de la cade¬ 
na. Por consiguiente, 2F fH = F — mgiy/l). 

Para aplicar la ecuacidn 15-29, tambidn es necesario determinar 
la razdn a la cual se estfi agregando masa al sistema. La veiocidad 
\ c de la cadena equivale a vo/i. iPor qud? Como v c es constante, 
dvjdt = 0 y dy/dt = v c . Hay que integrar, con la condicidn inicial 
de que y = 0 cuando t = 0, con to que se obtiene y = vd- Por tanto, 
te masa del volumen de control en cualquier instante es m a = 
m(y/l) = miVft/1), y por consiguiente la razdn a la cual se agrega 
masa a la cadena suspendida es 

dnii (v c \ 
dt ~ m \i / 


Al aplicar la ecuacidn 15-29 con estos datos, tenemos 

xtvr dv c dm, 

+ » w — 


- = 0 + 


Por consiguiente. 


F = {m/l){gy + 1%) 


Resp. 


Part® (b). Cuando se baja la cadena, los eslabones expelidos (a 
los que se imparte una veiocidad cero) no imparten un impulso 
alos eslabones suspendidos restantes. ^Porqud? Enconsecuencia.no 
se considerara el volumen de control de la parte (a). En su lugar se 
utiBzarfi la ecuacidn de movimiento para obtener la solucidn. En el 
instante t,la parte de la cadena que aun se va a levantar del suelo es 
y. El diagrama de cuerpo tibre de la parte suspendida de una cadena 
se muestra en la figura 15-34c. Por tanto. 


+1SF = ma\ 



Resp. 
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PROBLEMAS 


*15-108* Un cuchardn en la parte delantera del tractor 
tecoge nieve a razdn de 300 kg/s. Determine la fuerza de 
traccidn resultan te T que debe desarrollarse en todas las 
ruedas cuando avanza hacia delante sobre terreno nivela- 
do a mi a rapidezconstante de 5 km/h. La masa del tractor 
m de 5 Mg. 

*15-109. Un jet jumbo comercial de cuatro motores vuela 
a una rapidez de crucero de 800 km/h nivelado cuando los 
cuatro motores estdn en operacitin. Cada uno de los mo to¬ 
tes es capaz de descargar gases de combustidn a 775 m/s 
con respecto al avidn. Si durante una prueba dos de los 
motores, uno en cada lado delavidn, se apagan, determine 
la nueva veloddad de crucero del jet, Suponga que la resis- 
tencia del aire es proporcional al cuadrado de la rapidez, 
es decir, F D = ctr 2 , donde c es una constante que se dene 
que determinar, Ignore la pdrdida de masa debida al con- 
sumo de combustible, 



15*110. La masadel dragster de turbina vacfo esde 1.25 Mg 
y carga 250 kg de combusdble sdlido. Su motor es capaz de 
que mar el combusdble a una razdn constante de 50 kg/s, 
mientras que lo expulsa a 1500 m/s^ con respecto al drags¬ 
ter. Determine la rapidez m&rima lograda por el dragster a 
partir del punto de reposo. Suponga que la resistencia del 
aire es F D = (lOt^N, donde w es la velocidad del dragster 
en m/s. Ignore la resistencia al rodamiento. 



15-11L El bombero de 150 lb sosdene u na mang uera q ue 
dene una boquilla de 1 pulg de didmetro y el di£metro 
de la manguera es de 2 pulg. Si la velocidad de descarga de 
agua es de 60 pies/s, determine las fuerzas de friccidn y 
normal resultantes, que aettian sobre el pie del hombre 
que esUi en el suelo, Ignore el peso de la manguera y el 
peso del agua dentro de ella, y w = 62.4 lb/pie 3 . 



Ptfill. 15-111 

*15-112. Cuando opera, el ventilador descarga aire con 
una rapidez de = 20 m/s en forma de una corrien- 
te de 0.5 m de di^metro. Si la densidad del aire es de 
1.22 kg/m 3 , determine los componentes horizontal y verti¬ 
cal de la reaccidn en C y La reaccidn vertical en cada una de 
las dos ruedas, D, cuando el ventilador esli en operacidn. 
El ventilador y el motor tienen una masa de 20 kg y un 
centro de masa en G. Ignore el peso de la estructura. Por 
simetrfa, las dos ruedas sopor tan una carga igual. Suponga 
que el aire que entra al ventilador por A esti esencialmen- 
te en reposo. 



0.25 m 


15 


Prob* 15-110 


Ptfib. 15-112 
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CaP[TULO 1 5 ClN^TICA DE UNA PARTfCULA^ IMPULSG Y CANTIDAD DE MQVIMIENTO 


•15*113* H aspa divide el cborro de agua de 3 pulg de 
di^metro. Si un cuarto del agua fluye hacia abajo en tanto 
que los otros tres cuartos lo hacen hacia amba y el flujo 
total es Q = 0.5 pies 3 /s, determine los components hori¬ 
zontal y vertical de la fuerza ejercida en el aspa por el cbo¬ 
rro, y w = 62.4 lb/pie 3 . 


15*115* El bote de bomberos lanza dos chorros de agua 
de mar, cada uno de 0.25 m 3 /s y con ana velocidad de 
salida de 50 m/s. Determine la tension desarrollada en la 
cadena del ancla, necesaria para asegorar el bote. La den- 
sidad del agua de mar es p sw = 1020 kg/m 3 . 



Ptfib. 15-113 


15-114* El rociador de juguete consta de una tapa de 
0.2 kg y de una manguera de 30 g/m de masa por longitud. 
Determine la velocidad de flujo de agua requerida a travds 
del tubo de 5 mm de di^metro, de modo que el rociador se 
eleve 1.5 m del suelo y revolotee a partir de esta posicidn. 
Ignore el peso del agua en el tubo. = 1 Mg/m 3 . 


*15-116* Un bote de carreras es impulsado por el motor 
de propulsidn a cborro que se ilustra. La bomba absorbe 
agua de mar a razdn de 20 pies 3 /s a travds de un orificio 
de admisidn A de 6 pulg de di^metro. Un impulsor ace- 
lera el flujo de agua y hace que saiga horizontalmente a 
trav^s de la boquilla B de 4 pulg de di^metro. Determine 
los componentes horizontal y vertical del empuje ejer- 
cido en el bote. El peso especffico del agua de mar es 
= 64.3 lb/pie 3 . 




B 


Prob. 15*114 


/ 


Ptoh. 15-116 
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*15-117* El veniilador sop la aire a 6000 pies 3 /min. Si el 
ventilador tiene un peso de 30 lb y un centra de grave- 
dad en G, determine el diAmetro mfnimo d de su base, 
de modo que no se ladee. El peso especffico del aire es 
y = 0.076 lb/pie 3 . 



Prnh. 15-117 


15-119* El tazdn semiesf^rico de masa m se man dene en 
equilibrio por el chorro de agua vertical que se descarga a 
trav£s de una boquilla de di£metro d. Si la descarga de 
agua a trav£s de la boquilla es Q , determine la altura h a 
la cual el tazdn queda suspendido. La densidad del agua es 
p w . Ignore el peso del chorro de agua. 



Prob* 15-119 


15-118* El codo de un tubo enterrado de 5 pulg de diS- 
metro se somete a una presidn est&tica de 10 lb/pulg 2 . 
La rapidez del agua que pasa a trav£s del tubo es v = 
8 pies/s. Suponga que las conexiones del tubo en A y B no 
ofrecen ninguna resistencia de fuerza vertical en el codo, 
determine entonces la fuerza vertical resultan te F que el 
suelo debe ejercer en el codo para mantenerlo en equi¬ 
librio. Ignore el peso del codo y del agua que contiene. 
y w = 62 A lb/pie 3 . 


F 



*15-120* Se utUiza el tubo para desviar el flujo de agua, 
Q = 0.6 m 3 /$. Si el £rea de seccidn transversal del agua es 
de 0.05 m 2 , de termine las componen tes de fuerza en el pasa- 
dor D y el rodillo C necesarias para el equilibrio. Ignore 
el peso del tubo y del agua que contiene, p^ = 1 Mg/m 3 . 



Ptob* 15-118 


Ptob* 15-120 
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*15-121* El codo esli conectado al tubo con las bridas 
A y B como se muestra. Si el diimetro del tubo es de 
1 pie y a trav£sde £lse descargan 50 pies 3 /®, determine las 
componentes horizontal y vertical de la fuerza de reaccidn 
y el tnomento de reaccidn ejercidos en la base ftja D del 
soporte. El peso total del codo y el agua que contiene es 
de 500 lb, con su centro de masa en el punto G. La pre- 
sidn manomdtrica en las bridas A y B son de 15 lb/pulg 2 y 
12 lb/pulg 2 , respectivamente. Suponga que no se transfiere 
ninguna fuerza a las bridas A y B. El peso especffico del 
agua es y w = 62.4 lb/pie 3 . 





P tab, 15-121 


15-122* La presidn manom^trica del agua en C es de 
40 lb/pulg 2 . Si el agua sale del tubo por A y B a veloci- 
dades de v A = 12 pies/s y v B = 25 pies/s, determine las 
componentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida en 
el codo necesaria para mantener el ensamble de tubos 
en equilibrio. Ignore el peso del agua dentro del tubo y el 
peso de £ste. El di£metro del tubo es de 0.75 pulg en C, y 
en A y #el dtemetro esde 0.5 pulg y w = 62.4 lb/pie 3 . 


15-123* La masa de un misil (sin combustible) es de 
1.5 Mg. Si consume 500 kg de combustible sdlido a razdn 
de 20 kg/s y lo expulsa con una velocidad de 2000 m/scon 
tespecto al misil, determine su velocidad y aceleracidn en el 
mo men to en que el combustible se ha consumido. Ignore la 
tesistencia del aire y la vadacidn de su peso con la altitud. 
Se lanza el misil verticalmente desde el punto de repose. 

*15-124* Elcohete y el combustible sdlido pesan 65 0001b. 
Determine la razdn constante a la cual debe quemarse el 
combustible para que su empuje imparta al cohete una 
rapkfez de 200 pies/s en 10 $ a partir del punto de reposo. 
El combustible sale del cohete a una rapidez relativa de 
3000 pies/scon respecto al cohete. Ignore losefectos de la 
tesistencia del aire y suponga que ges constante. 



15-124 

*15-125* El heliedptero de 10 Mg carga un balde que con- 
tiene 500 kg de agua, la cual se utiliza para apagar inoen- 
dios. Si se mantiene en una posiddn fija sobre el terreno 
y luego descarga 50 kg/sde agua a 10 m/s, medidos con 
tespecto al heliedptero, determine la aceleracidn inicial 
hacia arriba que el heliedptero experimenta a medida que 
descarga el agua. 



Pttik 15-122 


ftfub. 15-125 
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15*126* Una cuchilla situada al frente de una locomotora 
tecoge nieve a razdn de 10 pies 3 /s y la guarda en el tren. Si 
la locomotora viaja a una rapidez constante de 12 pies/s, 
determine la resistencia al movimiento provocada por 
la acrid n de traspaleo. El peso espeeffico de la nieve es 
y s = 6 lb/pie 3 . 

15*127. La masa del bote es de 180 kg y navega por el 
rid a una veloridad constante de 70 km/h, medida con res¬ 
pecto a 1 rid. Este fluye en la direccidn opuesta a 5 km/h. Si 
se coloca un tubo en el agua, como se muestra, y recoge 
40 kg de agua en 80 s, determine el empuje horizontal T 
en el tubo requerido para veneer la resistencia provocada 
por la recolecridn de agua y atin asf mantener la rapidez 
constante del bote. p w = 1 Mg/m 3 . 



Prok 15-127 


*15-129. El tractor junto con el tanque varid tiene una 
masa total de 4 Mg. El tanque se ilena de 2 Mg de agua. 
El agua se descarga a una razdn constante de 50 kg/s a 
una veloridad constante de 5 m/s, medida con respecto al 
tractor. Si £ste arranca desde el punto de reposo y las rue- 
das traseras gene ran una fuerza de tracridn resultan te de 
250 N, determine la veloridad y aceleracidn del tractor a 
medida que el tanque se varia. 



F 


IVob. 15-129 


15-130. La segunda etapa B del cohete de dos etapas 
tiene una masa de 5 Mg (varid) y se lanza a partir de la 
primera etapa A con una veloridad in trial de 600 km/h. La 
masa del combustible en la segunda etapa es de 0.7 Mg y 
se consume a razdn de 4 kg/s. Si el cohete expulsa el com¬ 
bustible a razdn de 3 km/s, con respecto a B f determine 
la aceleracidn de B en el momento en que se enriende el 
motor y justo antes de que se consuma todo el combusti¬ 
ble. Ignore los efectos de la gravitaridn y de la resistencia 
del aire. 


*15-128. La tolva deposita grava sobre la banda trans- 
portadora a razdn de 1500 Ib/tnin. Si la rapidez de la banda 
es de 5 pies/s> determine cu^nto mayor debe ser la tensidn 
en la parte superior de la banda que en la parte inferior 
para que la banda avance hacia delante. 



X 


X 



Prnh* 15-128 


Pmb. 15-130 
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15-131* El avidn je t de l2Mg v ueb a u na rapidez constan te 
da 950 km/h a lo largo de una Hnea recta horizontal. El aire 
entra por las cavidades de admisidn S a razdn de 50 m 3 /s. 
Si el motor quema el combustible a razdn de 0.4 kg/sy el 
gas (aire y combustible) es expulsado con respecto al avidn 
con una rapidez de 450 m/s, determine la fuerza de resis- 
tencia al avance ejerdda sobre el avidn par el aire. Suponga 
que £ste tiene una densidad constante de 1.22 kg/m 3 . 
Sage/'encid.como tanto entra como sale masa del avidn, las 

ecuaciones 15-28 y 15-29 deben combinarse para obtener 
. ^ dv dm € dm; 

XFs ~ m ~dt ~ VDfe ~dt~ + VD/i ~dP 



Prok 15-131 


*15-132. La carretilla tiene una masa M y est3 Uena de 
agua cuya masa es Si una bomba expulsa agua a trav£s 
de una boquilla de seccidn transversal constante A a una 
razdn constante de % eon respecto a la carretilla, deter¬ 
mine La velocidad de £sta como una funcidn del tiempo. 
^Qbl es la rapidez maxima de la carretilla si se supone 
que se puede vaciar tod a el agua? La resistencia de fric- 
cidn a I movimiento haeia delante es F. La densidad del 
agua es p. 


*15-133* La masa del camidn es de 50 Mg cuando esli 
vacfo. Al descargar 5 m 3 de arena a una razdn constante de 
0.8 m 3 /s, la arena fluye por la parte trasera a una rapidez 
de 7 m/s, medida con respecto al camidn, en la direccidn 
que se muestra. Si el camidn rueda libremente, determi¬ 
ne su aceleracidn inicial en el momento en que La arena 
comienza a caer. Ignore la masa de las ruedas y cualquier 
msistencia de friccidn al movimiento. La densidad de la 
arena es p s = 1520 kg/m 3 . 



p*ob* 15-m 

15-134* La masa del camidn es y se utiliza para remol- 
car b cadena lisa cuya longitud total es l y una masa por 
unidad de Longitud m 1 . Si en principio la cadena esli api- 
lada, determine la fuerza de traccidn Fque deben generar 
las ruedas traseras del camidn, necesaria para mantener 
una rapidez constante v mientras se desenreda b cadena. 

v 



F 


P*ob* 15-134 

15-135* La longitud total de b cadena es L < d y su masa 
por unidad de longitud es m\ Si una parte h de la cadena 
esii suspendida sobre b mesa y queda suelta, determine b 
velocidad de su extremo A como una funcidn de su posi- 
cidny. Ignore la friccidn. 




Prok 15-132 


P*ok 15-135 




















































15.9 Propulsion con masa variable 


293 


*15-136* Un avidn comercial dene una masa de 150 Mg 
y vuela a una veloddad de crucero constante de 850 km/h 
en vuelo nivelado (0 = 0°). Si cada uno de los dos motores 
aspira aire a una razdn constante de 1000 kg/s y lo expul- 
sa a 900 m/s con respecto al avidn, determine el Angulo 
m^ximo de inclinacidn 0 al cual el avidn puede volar a una 
veloddad constante de 750 km/h. Suponga que la resisten- 
da del aire (resistencia al a vance) es proportional al cua- 
drado de la veloddad, es dedr, F D = ctr, donde c es una 
constante que se debe determinar. Los motores operan 
con la misma potencia en ambos casos. Ignore la cantidad 
de combustible consumido. 



*15-137* Una pesada bobina de cadena abierta se utiliza 
para reducir la distancia de frenado de un trineo de masa 
M que viaja a una rapidez de Vq. Determine la masa por 
unidad de longitud de la cadena necesaria para reducir la 
veloddad del trineo a (l/2)t* 0 en una distancia x = s si el 
trineo se engancha a la cadena cuando x = 0. Ignore la 
friccidn entre la cadena y el suelo. 

15*138* Se va utilizar el carro para recoger el agua que 
se acumula en una acequia junto a las vfas. Determine la 
fuerza necesaria para jalar el carro haria delante a velo¬ 
ddad constante v en cada uno de los tres casos. El £rea 
de seccidn transversal del cuchardn es A y la densidad del 
agua es 


V V 



(a) (b) 

v 


15-139* Un cohete vado pesa 500 lb y carga 300 lb de 
combustible. Si dste se quema a razdn de 1.5 Ib/s y es 
expulsado a 4400 pies/scon respecto al cohete, determi¬ 
ne la rapidez maxima alcanzada por el cohete a partir del 
pun to de reposo. Ignore el efecto de La gravitacidn en el 
cohete. 

*15-140, Determine la magnitud de la fuerza Fcomo una 
funcidn del tiempo, la cual se debe aplicar al extremo A 
de una cuerda para levantar el gancho H a una veloddad 
constante v = 0.4 m/s. Inicialmente, la cadena est3 en repo¬ 
so en el suelo. Ignore la masa de la cuerda y el gancho. La 
masa de la cadena es de 2 kg/m. 



*15-141* En principio, una m^quina para mover tierra 
Ueva 10 m 3 de arena cuya densidad es de 1520 kg/m 3 . La 
arena se descarga horizon talmente a traves de una lum- 
brera P de 2.5 m 2 a razdn de 900 kg/s con respecto a La 
lumbrera. Si La m Equina man tie ne una fuerza de traccidn 
lesultante constante de F = 4 kN en sus ruedas delanteras 
para avanzar, determine su aceleracidn cuando se vada La 
mitad de la arena. La masa de la miquina vada esde 30 Mg. 
Ignore cualquier resistencia al movimiento hacia delante y 
la masa de Las ruedas. Las ruedas traseras giran libres. 



Ptnb* 15-138 


Ptob* 15-141 
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15-142* En principio, una maquina para mover lierra 
Ueva 10 m 3 de arena cuya densidad es de 1520 kg/m 3 . La 
arena se descarga horizontalmente a travds de una lum- 
brera P de 2.5 m 2 a razdn de 900 kg/s con respecto a la 
Lumbrera. Determine la fuerza de tratcidn resultante F 
en sus ruedas delanteras si la aceleratidn de La miquina 
es de 0.1 m/s 2 cuando se vada la mitad de la arena. La 
masa de la m£quina vacfa es de 30 Mg. Ignore cualquier 
resistencia al movimiento hacia delante y la masa de las 
tuedas. Las ruedas traseras giran libres. 



Prok 15-142 


*15-144* La masa initial de cohete y combustible es 
m<i. Por razones practitas deseadas por la tripulacidn, se 
tequiere que mantenga una aceleracidn ascensional cons¬ 
tante de Si el combustible sale del cohete a una velo- 
cidad relativa determine la razdn a la cual se debe 
consumir el combustible para mantener el movimiento. 
Ignore la resistencia del aire, y suponga que la aceleracidn 
gravitacional es constante. 



P tab. 15-144 


15-143* El jet vuela a una rapidez de 500 mi/h, con la 
horizontal a 30°. Si el combustible se consume a 3 Ib/s y 
el motor aspira aire a 400 lb/s* mientras el gas de esca¬ 
pe (aire y combustible) tiene una velocidad relativa de 
32 800 pies/s, determine la aceieracidn del avidn en este 
instante. La resistencia al avance del aire es F D = (0.7t> 2 ) lb, 
donde La rapidez se mide en pies/s. El jet pesa 15 000 lb. 
Sugerenckr vea el problema 15-13 L 


*15-145* Si se baja la cadena a una rapidez constante, 
determine la reaccidn normal ejercida en elpiso como una 
funcidn del tiempo. La cadena pesa 5 lb/pie y su longitud 
total esde 20 pies. 

JL v = 4pks,& 



Prok 15-143 


Prok 15-145 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P15-L La pelota de b^isbol viaja a la izquierda cuando el 
bat la golpea. Si la pelota luego se rnueve horizon talmen- 
te a la derecha, determine qu£ mediciones podrfa hacer 
para determinar el impulse neto impartido a la pelota. Use 
valores num^ricos para dar un ejemplo de cdmo se puede 
hacer esto. 



P15-1 


P15-2* La “bola” de demoUcidn de acero cuelga de la 
pluma por medio de ana llanta vieja A. El operador de 
la grtia alza la bola y luego la deja caer libremente para 
romper el concrete. Explique, con datos num^ricos apro- 
piados, por qu£ es una buena idea utilizar la llanta de cau- 
cho en este trabajo. 



P15-3* La miquina de tren del lado izquierdo, A , est£ en 
reposo y la del lado derecho, B , rueda libremente hacia la 
izquierda. Silas miquinasson iddnticas, use valoresnume- 
ricos para demostrar c6mo se determina la compresidn 
maxima en cada uno de los parachoques de resorte mon- 
tados en el firente de las mAquinas. Cada mAquina rueda 
libremente. 



P15-4* Tres carros de ferrocarril tienen la misma masa 
y ruedan libremente cuando chocan en el parachoques 
fijo, Las patas AB y BC del parachoques estAn conectadas 
eon pasador en sus extremes; el Angulo BAC es de 30° y 
el BCA es de 60°. Compare el impulse promedio en cada 
pata necesario para detener los carros si £stos no tienen 
parachoques o si tienen uno de resorte. Use valores num£- 
ticos apropiados para explicar su respuesta. 



PL5-2 


P.15-4 
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Cap[tulo 15 Cine-tic a de una partIcula: impulso y cantidad de movimiento 


REPASO DEL CAPfTULO 


Impulso 

Un impulso se define como el produeto de fuerza por 
tiempo. GrSficamente represents el ires bajo el diagra¬ 
ms F —t. Si la fuerza es constante, entonces el impulso es 

I = F c(h ~ fi). 


F 



Prlnclpio de impulso y cantidad de movimiento 


Cuando combinamos lasecuacidn de movimiento 2F = ma 
y la ecuacidn cinemMca, a = dv/di , obtenemos el prindpio 
de impulso y cantidad de movimiento. fista es una ecuacidn 
vectorial que puede descomponerse en componentes rec- 
tangulares y utilizarse para resolver probletnas que impli- 
can fuerza, velocidad y tiempo. Para su aplicacidn, deber3 
trazarse el diagrams de cuerpo libre para que cuente con 
todos las impulsos que acttian sobre la partfcula. 


ph 

mvi + X / F dt = mv\ 
Jti 


Couservackin de la cantidad de movimiento lineal 


Si se aplica el prindpio de impulso y cantidad de movi¬ 
miento a un sistema de partfcuks* entonces las colisiones 
entre ellas producen impulsos intemos que son iguales, 
opuestos y colineales y, por consiguiente, desaparecen de 
la ecuacidn. Ademas, si un impulso externo es mfnimo, es 
decir, la fuerza es mfnima y el tiempo es cor to, entonces el 
impulso puede clasificarse como no impulsor y omitirse. 
Por consiguiente, la cantidad de movimiento del sistema de 
partfculas se conserva. 




La ecuacidn de conservation de la cantidad de movimiento 
es Ml para determinar la velocidad final de una partfcula 
cuando entre dos partfculas se ejercen impulsos intemos y 
las velocidades initiates de ellas se conocen. Si se va a deter¬ 
minar el impulso intemo, entonces se afcla una de las par¬ 
tfculas y el prindpio de impulso y cantidad de movimiento 
se aplica a esta partfcula. 


Impacto 

Cuando dos partfculas A y B experimentan un impacto 
directo, el impulso interno entre ellas es igual, opuesto y 
colineal. Por consiguiente, la conservation de la cantidad 
de movimiento para este sistema se aplica a lo largo de La 
Ifnea de impacto. 


wia(Va)i + ^b(Vb) i = m A {v A )i + wib(Vb) 2 
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Si se desconocen las velocidades finales, para la solu- 
ddn se requiere una segunda ecuacidn. Debetnos uti¬ 
lizer el coefidente de restitucidn e. Este coefidente 
determinado experimentalmentedepende de las pro- 
pied ades fisicas de las particular que chocan. Puede 
expresarse como la relacidn de su veloddad relativa 
despuds de la colisidn a su veloddad relativa antes 
de la colisidn. Si la colisidn es elAstica, no se pierde 
energfa y e = 1. Para una colisidn pldstica e = 0. 

” (va)2 

Oa)i - (v B )t 

Si el impacto es oblicuo, entonces la conservacidn de 

La cantidad de movimiento del sistetna y la ecuacidn 
del coefidente de restitucidn aplican a lo largo de la 
tinea de impacto. Tambidn la conservacidn de la can¬ 
tidad de movimiento de cada particula aplica perpen¬ 
dicular a esta tinea (piano de impacto) porque en esta 
direccidn no acttia ningdn impulso en las particulas. 

yx 4^ 

Plano de contacto 

Lfnea de impacto A 

Plano de contacto 

| Impacto central | ^ X 

Unea de impacto 

rv 

Vb 


Impacto oblicuo 

Principle de impulso y cantidad de movimiento ai^u* 

lares 

Elmomento de la cantidad de movimiento lineal con 
respecto a un eje (z) se Lla ma cantidad de movtiniento 
angular. 

El prindpio de impulso y cantidad de movimiento 
angulares se suele utilizar para eliminar impulsos 
desconocidos al sumar los m omen tor con respecto a 
un eje a trav^s del cual las tineas de accidn de estos 
impulsos no producen ningtin momento. Por esta 
razdn, un diagrama de cuerpo libre deber^ acompa- 
fiar ala solucidn. 

(Ho) z = (d)(mv) 

Z 

{H 0 h + 2 f ~M 0 dt = (Hah A 

J‘x q\ 

X 

He 

</"• 

Corrientes de fluido continues 

Cbn frecuencia se utilizan m£todos de impulso y can¬ 
tidad de movimiento para determinar las fuerzas que 
un dispositive ejerce en el flujo de masa de un fluido 
-tiquido o gas. Para hacerlo, se traza un diagrama de 
cuerpo libre de la masa de fluido en contact© con el 
dispositive para identificar estas fuerzas. Adetrds, se 
calcula la veloddad del fluido cuando entra a y sale 
de un volumen de control del dispositivo. Las ecua- 
c tones de flujo continue implican sumar las fuerzas y 
los mementos para determinar estas reacciones. 

XF = ^(v e -v.) 

ifjTl 

2M ° = ~di^ B Xv ‘>~ I A x V A> 

Propulsion con masa variable 

Algunosdispositivos, como un cohete, pierden masa 
cuando se impulsan had a del ante. Otros ganan 
masa, por ejemplo una pala. Podemos tener en 
cuenta esta p£rdida o ganancia de masa si aplicamos 
el prindpio de impulso y cantidad de movimiento a 
un volumen de control del dispositivo. A partir de 
esta ecuacidn puede determinarse la fuerza que el 
flujo de masa ejerce en el dispositivo. 

dv dm € 

l.F cV = m--v D! ,— 

Pierde Masa 

dv dmi 

Gana Masa 
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Cinematica y cinetica 
de una partfcula 


Todos I os temas y problemas presentados en los capftulos 12 a 15 se han 
categorizado para pioporckmar un enfoque claro para el aprendizaje 
de los diversos principles para la sotucibn de problemas implicados. 
En la prgctka de ingenierfa, sin embargo, es mgs importance ser capaz 
de identificar un mbtodo apropiado para la solucibn de un problema 
particiilar. A este respecto.debemos entender por complete las limita- 
ciones y el uso de las ecuaciones de ding mica y ser capaces de reconocer 
cugles ecuaciones y prindpios utilizer para solucionar el problema. Por 
eso, a continuadbn resumiremos las ecuaciones y prindpios de ding- 
mica de una partfcula y daremos la oportunidad de apiicarlos a varios 
problemas. 

Qnematica. Los problemas de cinematica requieren estudiar la 
geometrfa del movimiento sin tener en cuenta fas fuerzas que lo provo- 
can. Cuando se aplican las ecuaciones de dnemgtica, debemos estable- 
cer con daridad un origen fijo y seteccionar un sistema de coordenadas 
apropiado para definir la posicibn de la partfcula. Una vez que se esta- 
blece la direccibn positiva de cada eje de coordenadas,entonces pueden 
determinarse las direcciones de los componentes de posicibn, velocidad 
y aceleracibn con el signo algebraico de sus cantidades numbricas. 
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Movimiento rectilmeo. Aceleracidn variable. Si se establece una 
relacidn matemdrica (o grdfica) entre dos de las cuatro variables s, v, a 
y f,entonces puede determinate ana tercera variable mediante una de 
las siguientes ecuaciones que relaciona las ties variables. 

ds dv , , 

v = — a = — ads = v dv 

dt dt 

Aceleracidn constante. Estd absolutamente seguro de que la aceleracidn 

es constante cuando se utilicen las siguientes ecuaciones: 

s = Jo + tint + iflct 2 v = Vo + ad v 2 = Vo + 2a c (s - so) 


Movimiento curvilmeo. Coordenadas x, y, z ■ A menudo se utili- 
zan estas coordenadas cuando el movimiento puede descomponerse 
en componentes rectangulares. Tambidn son utiles para estudiar el 
movimiento de un proyectil, puesto que la aceleracidn de dste siempre 
estd dirigida hacia abajo. 

V x = x a x = i) x 
Vj, = y a y = v y 
t>i = z a z = v z 

Coordenadas n,t> b. Estas coordenadas son partkularmente ventajosas 
para estudiar la aceleracidn de la particula a lo largo de una trayectoria 
conocida. Esto se debe a que los componentes ty nde a represent an los 
distint os cambios de la magnitud y direccidn de la velocidad, respecti- 
vamente, y estos componentes son fdciles de formular. 

v 
a, 

a n 


= s 


= v = v 


dv 

ds 


v* 

P 


donde 


= [1 + (dy/dxff 2 

^ d 2 yjdx 2 

cuando resulta la trayectoria y = f(x). 

Coordenadas r,O f z■ Estas coordenadas se utilizan cuando se propor- 
cionan datos con respecto al movimiento angular de la coordenada 
radial rpara describir el movimiento de la particula. Ademds, algunas 
trayectorias de movimiento pueden describirse convenientemente con 
estas coordenadas. 


V r = r a r = r - rO 2 

V g = rO a g = rS + 2r9 

v z = z a z = Z 
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Re paso 1 Cinematic a v cin£nca de una fartIcula 


Movimiento relativo. Si el origen de un sistema de coordenadas 
trasladante se establece en ta par tfcula A, entonces para la partfcula B, 


T & = r A + r a ; '/i 

▼a = *a + yb/a 

= *A + &B/A 

En este caso un observador fijo en el sistema de coordenadas trasladan- 
te mide el movimiento relativo. 

Cinetica. Los problemas de cindtica implican el anitisis de fuer- 
zas que provocan el movimiento. Cuando se aplican las ecuaciones de 
dndtica es absolutamente necesario medirel movimiento con respecto 
a un sistema de coordenadas inercial, es decir, uno que no gire y o que 
este fijo o se traslade a velocidad constante. Si un problema requiere la 
solucion simultdnea de las ecuaciones de cinetica y cinem^tica, enten¬ 
tes es importante que los sistemas de coordenadas seleccionados para 
escribir cada una de las ecuaciones definan las direccionespositivas de 
los ejes del mismo modo. 

Ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones se utilizan para 
determinar la aceleracidn de la partfcula o las fuerzas que provocan 
d movimiento. Si se utilizan para determinar la posicibn, velocidad o 
tiempo de movimiento de una partfcula, entonces tambidn debe con¬ 
siderate la cinemitica para compfetar la solucidn. Antes de apiicar la 
ecuacidn de movimiento, trace siempre un diagrama de cuerpo fibre 
para identificar todas las fuerzas que aettian en la partfcula. Ademds, 
establezca la direccibn de la aceleracidn de la partfcula o sus compo- 
nentes. (Un diagrama cindtico puede acompaftar la solucidn donde 
aparezea grfificamente el vector ma.) 

1>F X = ma x "2F„ = ma„ E/v = ma r 

hFy = ma y Eiy = ma, EF e = ma e 

SFj = ma, XF b = 0 SF, = ma z 

Trabajo y energia. La ecuacidn de trabajo y energfa represema 
una forma integrada de la ecuacidn tangential de movimiento, 2F, = 
ma,, combinada con cinematic a (a, ds = v dv). Se utiliza para resolver 
problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. Antes de 
apiicar esta ecuacidn, trace siempre un diagrama de cuerpo libre para 
identificar las fuerzas que realizan trabajo en la partfcula. 


7i + SUi-2 = T 2 


donde 


T = \rrtp 1 


Up - I F cos 9 ds 

Jj, 


U Fc = F c cos 9{s 2 ~ Ji) 
U w = ~W Ay 


- \ks\) 


(energfa cindtica) 

(trabajo de una fuerza variable) 

(trabajo de una fuerza constante) 
(tr abajo de un peso) 

(trabajo de un resorte eldstico) 
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Si !a$ fuerzas que actdan en la partfcuia son fuerzas conservadoms, 
es dedr, aquellas que no disipan energia, como la friccidn, entonces 
aplique la ecuacidn de la conservacidn de energia. Esta ecuacidn es m4s 
facil de usar que la ecuacidn de trabajo y energia, puesio que se aplica 
en sdlo dos puntos de la trayectoria y norequiere el cdlcuto del trabajo 
iealizado por una fuerza a medida que la partfcuia se mueve a to laigo 
de la trayectoria. 


Ti + Vi = 7a + V 2 

donde V = V g +V e y 

V g = Wy (energia potencial gravitacionat) 

V e = \ks 2 (energia potencial elfistica) 

Si se tiene que determinar la potencia desarrotlada por una fuerza, 
use 


P 


dU 

dt 


= F-v 


donde y es la vetocidad de la partfcuia en la que actua la fuerza F. 

Impulso y cantidad de movimiento. La ecuacidn de impulso y 
cantidad de movimiento lineales es una forma integrada de la ecuacidn 
de movimiento, £F = ma, combi nada con cinematic a (a = dv/dt). Se 
utiliza para resolver problemas que implicanfuerza, vetocidad y tiempo. 
Antes de aplicar esta ecuacidn, siempre deberemos trazar el diagrama 
de cuerpo tibre, para identificar todas las fuerzas que provocan impulses 
en la partfcuia. Con el diagrama se identificarin las fuerzas impulsoras 
y no impulsoras. Recuerde que las fuerzas no impulsoras pueden omi- 
tirse en el analtsis durante el tiempo de impacto. Adenitis, establezca la 
direccidn de la velocidad de la partfcuia justo antes y justo despuds de 
que se aptican los impulses. Como un procedimiento alternative, ios 
diagramas de impulso y cantidad de movimiento pueden acompaftar la 
solucidn para incluir grdficamente los tdrminos de la ecuacidn. 

fit 2 

mv\ + 2 f Fdt = mv 2 

Jt, 

Si varias partfculas intervienen en el probfema, considere aplicar la 
conservacidn de la cantidad de movimiento ai sistema para eliminar los 
imputsos intemos del anglisis. Esto puede hacerse en una direccidn 
especificada, siempre que no actden impulsos externos en las partfculas 
en esa direccidn. 


SwiYi = 2mv 2 

Si el problems implica impacto y se present a el coeficiente de resti- 
tucidn e, entonces aplique la siguiente ecuacidn. 

= {Vb)i ~ (t ’Ah 
(im)i - (wb)i 


(a lo largo de la Ifnea de impacto) 
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Recuerde que durante el impacto el principio de trabajo y energia no 
puede utilizarse, puesto que las partfculas se deforman, y por consi- 
guiente no se conooer£ el trabajo realizado por las fuerzas intemas. Sin 
embargo, para determinar la pdrdida de energia durante la colisidn, 
puede usatse el principio de trabajo y energia una vez que se determi- 
nan las velocidades inicial y final de la particula. 

El principio de impulso y cantidad de movimiento angulares y la 
conservacion de la cantidad de movimiento angular pueden aplicarse 
con respecto a un eje para eliminar algunos de los impulses descono- 
ddos que actuan en la particula durante el periodo cuando se estudia 
su movimiento. La investigacidn del diagrama de cuerpo libre de la 
particula (o el diagrama de impulso) ayudard a seleccionar el eje para 
su aplicacidn. 



(H oh = (H oh 


Los sigiiientos problemas brindan la oporitinidad de aplicar los con- 
oeptos anteriores. Se presentan en orden aleatoriopmz adquirir pric- 
tica en la identificaddn de diversos tipos de problemas y desanollar 
las habilidades necesarias para sn solticidn. 



Rl-L La pelota se lanza horizon talmente eon una rapi- 
dez de 8 m/s. Determine la ecuacidn de la trayectoria, y = 
f(x) y luego determine la velocidad de La pelota y las com- 
ponentes normal y tangencial de la aceleracidn cuando 
t = 0.25 s. 


Rl-2* Se requiere que cajas de cartdn de 5 kg de masa se 
muevan a lo largo de la Ifnea de ensamble con una rapidez 
constante de 8 m/s. Determine el radio de curvatura mini- 
mo, p, de la transportadora para que las cajas de cartdn 
no resbalen. Los coeficientes de fnccidn esiitica y cinetica 
entre las cajas de carttin y la transportadora son, respecti- 
vamente, = 0.7 y p k = 0.5. 



y 


v A = 8 m/s 


© 


je 


8 m/s 



Pmb. Rl-1 


Proh* Rl-2 
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Rl-3- Una partfeula de metal desciende a trav£s de un 
fluido mientras se ve so me Lida a la atraccidn de un campo 
magn£tico de modo que su posicidn es $ = (15r* - Sfjmm, 
donde t esli en segundos. Determine (a) el desplazamien- 
to de la partfeula de I = 2 s a t = 4 s, y (b) la velocidad y 
aceleracidn de la partfeula cuando t = 5 s, 

*R1«4. La trayectoria de vuelo de on jet al despegar est3 
definida por las ecuariones param£trica$ x = 125t 2 y y = 
0.03?, donde t es el tiempo despu£s del despegue, medido 
en segundos, y x y y lo est$n en metros. Si el avidn eomien- 
za a nivelarse cuando / = 40 s, determine en este instante 
(a) la distancia horizontal a que est3 del aeropuerto, (b) su 
altitud, (c) su rapidez, y (d) la magnitud de su aceleracidn. 



Rl-5- El muchacho salta de la carretilla plana A con 
una velocidad de v 1 = 4 pies/s con respecto a la carretilla 
oomo se muestra. Si cae en la segunda carretilla plana B , 
determine la rapidez final de ambas carre tillas despu^s del 
movimiento. Cada carretilla pesa 80 lb. El muchacho pesa 
60 lb, En un principio, las dos carretillas est£n en reposo. 
Ignore la masa de las ruedas de las carretillas. 


v ' = 4 pies/s 



Rl-7* El hombre A pesa 100 lb y salta desde el punto de 
reposo a una plataforma Pde 60 lb de peso. La plataforma 
est3 montada sobre un resorte de rigidez k = 200 Ib/pie. Si 
el coeficiente de restitution entre el hombre y la platafor¬ 
ma es e = 0.6 y el hombre se mantiene rfgido durante el 
movimiento, determine la altura requerida h del salto si la 
compresidn maxima del resorte es de 2 pies. 


Prohs, Rl-6/7 


*R1*S. El furgdn de equipaje A tiene una masa de 800 kg 
y se utiliza para jalar cada uno de los carros de 300 kg. 
Determine la tensidn en los acoplamientos B y C si la fuer- 
za de traccidn F en el furgdn es F = 480 N, ^Cu3I es la 
rapidez del furgdn cuando t = 2 s, a partir del punto de 
reposo? Las ruedas de los carros giran libremente. Ignore 
la masa de las ruedas. 

Rl-9* El furgdn de equipaje A tiene una masa de 800 kg 
y se utiliza para jalar cada uno de los carros de 300 kg. Si la 
fuerza de traccidn Fen elfurgdn es F = 480 N, determine 
la aceleracidn del furgdn. ^Cu£l es la aceleracidn del fur- 
gdn si el acoplamiento C falla de repente? Las ruedas de 
los carros giran libremente. Ignore la masa de las ruedas. 


Rl-6* El hombre A pesa 175 lb y salta desde el punto 
de reposo a una altura h = 8 pies sobre una platafor¬ 
ma Pque pesa 60 lb. La plataforma esti montada sobre 
un resorte de rigidez k = 200 Ib/pie. Determine (a) las 
velotidades de A y P justo despu^s del impacto y (b) la 
compresitin maxima impartida al resorte por el impacto. 
Suponga que el coeficiente de restitucidn entre el hom¬ 
bre y la plataforma es e = 0.6 y que el hombre se mantie¬ 
ne rfgido durante el movimiento. 




Pftibs* Rl-8/9 
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R140. Un automdvil viaja a 80 pies/s cuando de repen te 
se aplican los frenos, lo que ocasiona una desaceleracidn 
constante de 10 pies/s 2 . Determine el dempo requerido 
para detener el automdvil y la distancia recorrida antes de 
detenerse. 

R1-1L Determine la rapidez del bloque B si el extre¬ 
me C del cable se jala hacia abajo con una rapidez de 
10 pies/s. ^Cu£l es la velocidad relativa del bloque con res- 
pecto a C? 



Pttihu Rl-11 

*R1-12* H esquiador arranca desde el pun to de reposo 
en A y desciende por la rampa. Si pueden omitirse la fric¬ 
cidn y la resistencia del aire, determine su rapidez v B cuan- 
do llega a B . Ademis, calcule la distancia $ donde toca el 
suelo en C, si salta horizontalmente en B. Ignore la estatu¬ 
rn del esquiador. Su masa es de 70 kg. 



Rl-14* A1 caer sobre la plataforma, el cilindro de 5 lb 
pasa por A a una rapidez v A = 10 pies/s. Determine el des- 
plazamiento m^ximo de la plataforma, ocasionado por la 
colisidn. La longitud no alargada del resorte es de 1.75 pies 
y origina lmente se man dene comprimido por los cables de 
1 pie de largo sujetos a la plataforma. Ignore la masa de la 
plataforma y el resorte y cualquier energfa perdida duran¬ 
te la colisidn. 



IVob. Rl-14 

Rl-15* H bloque tiene una masa de 50 kg y descansa 
sobre la superftcie de La carre tilla que dene una masa de 
75 kg. Si el resorte que est£ conectado a la carretilla, y no 
el bloque, se comprime 0.2 m y el sistema se libera desde el 
pun to de reposo, determine la rapidez del bloque despuds 
de que el resorte recupera su forma no deformada. Ignore 
la masa de las ruedas de la carretilla y el resorte en el ^cu¬ 
te. Tambien ignore La friccidn. Considere k = 300 N/m. 

*Rl-lfL El bloque dene una masa de 50 kg y descansa 
sobre la superftcie de la carredlla que dene una masa de 
75 kg. Si el resorte que estd conectado a la carretilla, y 
no el bloque, se comprime 0.2 m y el sistema se libera 
desde el punto de reposo, determine la rapidez del blo¬ 
que con respecto a la carredlla despuds de que el resorte 
recupera su forma no deformada. Ignore la masa de las 
tuedas de la carredlla y el resorte en el cdlculo. Tambidn 
ignore La friccidn. Considere k = 300 N/m. 


Ptob* Rl-12 


Rl-13. La posicidn de una pardeula esli definida por 
r = {5(cos 2t)l + 4(sen 20j}m, donde t estd en segundos 
y los argumentos del seno y coseno se dan en radianes. 
Determine las magnitudes y la velocidad y aceleracidn de 
la pardeula cuando t = Is. Ademds, demuestre que La tra- 
yectoria de la pardeula es elfpdea. 
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Rl-17. Se lanza una bob desde el punto A a on ingu- 
lo de 30*. Determine b rapidez mixima y minima Va que 
puede tenet de modo que caiga en el recipiente. 





Proh, Rl-17 


Rl-18* En el instante que se muestra, los automdviles A 
y B viajan a velocidades de 55 mi/h y 40 mi/h, respectiva- 
mente. Si B incrementa su rapidez a razdn de 1200 mi/h 2 , 
mientras A mantiene su rapidez constante, determine b 
velocidad y aceleracidn de B con respecto a A. El automd- 
vil B toma la curva cuyo radio de curvatura es de 0.5 mi. 

Rl-19. En el instante mostrado, los carros Ay B viajan 
a velocidades de 55 mi/h y 40 mi/h, respectivamente. Si 
B reduce su rapidez a razdn de 1500 mi/h 2 , mientras A 
incrementa su rapidez a razdn de 800 mi/h 2 , determine 
la aceleracidn de B con respecto a A . El carro B toma la 
curva cuyo radio de curvatura es de 0.75 mi. 



v A =55 mi/h 

fVobs. Rl-18/19 


*Rl-20* Cuatro cables no ebsticos C estan conectados a 
una pbca P y mantienen el resorte de 1 pie de brgo compri- 
mido 0.25 pie cuando no hay peso sobre b pbca. Adetrbs, 
hay un resorte no deformado colocado adentro de este 
resorte comprimido. Si el bloque que pesa 10 lb se mueve 
hacia ahajo a v = 4 pies/s, cuando estd a 2 pies sobre la 
pbca, determine la compresidn maxima en cada resorte 
despues de que choca con la pbca. Ignore la masa de dsta y 
losresortes, y cualquier energia perdida en la colisidn. 


RI-2L Cuatro cables no ebsticos C esbn conectados a 
una pbca P y mantienen el resorte de 1 pie de brgo compri¬ 
mido 025 pies cuando no hay peso sobre la pbca. Tambidn 
hay un resorte no deformado de 0.5 pies de brgo colocado 
adentro de este resorte comprimido. Determine b rapidez 
v del bloque de 10 lb cuando esb a 2 pies sobre b pbca, de 
modo que despu£s de que toca b pbca, comprime el resor¬ 
te de adentro, cuya rigidez es de 50 lb/pulg, una cantidad 
de 020 pie. Ignore la masa de la placa y los resortes y cual¬ 
quier energia perdida en b colisidn. 



2 pies 

k = 30 lb/pulg 


= 50 lb/pulg 



Probs, R1-20/21 


Rl-22* H carrete de 2 kg 5, cuyo coeflciente de friccidn 
esbtica es = 0.2, ajusta flojo en la barra inclinada rota¬ 
toria. Si el carrete esb a 0.25 m de A, determine b rapidez 
constante minima que el carrete puede tener para que no 
se resbale hatia abajo de La barra. 

Rl-23* El carrete de 2 kg 5, cuyo coeflciente de friccidn 
esbtica es jx, = 0.2, ajusta flojo en b barra inclinada rota¬ 
toria. Si el carrete esb a 0.25 m de A, determine la rapidez 
constante maxima que el carrete puede tener para que no 
se deslice hacia arriba de b barra. 


z 





























306 


Re PASO 1 Cl NEMATIC A Y CIN£riCA DE UNA RARTfcULA 


*Rl-24» El tambor D enroUa el cable a una razdn ace- 
lerada de 5 m/s 2 . Determine la tension en el cable si el 
embalaje suspendido tiene una masa de 800 kg. 



Rl-25* La botella est£ a una distanria de 3 pies del cen¬ 
tra de la plataforma horizontal. Si el coeficiente de friccidn 
estAtica de la botella y la plataforma es = 0.3, determine 
La rapidez maxima que la botella puede alcanzar antes de 
que se deslice. Suponga que el movimiento angular de La 
plataforma se incrementa lentamente. 

Rl-26* Resue Iva el prablema Rl-25 suponiendo que 
La plataforma comienza a girar desde el punto de repo¬ 
se de mode que la rapidez de la botella se incrementa a 
2 pies/s 2 . 


Rl-27* El hombre de 150 lb est£ recargado en el cojfn 
cuyo coeficiente de friccidn estitica es tt 5 = 0.5. Determine 
las fuerzas normal y de friccidn resultan tes que el cojfn 
ejerce en dl si, debido a la rotacidn con respecto al eje z, 
tiene una rapidez constante y = 20 pies/s. Ignore la estatu- 
ta del hombre. Considere S = 60°. 

El hombre de 150 lb estA recargado en el cojfn 
cuyo coeficiente de friccidn estitica es jt l s = 0.5. Si gira con 
tespecto al eje z con una rapidez constante v = 30 pies/s, 
determine el Angulo Q mfnimo del cojfn al cual el hombre 
comienza a deslizarse hacia arriba del cojfn. 


z 



Ptobs. R1-27/28 


Rl-29* H motor Lira del cable A con una fuerza F = (30 + 
P)lb, donde /est£ en segundos. Si el embalaje de 34 lb ori- 
ginalmente estA en reposo en el suelo cuando t = 0, deter¬ 
mine su rapidez cuando t = 4 s. Ignore la masa de cable y 
poleas. Sugerentia: primero determine el tiempo requeri- 
do para comenzar a levantar el embalaje. 




Pkohs. 111-25/26 


Prob* Rl-29 
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Rl-30* El motor Lira del cable A coo no a fuerza F = 
(e 2 ' )lb, do ode / esli en sag undos. Si el embalaje de 34 lb 
origioalmeote esta en reposo en el suelo cuando t = 0, 
determine su velocidad cuando f = 2 s. Ignore la masa de 
cable y poleas. Sugerencia? primero determine el tiempo 
tequerido para comenzar a levantar el embalaje. 



R1-3L El collarfn tiene uoa masa de 2 kg y se despla- 
za a lo largo de la barra horizontal lisa definida por la 
espiral equiangular r = (^)m, donde 8 esfcl en radianes. 
Determine la fuerza tangencial Fy la fuerza normal N que 
acttian en el collarfn cuando 8 = 45°, si la fuerza Fmantie- 
ne uo movimiento angular constante 8=2 rad/s, 

*Rl-32* El collarfn tiene una masa de 2 kg y se despla- 
za a lo largo de la barra horizontal lisa definida por la 
espiral equiangular r = (e e )m, donde 8 est£ en radianes. 
Determine la fuerza tangencial Fy la fuerza normal N que 
actdan en el collarfn cuando 8 = 90°, si la fuerza Fmantie- 
ne un movimiento angular constante 8=2 rad/s, 



Rl-33- La aceleracido de una partfcula a lo largo de uoa 
Ifnea recta esti definida por a = {2t- 9)m/s 2 , donde t est3 
en segundos. Cuando f = 0 s s = lmy v = 10 m/s. Cuando 
i=9 $, determine (a) la posicidn de la partfcula, (b) la 
distancia total recorrida y fc) la velocidad. Suponga que 
la direccidn positiva es hacia La derecha. 

Rl-34. La vagoneta de mina de 400 kg es remolcada 
cuesta arriba por medio del cable y el motor M. Durante 
un corto tiempo, la fuerza en el cable es F = (3200r 2 )N, 
donde / est3 en segundos. Si la velocidad inicial de la vago¬ 
neta es Vi = 2 m/s, cuando t = 0, determine su velocidad 
cuando t = 2 s, 

Rl-35. La vagoneta de mina de 400 kg es remolcada 
cuesta arriba por medio del cable y el motor M. Durante 
un corto tiempo, la fuerza en el cable es F = (320flr 2 )N, 
donde t estS en segundos. Si la velocidad inicial de la vago¬ 
neta es Vi = 2 m/s, cuando s = 0 y t = 0, determine la dis¬ 
tancia que recorre cuesta arriba cuando t = 2 s. 



Fftifas* R1-34/35 


*Rl-36. El trineo de cohete tiene una masa de 4 Mg y 
se desplaza a lo Largo de una vfa horizontal lisa de modo 
que mantiene una potencia de saiida constante de 450 kW. 
Ignore la p^rdida de masa de combustible y la resisten- 
cia del aire y determine qu£ distancia debe recorrer para 
alcanzar una velocidad de v = 60 m/sa partir delpunto de 
teposo. 



Probs* R1-31/32 


Pruti, Rl-36 
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ill-37. El collarfn tiene una masa de 20 kg y puede desli- 
zarse libretnente sobre la barra lisa. Los resortes conecta- 
dos no est^n defortnados cuando d = 0.5 m. Determine la 
rapidez del collarfn despu£s de que la fuerza aplicada F = 
100 N hace que desplace de mode que d = 0.3 m. Cuando 
d = 0.5 m el collarfn est£ en reposo, 

Rl-38. El collarfn tiene una masa de 20 kg y puede desli- 
zarse libremente sobre la barra lisa. Los resortes conecta- 
dos se comprimen 0.4 m cuando d = 05 m. Determine la 
rapidez del collarfn despuds de que la fuerza aplicada F = 
100 N hace que desplace de modo que d = 03 m. Cuando 
d = 0.5 m el collarfn est$ en reposo. 


R1-4L La masa del bloque A es m y se suelta desde el 
punto de reposo, cae una distancia /ey choca con la placa B 
cuya masa es 2m. Si el coeficiente de restitucidn entre A y 
B es e, determine la velocidad de la placa justo despuds de 
la colisidn. La rigidez del resorte es k , 

Rl-42. La masa del bloque A es de 2 kg y se suelta desde 
el punto de reposo, cae una distancia h = 0.5 m, y choca 
con la placa B de 3 kg de masa. Si el coeficiente de resti- 
tucidn entre A y B es e = 0.6, determine la velocidad del 
bloque justo despuds de la colisidn. La rigidez del resorte 
es k = 30 N/m. 



Prohs* R1-37/38 

Rl-39. El ensambie se compone de dos bloques A y B, 
bs cuales tienen masas de 20 kg y 30 kg, respectivamente. 
Determine la rapidez de cada bloque cuando B desciende 
13 m. Los bloques se sueltan desde el punto de reposo. 
Ignore la masa de las poleas y las cuerdas. 

*Rl-40. El ensambie se compone de dos bloques A y B, 
bs cuales tienen masas de 20 kg y 30 kg, respectivamente. 
Determine la distancia que B debe descender para que A 
alcance una rapidez de 3 m/s a partir del punto de reposo. 



h 



Probs* R1-41/42 


Rl-43* H tapdn cilfndrico pesa 2 lb y se rnueve libre¬ 
mente dentro de los confines del tubo liso. La rigidez 
del resorte es k = 14 lb/pie y cuando no hay movimiento 
d = 05 pies. Determine la fuerza del resorte en el tapdn 
cuando el tapdn est3 en reposo con respecto al tubo. El 
lapdn se desplaza en un cfrculo con una rapidez constante 
de 15 pies/s> la cual es provocada por la rotation del tubo 
alrededor del eje vertical. Ignore el tamafio del tapdn. 


3 pies 



k = 14 lb/pie 


Pta bs. R1-39/40 


Prob. Rl-43 
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*R144» Se dispara una bala de 20 g horizon talmente 
contra el bloque de 300 g el cual descansa sobre la super- 
fitie lisa. DespinSs de que la bala se incrusta en el blo¬ 
que, £ste se mueve a la derecha 0.3 m antes de detenerse 
moment£neamente. Determine la rapidez (%)i de la bala. 
La rigidez del resorte es k = 200 N/m y en un principio no 
esta alargado, 

Rl-45. Se dispara un a bala de 20 g horizon talmente a 
(v B )i = 1200 m/s contra el bloque de 300 g el cual des- 
cansa sobre la superficie lisa. Determine la distancia de 
movimiento del bloque a la derecha antes de detenerse 
momentaneamente. La rigidez del resorte es k = 200 N/m 
y en un principio no es iA alargado. 


( v b)i 


k = 200 N /m 



mm 


Pmhs, R1-44/45 

Rl-46, Se dispara una partfcula de masa m a un £ngu- 
lo con una velocidad v c hatia un Liquido que desarrolla 
una resistencia al avance F = -kv, donde k es una cons- 
tante. Determine la rapidez maxima o terminal alcanzada 
por la partfcula. 

Rl-47. Se dispara un proyectil de masa m hacia un Ifqui- 
do a un Angulo % una velocidad inicial v fl como se 
muestra. Si el Ifquido desarrolla una friccidn o resistencia 
al avance en el proyectil la cual es proportional a su velo- 
tidad, es decir, F = - kv , donde £es una constante* deter¬ 
mine las componentes x y y de su position en cualquier 
instante. Adem^s, ^cuil es la distancia maxima x mAl que 
tecorre? 


*R148* Las posiciones de las partfculas A y B son t A = 
{3fi + 9f(2 - /)j}m y r B = {3(/ 2 - 2t + 2)i + 3(f - 2)j}m, 
tespectivamente, donde t estA en segundos. Determine el 
punto en que las partfculas chocan y su rapidez justo antes 
de la colisidn. ^Cu£nto tiempo transcurre antes de que 
oeurra la colisidn? 

Rl-49* Determine la rapidez del automdvil si tiene la 
aceleratidn que se muestra y viaja por una carretera cuyo 
radio de curvatura es p = 50 m. Adem^s, £cu£l es la tasa de 
incremento de velocidad del automdvil? 


, t 



Ptob, Rl-49 


Rl-50* La rigidez del resorte es k = 3 lb/pie y su longitud 
sin alargar de 2 pies. Si est3 unido al collarin liso de 5 lb 
y £ste se suelta del reposo en A , determine su velocidad 
justo antes de que choque con el extremo de la barra en B. 
Ignore el tamafio del collarfn. 


y 




Ftohs. R1-46/47 


Prnli, Rl-50 

















Lasaspasdecada turbina de vientogiran alredodorde un ejefijo con movim lento 
angular variable. 
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OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Ciasificar los divers OS tipos del movimiento piano de un cuerpo 
rigido. 

* Investigar la traslacion y el movimiento angular con respecto a un 
eje fijo de un cuerpo rigido. 

* Estudiar el movimiento piano mediante un andlisis del movimien¬ 
to absoluto. 

* Analizar la velocidady aceleracidn del movimiento relative median¬ 
te un marco de referenda trasladante. 

* Demostrar como hallar el centre instantaneo de velocidad cere y 
determinar la velocidad de un punto de un cuerpo mediante este 
metodo. 

* Analizar la velocidad yaceleraddn del movimiento relative median¬ 
te un marco de referenda rotatorio. 


16.1 Movimiento piano de un cuerpo 
rigido 

En este capftulo se analizard la rinemdtka plana de un cuerpo rigido. 
Este estudio es importante en el disefto de engranes, levas y meca- 
nismos utilizados en muchas operaciones meednicas. Una vez que 
entendamos bien !a cinemdtica, podremos aplicar las ecuaciones de 
movimiento, las cuales relacionan las fuerzas que aetdan en el cuerpo 
con el movimiento del cuerpo. 

El movimiento piano de un cuerpo rigido ocurre cuando todas sus 
partfculas se desplazan a lo largo de trayectorias equidistantes de un 
piano fijo. Existen tres tipos de movimiento piano de un cuerpo rigido, 
en orden de complejidad creciente, los cuales son 
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/ 


/ 




/ 



ffk. 


Trayectoria de traslacidn rectilfnea 

(a) 


Trayectoria de traslacidn curvillnea 

(b) 


\ 




\ 


Rotacidn alrededor de uo eje fijo 

{c} 


Movimiento piano general 

(d) 



Fig. 16-1 


* Traslacidn. Este tipo de movimiento ocurre cuando una Unea en el 
cuerpo permaneoe paralela a su orientaddn original durante todo 
d movimiento. Cuando las trayectorias del movimiento de dos 
puntos cualesquiera del cuerpo son lineas paralelas.el movimiento 
se llama traslacidn rectillnea, figura 16-la. Si las trayectorias del 
movimiento se desarrolian a to largo de tineas curvas equidistan- 
tes, el movimiento se llama traslacidn curvilmea, figura 16-16. 

* Rotacion alrededor de un eje fijo. Cuando un cuerpo rigido gira 
alrededor de un eje fijo, todas sus particulas, excepto las que 
quedan en el eje de rotacidn, se mueven a lo largo de trayectorias 
drculares, figura 16-lc. 

* Movimiento piano general. Cuando un cuerpo se so mete a un 
movimiento piano general, experimenta una combinacidn de 
traslacidn y rotacidn, figura 16-lrf. La traslacidn se presents en 
un piano de referenda y la rotacidn ocurre alrededor de un eje 
perpendicular al piano de referenda. 

En las secciones siguientes consideraremos, en detaHe, cada uno de 
estos movimientos. En la figura 16-2 se muestran ejemplos de cuerpos 
sometidos a estos movimientos. 


Ttaslacidn curvillnea 


Movimiento piano general 



Traslacidn rectilfnea 


Rotacidn alrededor de un eje fijo 


Fig, 16-2 
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16.2 Traslacion 

Considere un cuerpo rigido sometido a traslacidn rectiKnea o a irasla- 
ck3ei curvillnea en el piano x-y, fig lira 16-3. 


/ 



Fig. 16-3 


Position. Las localizackmes de los puntos dy Ben el cuerpo se 
definen con respecto a un marco de referenda fijo x, y por medio de 
vectores de position r A y t B . El sistema de coordenadas x’, y' trasla- 
dante permanece fijo en el cuerpo con su origen en A, en lo sucesivo 
conocido como punto base. La posicidn de B con respecto a A esta 
denoiada por el vector de position reladva r B/A (“r de B eon respecto a 
A”). Por suma vectorial. 


t b - r A + r BfA 


Velotidad. Una relacibn entre las velocidades instantgneas de A 
y B se obtiene mediante la derivada con respecto al tiempo de esta 
ecuacidn, de la cual results v B = v A + dr B j A (dt. En este caso v^ y r fi 
denotan velocidades absolutas puesto que estos vectores se miden con 
respecto a los ejes x, y. El tdrmino dr B j A jdt = 0, puesto que la rrngni- 
tud de TujA es constante por definicion de un cuerpo rigido y como dste 
traslada la direction de r B / A tambien es constante. Por consiguiente, 

Vfi = V,! 


Aceleracion, Al considerar la derivada con respecto al tiempo de 
la ecu acid n de velocidad se obtiene una relacidn similar entre las ace- 
leraciones instantdneas de A y B: 

ub = a>i 

Las dos ecuaciones anteriores indican que todos los puntos en un 
cuerpo rigido someddos a traslacion recdllnea o curvillnea se mueven 
con la misma velotidad y aceleracion. Por consiguiente, la cinemitica 
del movimiento de una parti'cula, analizada en el capftulo 12, tambidn 
puede utilizarse para especificar la cine mat ica de puntos localizados en 
un cuerpo rigido trasladante. 



Los usuarios de este juego mecanico se 
someten a traslacion curvillnea, puesto que 
el vehlculo describe una trayectoria circu¬ 
lar aunque siempre permanece en posicion 
vertical. 
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(a) 



(b) 

Fig. 16-4 


16.3 Rotacion alrededor de un eje fijo 

Qiando un cuerpo gira alrededor de un eje fijo, cuaiquier punto P 
localizado en 61 se desplaza a lo largo de una trayectoria circular. Para 
estudiar este movimiento es necesario analizar primer o el movimiento 
angular del cuerpo alrededor del eje. 

Movimiento angular. Como un punto no dene dimensiones, no 
puede tener movimiento angular. Solamente las Uneas o cuerpos expe¬ 
rimental! movimiento angular. Por ejemplo, considere el cuerpo en la 
figura 16-%y el movimiento angular de una Ifnea radial rlocalizada en 
d piano sombreado. 

Posicion angular. En el instante que se muestra, la posicion 
angular de r esti definida por el Angulo 9, medido desde una Mnea de 
referenda fija hasta r. 

Desplazamiento angular. El cambio de la posicidn angular, el 
aial puede medirse como una differencial d6, se llama desplazamiento 
angular* La magnitud de este vector es d9, medida en grados, radia- 
nes o revoluciones, donde 1 rev = 2tt rad. Como el movimiento es 
en torno a un eje fijo, la direccidn de d8 siempre es a lo largo de este 
eje. Especfficamente, la t&reccion se determina con la regia de la mano 
derecha; es decir, los dedos de la mano derecha se curvan en el sentido 
de rotacidn, de modo que en este caso el puigar, o de, apunta hacia 
arriba, figura 16-%. En dos dimensiones, como se muestra en la vista 
desde arriba del piano sombreado, figura 16-% tanto 9 como d9 estdn 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y por tanto el puigar 
apunta hacia fuera de la p£gina. 

Velocidad angular. El cambio con respecto al tiempo de la posi- 
adn angular se conoce como velocidad angular to (omega). Como dB 
ocurre durante un instante de tiempo dt, entonces, 


(C+) 



(16-1) 


La magnitud de este vector se suele medir en rad/s. Aquf estd expiesa- 
do en forma escalar, puesto que su direccion tambi6n va a lo largo del 
eje de rotacidn, figura 16-%. Cuando se indica el movimiento angular 
en el piano sombreado, figura 16-46, podemos referirnos al sentido de 
rotacidn como en sentido de fas manecillas del reloj o en sentido con¬ 
trario a las manecillas del reloj. En este caso efegimos arbitrariamente 
las rotaciones en sentido contrario a las manecillas del reloj como posi- 
tivas y esto se indica por medio del bucte que aparece entre paidntesis 
al tado de la ecuacidn 16-1. Dese cuenta, sin embargo, que el sentido 
direccional de *>en reaKdad es hacia fuera de la pdgina. 


*En la seccitin 201 se de muestra que Jas rotaciones fimtas o los desplazamientos 
angulares finitos no son cantidades vectoriales, aun cuando las rotaciones diferenciales 
d& son vectores. 
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Aceleracion angular. La aceleracidn angular at (alfa) mide el 
cambio con respecto al tiempo de la velocidad angular. La magnitud 
de este vector es 


(C + ) 



(16-2) 


Con la ecuacidn 16-1, tambien es posible expresar a como 


(C+) 


= d 2 S 
dt 1 


(16-3) 


La Hnea de accidn de at es la misma que la de «,figura 16-4a;sin embar¬ 
go, su sentido de direccion depende de si to se increment a o decrece. Si to 
decrece, entonces at se llama desaceleracion angular y por consiguiente 
su direccion se opone a to. 

Al eliminar dfde las ecuaciones 16-1 y 16-2, obtenemos una relacidn 
difeiencial entre la aceleracidn angular, la velocidad angular y el des- 
plazamiento angular, es decir, 


16 


(C + ) 


a d& = o) do* 


(16-4) 


Lasimilitud entre las relacionesdiferenciales del movimiento angular y 
las desarrolfadas para movimientorectiMneo de unaparticula (v = ds/dt, 
a = dv/dt,y ads = vdv )debe ser aparente. 

Aceleracion angular constante. SS la aceleracidn angular del 
cuerpo es constante, at = at c , entonces cuando se integran las ecuaciones 
16-1,16-2 y 16-4, se obtiene un con]unto de formulas que relacionan la 
velocidad angular, la posicidn angular de un cuerpo, y el tiempo. Estas 
ecuaciones sonsemejantes a las ecuaciones 12-4 a 12-6 que se utilizaron 
para movimiento rectilineo. Los result ados son 


(C + ) 
(C + ) 
(C+) 


w = + a,^ 

d = do + <U0t + 

(u? = + 2or c (d — do) 

Aceleracidn angular constante 


(16-5) 

(16-6) 

(16-7) 


En este caso, do y u>oson los valores iniciales de la posicidn angular y la 
velocidad angular del cuerpo, respectivamente. 
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(0 


Fig. 16-4 (cant) 


16 



(d> 


Movimiento de un punto P. Cuando el cuerpo rigido de la 
figura 16-4c gira, el punto Pse desplaza a !o largo de una trayectoria 
circular de radio rcon centra en el punto O. Esta trayectoria est4 con- 
tenida en el piano sombreado de la vista superior, figura 16-4 i. 

Posicion y desplaza miento. La posicidn de P est4 definida por el 
vector de posicidn r,el cual se extiende desde O hasta P. Si el cuerpo 
gira dd entonces Pse desplazard ds = rd&. 

Velocidad. La magnitud de la velocidad de P se caicula al dividir 
ds = r d9 entre dt de tnodo que 



(16-8) 


Como se muestra en las figuras 16-4c y 16-44, la direccion de v es tan- 
gente a la trayectoria circular. 

Tan to la magnitud como la direccidn de vtambidn pueden tenerse 
en cuenta si se utiliza el praducto vectorial de *> y t P (vea el apdndice 
B). En este caso, la direccidn r P es de aialqmer punto sobre el eje de 
rotacidn al punto P,figura 16-4e. Tenemos 


v = to X tp 


(16-9) 


El orden de fos vectores en esta formulacidn es importante, puesto 
que el producto vectorial no es conmutativo.es decir, to X r P * t p X *>. 
Observe en la figura 16-4c como se establece la direccidn correcta de 
v con la regia de la mano derecha. Los dedos de fa mano derecha se 
enroscan de *> hacia r P (*> “cruz” rp). El pulgar indica la direccidn 
correcta de v, la cual es tangente a la trayectoria en la direccion del 
movimiento. De acuerdo con la ecu acid n B-8, la magnitud de ven la 
ecuacidn 16-9 es v = ear P seno <f>, y puesto que r = r P seno <f>, figura 
16-4c, entonces v = <ar, la cual concuerda con la ecuacidn 16-8. Como 
un caso especial, el vector de posicidn r puede elegirse para r P . Aqui, r 
queda en el piano del movimiento y de nueva cuenta la velocidad del 
punto Pes 


v = to X r 


(16-10) 
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Aceleracion. La aceleratidn de P puede expresarse en funcidn de 
sus componentes normal y tangential. Como a t = dv/dt y a„ = t^/p, 
donde p = r, v — wry a — d<o/dt, tenemos 


a t = ar 


a« 


= 


(16-11) 


(16-12) 


El componente tangential de la aceleracion ,figuras 16-4e y 16-4/, repre¬ 
sent el cambio con respecto al tiempo de la magnitud de la velocidad. 
Si la rapidez dePseincrementa,entonces a, actuaen lamisma direccidn 
qne v;si se reduce, a, actda en la direccidn opuesta de v,y finalmente, si 
permanece constante, a,es cero. 

La componente normal de la aceleracion representa el cambio con 
respecto al tiempo de la direccidn de la velocidad. La c&reccion de a„ 
siempre es hatia O, el centre de la trayectoria circular, figuras 16-4e y 
16-4/ 

Al igual que la velocidad, la aceleratidn del punto Ppuede expresar¬ 
se en funcidn del product© vectorial (producto cruz). Si consideramos 
la derivada con respecto al tiempo de la ecuaridn 16-9, tenemos 


dv dca dtp 

a=- = —XfptwX-p 
dt dt dt 



<e> 



Si se recuerda que a = dw/dt y se utiliza la ecu acid n 16-9 (dr P /dt = 
v - m X r P ), se obtiene 


(f) 

1164 (cunt.) 


a = a X Tp + to X (&> X T P ) (16-13) 

Por la definition del producto vectorial, la magnitud del primer tdrmino 
de la derecha es a, = £w>seno <f> = ar, y por la regia de la mano derecha, 
a X r P estS en la direccidn de a„ figure l6-4e. Asimismo, la magnitud 
del segundo t dr mi no es a„ = <a 2 rp seno <f> = w 2 r,y al aplicar la regia de 
la mano derecha dos veces, primere para determinar el resultado vp = 
to x rpentonces *> X yp,se ve que este resultado estd enla misma direc¬ 
cidn que a„,como se muestra en la figura 16-4c. Siobservamos que dsta 
tambidn es la misma direccidn que -r, la cual queda en el piano del 
movimiento, podemos expresar a„en una forma mucho mis simple que 
a„ = -ott. Por consiguiente, la ecuacidn 16-13 puede identificaise por 
sus dos componentes como 


a = a, + 

= a X r — tiTT 


(16-14) 


Puesto que a, y a„ son perpendictilares entre si, si se requiere, la magni¬ 
tud de la aceleracidn puede determinarse con el teorema de Pitigoras, 
es decir, a = Vai; + a 2 , figura 16-4/ 


16 
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Los engranes utilizados en la operacidn 
de una gnia giran alrededor de ejes fijos. 
Los ingenieros deben ser capaces de rela- 
eionar sus movimientos angulares para 
disenar apropiadamente este sistema de 
engranes. 
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Puntos importantes 


• Uncuerpo puede experimentardos tipos de traslacidn. Durante 
ta traslacidn rectil&iea todos tos puntos siguen trayectorias de 
Knea recta paralelas, y durante la traslacidn curvili'nea los pun¬ 
tos siguen trayectorias curvas que tienen la misma forma y son 
equidistantes una de otra. 

• Todos los puntos de un cuerpo que se trastada se mueven con 
la misma velocidad y aceleracidn. 

• Los puntos localizados en un cuerpo que gira alrededor de un 
eje fijo siguen trayectorias circulares. 

• La relacidn a d9 = <t> dta se deriva de a = dto/dty <o = dQfdt al 
eliminar dt. 

Una vez conocidos los movimientos angulares <ay a, pueden 
determinarse la velocidad y aceleracidn de cualquier punto del 
cuerpo. 

• La velocidad siempre actua tangente a la trayectoria del mo- 
vimiento. 

• La aceleracidn tiene dos componentes. La aceleracidn tangen- 
ciai mide el cambio de la magnitud de la velocidad y se deter- 
mina con a, = ar. La aceleracidn normal mide el cambio de la 
direcddn de Ea velocidad y se determina con «„ = <y 2 r. 
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Procedimiento para el anatisis 


La velocidad y aceleracidn de un punto localizado en un cuerpo 

ngido que gira atrededor de un eje fijo se determinan mediante el 

siguiente procedi miento. 

Movimiento angular. 

• Establezca el sentido positivo de rotacidn alrededor del eje de 
rotacidn y muOstreio junto a cada ecuacidn cinematics confor- 
me se aplique. 

• Si se conoce una relacidn entre dos de las cuatro variables a , m, 
9 y f,entonces puede obtenerse una tercera variable al usar una 
de las siguientes ecuadones dnemdticas, la cual relaciona las 
ties variables. 

dB dw j 

m = —— a = —— add = to dm 

dt dt 

• Si la aceieraddn angular del cuerpo es constante ,entonces pue- 
den utilizarse las siguientes ecuaciones: 

m = 4 - ad 

9 = 8q + mrf + 
m 2 = + 2 a c (9 - 9 0 ) 

• Una vez que se obtiene la soiudOn, el sentido de 9, m y a se 
determina con el signo algebraioo de sus cantidades mimericas. 

Movimiento de un punto P. 

• En la mayon'a de los casos, la velocidad de P y sus dos com- 
ponentes de aceleracidn se determinan con las ecuaciones 
escalares 

V = tor 
a, = ar 
a„ - m 2 r 

• Si la geometria del problems es dift'dl de visualizar, deber£n 
utilizarse las siguientes ecuadones vectoriales: 

v = (ii X ip = m X r 

«, = a X r P = a X r 

a, = w X {<0 X Tf.) = —(iTT 

• En este caso la direccidn de rj» es desde cualquier punto sobre 
el eje de rot add n ai punto P, mientras que rqueda en el piano 
del movimiento de P. Cualquiera de estos vectores, junto con 
my a, deberin expresarse en funcidn de sus componentes i, j, 
k, y, si es necesario, los productos vectoriales determinados al 
utilizar una expansion determinante (vea la ecuacidn B-12). 


16 
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EJEMPLO 16.1 



Se enrolla una cuerda alrededor de la rueda mostrada en fa figura 
16-5, la cual inicialmente est4 en reposo cuando 0 = 0. Si se aplica 
una fuerza a la cuerda y se te imp arte una aceleracidn a = (4|) m/s 2 , 
donde t est£ en segundos, determine, como una funddn del bempo, 
(a) ia velocidad angular de la rueda, y (b) fa posicidn angular de la 
Knea OPcn radianes. 


SOLUClON 

Part* (a). La rueda esti sometida a rotacidn alrededor de un eje 
fijo que pasa por el punto O. Por tanto, un punto P en la rueda 
describe una trayectoria circular y su aceleracidn tiene componen- 
tes tanto tangendafes como normales. La componente tangendal es 
(ap), = (4t) m/s 2 ,puesto que la cuerda est4 enrollada alrededor de 
la rueda y se desplaza tangente a ella. Por consiguiente, la acelera- 
ddn angular de la rueda es 

(C +) (*/>), = otr 

(4 1 ) m/s 2 = <*(0.2 m) 

a = (20f)rad/s 2 /> 

Con este resultado y a = dat/dt, ahora podemos determinar la 
velocidad angular de la rueda, puesto que esta ecuacidn relaciona 
a,ty ta. A1 integrar, con la condicidn inicial de que to = 0 cuando 
t = 0, se obtiene 

{20f) rad/s 2 

f 2Qf dt 
Jo 

10r rad/s? Respw 

Part* (b). Con este resultado y to = dBfdt, podemos determinar ta 
posicidn angular 9 de OP, puesto que esta ecuaddn relaciona 9, « 
y t. A! integrar, con la condicidn inicial de que 9=0 cuando t = 0, 
tenemos 

dfi 

(C +) — = a> = (lOf 2 ) rad/s 

dt 

f d9= f 10t 2 dt 
Jo Jo 

8 = 3.33i 2 rad Resp. 


(C+) 


a = 


d<it 

dt 


f 


dd) = 


O) = 


NOTA: no podemos utilizar Ea ecuaddn de aceEeraddn angular 
cans tame, puesto que a es una funddn del tiempo. 
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EJEMPLO 16.2 


El motor quo se muestra en ta fotografia so utiliza para hacer girar 
un ensamble de rueda y soplador alojado en fa caja. Los detalles 
del diseflo se muestran en Ea figura 16-6a. Si la poiea A conectada al 
motor comienza a girar desde el punto de reposo con una aceiera- 
ci<6n angular constante de a A = 2 rad/s 2 , determine fas magnitudes 
de la velocidad y aceleracidn del punto P en la rueda, despuds de 
que la poiea ha realizado dos revoluciones. Suponga que la banda 
de transmisidn no se resbaia en fa poiea y la rueda. 

SOLUClON 

Movlmlento angular. Primeio convertiremos las dos revolucio¬ 
nes en radianes. Como una revolucidn equivale a 2irrad, emonces 



Como a A es constante, la velocidad angular de la poiea A es por 
consiguiente 


(C +) <u 2 = + 2 a c (6 — 0 O ) 

<4 = 0 + 2 (2 rad/s 2 ) (12.57 rad - 0) 
oi A = 7.090 rad/s 

La banda bene la misma velocidad y componente tangencial de la 
acelerackm cuando pasa por Ea poiea y la rueda. Por tanto, 



v = (o A r A = w B r B ; 7.090 rad/s (0.15 m) = M S (0.4 m) 

to B = 2.659 rad/s 

a, - a A r A = a B r B \ 2 rad/s 2 (0.15 m) = or B (0.4 m) 

a B = 0.750 rad/s 2 


Movlmlento de P. Como se muestra en el diagrams cinemadco 
en ta figura 16-66, tenemos 

V P = (o B r B = 2.659 rad/s (0.4 m) = 1.06 m/s Resp. 

(flp), = a B r B = 0.750 rad/s 2 (0.4 m) = 0.3 m/s 2 
(« B )„ = = (2.659 rad/s) 2 (0.4m) = 2.827 m/s 2 



Por tanto 


(b) 


Fig, 16-6 

a P = V(0.3 m/s 2 ) 2 + (2.827 m/s 2 ) 2 = 2.84 m/s 2 Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F16-L Cbando el engrane realiza 20 revoluciones alcanza 
una velocidad angular de to = 30 rad/s, a partir del punto 
de repose. Determine su aceleracidn angular constante y 
el tiemporequerido. 



FI6-2* El volante gira con una velocidad angular de at = 
(O.QO50 2 ) rad/s, donde 0est3 en radianes. Determine la ace- 
JeracWn angular cuando ha realizado 20 revoluciones. 



F16-3* El volante gira con una velocidad angular dew = 
(40*^) rad/s, donde 0est£en radianes. Determine el tiempo 
que requiere para alcanzar una velocidad angular dew = 
150 rad/s. Cuando t = 0, 0 = 0. 


F16-4. La cuerda que se enrolla alrededor de una rueda 
de tambor levanta la cubeta. Si el desplazamiento angu¬ 
lar de la rueda es 0 = (0.5r 3 + 15l) rad, donde t esti en 
segundos, detennine la velocidad y aceleracidn de la cube¬ 
ta cuando t = 3 s. 



H6-4 


F16-5- Una rueda tiene una aceleracidn angular de a = 
(0.5 0) rad/s 2 , donde 0est3 en radianes. Determine la mag- 
nitud de la velocidad y aceleracidn de un punto P loca- 
lizado en su borde despu£s de que la rueda ha realizado 
2 revoluciones. El radio de la rueda es de 0.2 m y comienza 
a girar desde el punto de reposo. 

F16-6* Durante un breve tiempo, el motor hace girar el 
engrane A con una aceleraeidn angular constante de ql a = 
4.5 rad/s 2 , a partir del punto de reposo. Determine la 
velocidad del cilindro y la distancia que recorre en tres 
segundos. La cuerda se enrolla en la polea D, la cual esli 
sdlidamente unida al engrane B. 

225 mm 




F16-3 


Flti-6 
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PROBLEMAS 


*16-L Un disco de 0.5 pie de radio gira con una veloci- 
dad angular initial de 2 rad/s y tiene una aceleracitin angu¬ 
lar cons la me de 1 rad/s 2 . Determine las magnitudes de la 
velocidad y aceleracidn de un punto en el borde del disco 
cuando t = 2 s. 

16-2, Justo despu^s de que se enciende el ventilador, el 
motor impdme a las aspas una aceleracidn angular a = 
(2Ge -0 *) rad/s 2 , donde t esti en segundos. Determine la 
rapidez de la punta P de una de las aspas cuando t = 3 s. 
^Cuintas revoluciones ha realizado el aspa en 3 s? Cuando 
t = 0 el aspa esti en reposo. 



Proh, 16-2 


16-3. El gancho esti sujeto a una cuerda que se enrolla 
alrededor del tambor. Si comienza a mo verse desde el 
punto de reposo con una aceleracidn de 20 pies/s 2 , deter¬ 
mine la aceleracidn angular del tambor y su velocidad 
angular despu*§s de que ha completado 10 revoluciones. 
^Cuintas revoluciones mis realizari el tambor despu^s de 
que hay a completado las primeras 10 y el gancho eon tin tie 
su descenso durante 4 s? 



r 


a = 20pies/s 1 


*16-4. El p^ndulo (rueda) de torsidn experimenta osci- 
laciones en el piano horizontal, de modo que el ingulo 
de rotacidn, medido con respecto a la posicidn de equi- 
librio, esti dado por S = (0.5 sen 3() rad, donde t esti en 
segundos. Determine la velocidad mixima del punto A 
localizado en la periferia de la rueda mientras el pindulo 
oscila. ^Cuil es la aceleraeidn del punto A en funcitin 
de /? 





Froti. 164 


*16-5. La ilustracidn muestra c6mo funciona el engrane 
de reversa de una transmisitin automotriz. Si el motor hace 
girar la flecha A a o) A = 40 rad/a, determine la velocidad 
angular de la flecha motriz, io B . El radio de cada engrane 
se enuncia en la figura. 



ti Hi 


a> A - 40 rad/s 
A 


r G - SO nun 
= r 0 - 40 mm 
r E = r H = 50 mm 
r F = 70 mm 


Proh* 16-3 


IRrob. 16-5 
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16-6* En la figura se muestra el mecanismo elevador del 
cristal de la ventanilla de un automdvil. Aqiaf la manija 
hace girar la pequefia rueda dentada C, que a su vez hace 
girar el engrane 5, coo lo cual gira la palanca fija AB que 
eleva el bastidor D doode descansa el cristal. El cristal se 
desliza libremente en el bastidor. Si se gira la tnaoija a 0.5 
rad/s, determioe la rapidez de los puotos A y E y la rapi- 
dez v w del cristal en el iostaote 0 = 30°. 



16-7- H radio del engrane A en la flecha mo triz del mo tor 
fiuera de borda es r A = 0.5 pulg y el del pifidn diferendal 
B en la h£lice es r B = 12 pulg. Determine la velocidad 
angular de la h£lice en t = 1.5 s, si la flecha motriz gira con 
una aceleracitin angular a = (400r 3 ) rad/s 2 , donde rest£ en 
seg undos. En principio, la h£lice esta en reposo y el arma- 
z6n del motor no se mueve, 

*16-8- Para el motor fuera de borda del problema 16-7, 
determine la magniiud de la velocidad y aceleracidn del 
punto P localizado en la punta de la h6Uce en el instante 
i = 0.75 s. 



*16-9- Cuando sdlo dos engranes est£n engranados, el 
engrane propulsor A y el engrane propulsado B siempre 
giraran en direcdones opuestas. Para hacerlos que giren 
en la misma direccidn se utiliza un engrane loco o gufa C. 
En el caso que se ilustra, determine la velocidad angular 
del engrane cuando t = 5 s, si el engrane A comienza a 
girar desde el punto de reposo con una aceleracidn angu¬ 
lar a A = (3f + 2) rad/s 2 , donde /est3 en segundos. 



16-10- Durante una r£faga de viento, las aspas de un 
molino de viento experimentan una aceleracidn angular 
de a = (0.20) rad/s 2 donde 0 est£ en radianes. Si inicial- 
rnente la velocidad angular de las aspas es 5 rad/s, deter¬ 
mine la rapidez del punto P, localizado en la punta de una 
de las aspas, justo despu^s de que £sta ha realizado dos 
tevoluciones. 



Probs* 16-7/8 


Prob* 16-10 
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Id'll El abrelaias funciona de mode que la lata pueda 
ser itnpulsada por la rueda motriz D. Si La flecha de la 
armadura S en el motor gira con una veloddad angular 
constante de 40 rad/s, determine la veloddad angular de 
la lata. Los radios de 5, la lata P, la rueda motriz D, y 
de los engranes A, B y C, son r s = 5 mm, r P = 40 mm, 
r D = 15 mm, r A = 20 mm, r B = 10 mm y t c = 25 mm, 
mspectivamente. 



Ptob. 16-11 


*16-12* Si el motor del taladro el£ctrico hace girar la fle¬ 
cha de la armadura S con una aceleracidn angular cons¬ 
tante de a s = 30 rad/s 2 , determine su veloddad angular 
despuds de que ha realizado 200 revoluciones a partir del 
puntode reposo. 

*16-13* Si el motor del taladro el^ctrico hace girar la 
flecha de la armadura $ con una veloddad angular de 
(o s = (lOGf 1 ^) rad/s, determine su velocidad y aceleracidn 
angulares en el instante en que ha realizado 200 revolu¬ 
tions, a partir del pun to de reposo. 



16-14* Un disco de 6 pulg de radio gira alrededor de un 
eje fijo con una velocidad angular de to = (2| + 3) rad/s, 
donde rest£ en segundos. Determine lascomponentes tan- 
gencial y normal de la aceleracidn de un punto localizado 
en el horde del disco cuando el desplazamiento angular es 
& = 40 rad. 

16-15* La polea A de 50mm de radio de la secador a de ropa 
gira con una aceleracidn angular de a A = (27^)rad/s 2 , 
donde & A esta en radianes. Determine su aceleracidn angu¬ 
lar cuando t = 1 s, a partir del punto de reposo. 

*16-16* Si la polea del motor A de 50 mm de radio de la 
secadora de ropa gira con una aceleracidn angular de 
a A = (10 + 5Qt) rad/s 2 , donde t est£ en segundos, determi¬ 
ne su velocidad angular cuando t = 3 s, a partir del punto 
de reposo. 



Probs* 16-15/16 

*16-17* La flecha $ de la armadura de la aspiradora gira 
con una aceleracidn angular de a = 4w 3 ' 4 rad/s 2 , donde to 
est£ en rad/s. Determine la velocidad angular del cepillo 
cuando t = 4 s, a partir del punto de reposo. Los radios de 
la flecha y el cepillo son de 0.25 pulg y 1 pulg, respectiva- 
mente. Ignore el espesor de la band a motriz. 



Probs* 16-12/13 


Prob* 16-17 
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16-18. El engrane A est£ acoplado con el engrane B 
oomo se muestra. Si A cotnienza a moverse desde el punto 
de reposo conuna aceleracidn angular constante de a A = 2 
rad/s 2 ,determine el tiempo necesario para que tfadquiera 
una velocidad angular de o> B = 50 rad/s. 


Pmb. 16-18 

16-19* El molino de viento de eje vertical se compone de 
dos aspas de forma parabdlica. Si dstas en principio est^n 
en reposo y comienzan a girar con una aceleracidn angular 
constante de at c = 0.5 rad/s 2 , determine la magnitud de la 
velocidad y aceleracidn de lospuntos.4 y £en el aspa des- 
pugs de que gsta ha realizado dos revoluciones. 

*16-20* El molino de viento de eje vertical se compone 
de dos aspas de forma parabdlica. Si dstas en principio 
estan en reposo y comienzan a girar con una aceleracidn 
angular constante de a c = 0.5 rad/s 2 , determine La magni- 
tud de la veloddad y aceleracidn de los puntos A y B en el 
aspa cuando t = 4 s. 


a £ . — 0,5 rad/s? 


16-21* EL disco gira originalmente a ^ = 8 rad/s. Si se 
le somete a una aceleracidn angular constante de « = 
6 rad/s 2 , determine las magnitudes de la veloddad y las 
componentes n y t de aceleracidn del punto A cuando t = 
0.5 s. 

16-22* El disco gira originalmente a = 8 rad/s. Si se le 
somete a una aceleracidn angular constante a = 6 rad/s 2 , 
determine las magnitudes de la velocidad y las componen¬ 
tes n y t de aceleracidn del punto B justo despugs de que la 
rneda realiza 2 revoluciones. 


Probs. 16-21/22 


16-23* El aspa C del cepillo mec^nico es propulsada por 
b polea A montada en la flecha de la armadura del motor. 
Si la aceleracidn angular constante de la polea A es a A = 
40 rad/s 2 , determine la velocidad angular del aspa cuan¬ 
do A ha realizado 400 revoluciones, a partir del punto de 
reposo. 


Pmhs* 16-19/20 


Prab. 16-23 
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*16-24* Durante un eorto tiempo el motor hace girar el 
engrane A con una aceleracidn angular de a A = (30f 1</2 ) 
rad/s 2 , donde / esti en segundos. Determine la velocidad 
angular del engrane D cuando t = 5 s, a partir del punto 
de reposo. En principio, el engrane A estd en reposo. Los 
radios de los engranes A^B^Cy D son r A = 25 mm, r 8 = 
100 mm, r € = 40 mm y r D = 100 mm, respectivamente. 

*16-25* El motor hace girar el engrane A de modo qua 
su velocidad angular se incrementa de manera uniforme 
desde 0 hasta 3000 rev/min despuds de que la flecha rea¬ 
lm 200 revoluciones. Determine la velocidad angular del 
engrane D cuando t = 3 s. Los radios de los engranes A , 
B, C y D son r A = 25 mm, r B = 100 mm, r c = 40 mm y 
r D = 100 mm, respectivamente. 


Pttihs* 16-24/25 

16-26* La rotacidn del brazo robdtico ocurre debido al 
movimiento lineal de los cilindros hidr^ulicos A y B. Si 
este movimiento hace que gire el engrane D en sentido 
horario a 5 rad/s, determine la magnitud de la velocidad 
y aceleracidn de La parte C sujetada por las quijadas del 
brazo. 


16-27* Durante un corto tiempo, el engrane A del motor 
de arranque de un automdvil gira con una aceleracidn 
angular de a A = (450r 2 + 60)rad/s 2 , donde t esU en segun¬ 
dos. Determine la velocidad y desplazamientos angulares 
del engrane B cuando / = 2 s, a partir del punto de reposo. 
Los radios de los engranes Ay B son de 10 mm y 25 mm, 
respectivamente. 

*16-2$* Duran te un corto tiempo, el engrane A del mo tor 
de arranque de un automdvil gira con una aceleracidn 
angular de a A = (SOw^Jrad/s 2 , donde to esti en rad/s. 
Determine la velocidad angular del engrane B despuds de 
que el engrane A ha realizado 50 revoluciones, a partir del 
punto de reposo. Los radios de los engranes A y B son 
10mm y 25 mm, respectivamente. 


Pmbs* 16-27/2$ 


*16-29. El engrane A gira con una velocidad angular 
constante de to A = 6 rad/s. Determine la velocidad angu¬ 
lar maxima del engrane By la rapidez del punto C. 


Prob* 16-26 


Prob* 16-29 
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16-30* Si en un principio el operador impulsa los peda- 
les a 20 rev/min y luego inicia una aceleracidn angular de 
30 rev/min 2 , determine la velocidad angular del volante F 
cuando t = 3 s. Observe que elbrazo del pedal estA conec- 
tado al plato de la cadena A, la cual al girar impulsa la 
polea acanalada B mediante un engrane de acoplamiento 
D. La banda se enrolla alrededor de la polea acanalada y 
luego impulsa la polea Ey el volante fijo. 

16-3L Si en un principio el operador impulsa los peda- 
les a 12 rev/min y luego inicia una aceleracidn angular de 
8 rev/min 2 , determine la velocidad angular del volante F 
despu^s que el pedal ha girado 2 revolueiones. Observe 
que el brazo del pedal estA conectado al plato de la cadena 
A, la cual al girar impuIsa la polea acanalada B median te 
un engrane de acoplamiento D. La banda se enrolla alre¬ 
dedor de la polea acanalada y luego impulsa la polea E y 
el volante fijo. 



Probs* 16-30/31 


* 16-33. Si la barra tomienza a moverse desde el pun to de 
teposo en la posiddn que se ilustra y un motor La impul¬ 
sa durante un corto tiempo con una aceleracidn angular 
de a = (1.5*0 rad/s 2 , donde t estA en segundos, determi¬ 
ne la magnitud de su velocidad y desplazamiento angular 
cuando f = 3 s s Localice el punto en la barra que tiene La 
velocidad y aceleracidn mMmas y calcule las magnitudes 
de la velocidad y aceleraridn de este punto cuando t = 3 s. 
La barra estA definida por z = 0.25 seno(?7y) m, donde el 
argumento del seno estA en radianes y y en metros. 



16-34* Si la flecha y la placa giran a una velocidad angu¬ 
lar constants w = 14 rad/s, determine la velocidad y ace- 
leracidn del punto C localizado en la esquina de La placa 
en el momento que se muestra. Exprese el resultado en 
forma vectorial cartesiana. 

16-35. En el instante que se muestra, La flecha y la placa 
giran a una velocidad angular constante de w = 14 rad/s 
y aceleracidn angular a. = 7 rad/s 2 . Determine la veloci¬ 
dad y aceleracidn del punto D localizado en la esquina de 
la placa en este momento. Exprese el resultado en forma 
vectorial cartesiana. 


*16-32* La rueda motriz A gira a una velocidad angular 
constante de to A . En un instance particular, el radio de la 
cuerda se enrolla en cada rueda como se muestra. Si el 
espesor de la cuerda es T, determine la aceleracidn angu¬ 
lar de la rueda B. 



z 



Ptob. 16-32 


Probs* 16-34/35 
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16.4 Analisis del movimiento absoluto 


Un cuerpo sometido a movimiento piano general experiments una 
traslacidn y rotacidn simultdneas. Si el cuerpo se representa como 
una I4mina delgada, 6sta se traslada en su piano y gira alrededor de un 
eje perpendicular a este piano. El movimiento puede especificaree por 
completo si se conocen tanto la rot acid n angular de una Iinea fija en el 
cuerpo como el movimiento de un punto en 61. Una forma de relacionar 
estos movimientos es utilizar una coordenada de posicidn recti line a s 
para tocatizar el punto a lo largo de su trayectoria y una coordenada 
de posicidn angular 9 para especificar la orientacidn de la Iinea. Las 
dos coordenadas se relacionan entonces por medio de la geometn'a del 
problems. Mediante la aplicacion directa de las ecuaciones diferenciales 
con respeeto al tiempo v = ds/dt, a = dv/dt, oi = dBjdt, y a = dtnjdt, 
entonces pueden relacionarse el movimiento del punto y el movimiento 
angular de la Iinea. Este procedimiento es semejante al que se utili- 
z6 para resolver problem as de movimiento dependiente que implican 
poieas,seccidn 12.9. En algunos cases, este mismo procedimiento puede 
utiBzarse para relacionar el movimiento de un cuerpo, que experiments 
o rotacion alrededor de un eje fijo o traslacidn, con el de un cuerpo 
conectado que experiments movimiento piano general. 


Procedimiento para el analisis 


La vefocidad y aceleracidn de un punto Pque experiments movi¬ 
miento rectilineo pueden relacionarse con la velocidad y acelera- 

cidn angulares de una Knea contenida en un cuerpo si se aplica el 

siguiente procedimiento. 

Ecuacion da coordenadas de posicion. 

• Localioe un punto Pen el cuerpo por medio de una coordena¬ 
da de posicidn s, la cual se mide con respeeto a un origenfijo y 
esti dirigida a lo largo de la trayectoria de movimiento en Iinea 
recta del punto P. 

• Mida con respeeto a una Iinea de referenda fija la posiddn 
angular 9 de una Iinea situada en el cuerpo. 

• Con las dimensiones del cuerpo, relacione s con 9, s =/(d), por 
medio de geometn'a y/o trigonometria. 

Derivadas con respeeto al tiempo. 

• Considere la primera derivada de s = f{9) con respeeto al tiem¬ 
po para obtener una relacidn entre v y <o. 

• Considere la segunda derivada con respeeto al tiempo para 
obtener una relacidn entre ay a. 

• Bn cada caso debe utilizarse la regia de la cadena del cfilculo 
cuando se consideren las derivadas con respeeto al tiempo de 
la ecuacidn de coordenadas de posicidn. Vea el apdndice C. 



La caja de volteo del camion gira alrededor 
de un eje fijo que pasa por el pasador A, y 
la hacti luncionar la extension del cilindro 
tiidraulico.SC La posidon angular de la caja 
puede especificarse mediante la coordenada 
de posidon angular 8 y la posiddn del punto 
C de la caja se especifica por medio de la 
coordenada de posicion rectilmea s. Como a 
y b son longitudes fijas , entonces las dos coor¬ 
denadas se relacionan por medio de la ley 
de los cosenos, j = "vV + fr 2 - 2ai?cos 8. 
La derivada con respeeto al tiempo de esta 
ecuacion relaciona la rapidez a la cual el 
cilindro tiidraulico se extiende a la veloddad 
angular de la caja. 
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EJEMPLO 16.3 


El extreme de la barra R en la figura 16-7 se mantiene en contacto 
con la leva por medio de un resorte. Si la leva gira alrededor de 
un eje que pasa por el punto O con nna aceleracibn angular « 
y una velocidad angular <«, determine la velocidad y aceleracibn de 
la barra cuando la leva estd en una posicibn arbitraria 9. 



Fig. 16-7 


SOLUCI(5n 

Ecuacion da coord an ad as da po$lcl6n. Se eligen las coordena- 
das 9 y x para reladonar el movimiento de rotation del segmento 
de Knea OA en la leva con la traslation rectiUnea de la barra. Es- 
tas coordenadas se miden con respecto al punto fijo O y pueden 
re I acton arse entre sf por medio de trigonometria. Como OC = 
CB = rcos 6, figura 16-7, entonces 

x = 2r cos 9 

Derivadas eon respecto al tlampo. Si utilizamos la regia de cilcu- 
lo de la cadena, tenemos 

dx _ . „.d9 

- = 

V — —7ro)sen9 Resp. 

dv _ / dti)\ d9 

lF = - 2 '[~^) sc " $ - 2r “ (cos6) ^ 

a = —2r (or send + a/cos 9) Resp . 

NOTA: los signos negatives indicanque v ya se oponen ala direccibn 
posidva de x. Esto parece razonable cuando visualice el movimiento. 
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EJEMPLO 16.4 


En tin instante dado, el cilindio de radio r, que se muestra en ta 
figura 16-8, dene una velocidad angular ta y una ace ter acid n angular 
a. Determine la velocidad y aceleracidn de su centro Gsi el cilindro 
rueda sin deslizarse. 


a* 



soluciOn 

Ecuacion de eoordenadas de posiddn. El cilindio experiments 
movimiento piano general puesto que se traslada y gira al mismo 
tiempo. Por inspecddn, el punto G se mueve en Imea recta hacia 
la izquierda, de G a G’, a rnedida que el cilindro rueda, figura 16-8. 
Por consiguiente, la coordenada de poskidn horizontal sg especi- 
ficari $u nueva posicion G', rnedida de G a G'. Ademis, a rnedida 
que el cilindro rueda (sin deslizarse), la longitud del arco A'Be n 
su borde, el cuat esti en contacto con el suelo de A a B, equivafe 
a s G ■ En consecuencia, el movimiento requiere que la linea radial 
GA gire 9 a la posicidn G'A'. Como el arco A'B = r9, entonces G 
recorre una distancia 

s c = rd 

Derivadas con respecto al tiempo. Si se consider an derivadas 
con respecto al tiempo de esta ecuacidn y se tiene en cuenta que 
r es constante, ta = d9/dt y a = dta/dt, se obtienen las relaciones 
necesarias: 

sc = rQ 

Vq = rto Resp,. 

Og = rot Resp. 

NOTA: recuerde que estas relaciones son vglidas sdlo si el cilindro 
(disco, rueda, bola, etedtera) rueda sin deslizarse. 
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EJEMPLO 16.5 



Fig. 16-9 


La ventana de la figura 16-9 se abre por medio de un ciBndro 
hidr3ulico AB. Si 6ste se extiende a una razdn constante de 0.5 m/s, 
determine la velocidad angular y aceleracidn angular de la ventana 
en el instante 9 = 30°. 


soluciOn 

Ecuacion de coordenadas de po$tcl6n. El movimiento angular 
de la ventana se obtiene por medio de la coordenada 9, mientras 
que la extension o movimiento a lo largo del cilindro hidraulico se 
define por medio de una coordenada s, la cual mide su longitud 
desde el punto fijo A hasta el punto mdvil B. Estas coordenadas se 
leiacionan con la ley de los cosenos, es deeir, 

s 2 = {2 m) 2 + (1 m) 2 - 2(2 m)(l m) cos 9 

s 2 = 5 - 4 cos 9 (1) 

Qiando 9 =30°, 


s = 1.239 m 

Derivadas eon respecto al tiempo. Si consideramos las deriva- 
das con respecto al tiempo de la ecu acid n 1, tenemos 

ds „ „.d9 

2s— = 0 - 4(-sen0)— 
dt K ’ dt 

j(Vj) = 2(send)tu (2) 

Como v s = 0.5 m/$, entonces cuando 9 = 30°, 

(1.239 m)(0.5 m/s) = 2 sen 30°<w 

ta = 0.6197 rad/s = 0.620 rad/s Resp. 

Al considerar la derivada con respecto al tiempo de la ecuacidn 
2 results 


ds , dv s n .d9 ..de) 

-ft + s — = 2(m 

+ sa s = 2(cos 9)a> 2 + 2(send)a 

Ya que a s = dvjdt = 0, entonces 

(0.5 m/s) 2 + 0 = 2 cos 30°(06197 rad/s) 2 + 2sen 30 rj a 

a = -0.415 rad/s 2 Resp. 

Como el result ado es negative, indica que la ventana tiene una 
desaceleracidn angular. 
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PROBLEMAS 


*16-36* La barra CD presiona a AB , y le imparte una 
velocidad angular. Si £sta se tnantiene en to = 5 rad/s, 
determine la magnitud requerida de la velocidad vde CD 
en funcion del angulo 8 de la barra AB. 



P tab. 16-36 


*16-37* El andamio $ se eleva por el movimiento del 
todillo A hacia el pasador B. Si A se aproxima a B con 
una rapidez de 1.5 pies/s, determine la rapidez a la cual 
se eleva La plataforma en funcidn de 8. Los largueros de 
4 pies estin conectados por medio de un pasador en su 
punto medio. 


16-38* El bloque se mueve a la izquierda con una velo- 
ddad constante v fl . Determine la velocidad y aceleracidn 
angulares de la barra en funcidn de 8. 



P*ob* 16-38 


16-39* Determine la velocidad y aceieracidn de la plata¬ 
forma P en funcidn del Angulo 8 de la leva C si £sta gira 
a una velocidad angular constante La conexidn de 
pasador no interfiere con el movimiento de Psobre C La 
plataforma est£ limitada a moverse verticalmente por las 
gutas verticales lisas. 




Prob* 16-37 


Prob* 16-39 
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*16-40* El disco A rueda sin deslizarse sobre la superficie 
del cilindro fijo B. Determine la veloeidad angular de A si 
la rapidez de su centro C es v c = 5 m/Sv ^Cuintas revolu- 
ciones realizar^ A alrededor de su centro justo despu£s de 
que el eslabdn DC complete una revolucidn? 


16-42* Los pasadores Ay B $61o pueden moverse en los 
carriles vertical y horizontal Si el brazo ranurado hace que 
A baje a v*, determine la veloeidad de B en funcidn de 0. 


ti>A 


16 


IVob* 16-40 



Proh* 16-42 



*1641* La manivela AB gira a una veloeidad angular 16-43* Elextremoj4delabarrase mueve a la izquierda a 

oonstante de 5 rad/s. Determine la veloeidad del bloque C una veloeidad constante v A . Determine la veloeidad angu- 

y la veloeidad angular del eslabdn BC euando & = 30°, lar to y aceleracidn angular a en funeidn de su posicidn x. 






x 


Pmh 16-41 


IVob* 1643 
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*16-44* Determine la velocidad y aceleracidn de la placa 
cuando 8 = 30°, si en este instante la leva circular gira alre- 
dedor del pun to fijo O a una veloddad angular to = 4 rad/s 
y a una aceleracidn angular a = 2 rad/s 2 . 



*16-45* Qi ando 8 — 30°, la manivela AB gira a una 
velocidad y aceleracidn angulares de to = 10 rad/s y a = 
2 rad/s 2 , respecdvamente. Determine la veloddad y acele- 
raeidn del bloque deslizante Cen este instante. Considere 
a = b = 03 m. 

16-46* Cuando 8 = 30°, la manivela AB gira a una veloci¬ 
dad y aceleracidn angulares de to = 10 rad/s y a = 2 rad/s 2 , 
tespectivamente. Determine la velocidad y aceleracidn 
angulares de la barra de conexidn BC en este instante. 
Considere a = 0.3 m y b = 0.5 m. 



16-47* La viga G de un puente levadizo se eleva y baja 
por medio del mecanismo de mando que se ilustra. Si el 
cilindro hidriulico AB se acorta a una velocidad constan- 
te de 0.15 m/s, determine la velocidad angular de la viga 
cuando 8 = 60°. 



*16-48* El hombre tira de la cuerda a una razdn constan- 
te de 0.5 m/s. Determine la velocidad y aceleracidn angu¬ 
lares de la viga cuando 8 = 60°. La viga gira en tamo a 
A. Ignore el espesor de la viga y el tamaflo de la polea. 



Frols* 1645/46 


Prob* 1648 




























336 


CapTTULO 16 Cl NEMATIC A PLANA DE UN CUERPO RfGIDO 


16 


*16-49* La ciavija B unida a la manivela AB se desliza en 
las ranuras de las barras seguidoras, las cuales se mueven 
a lo largo de las gufas vertical y horizontal. Si la manivela 
gira a una velocidad angular constante de (o = 10 rad/s, 
determine la velocidad y aceleracidn de la barra CD cuan- 
doa=3 0", 

16-50* La clavija B unida a la manivela AB se desliza en 
las ranuras de las barras seguidoras, las cuales se mueven 
a lo largo de las guias vertical y horizontal. Si la manivela 
gira a una velocidad angular constante de w = 10 rad/s, 
determine la velocidad y aceleracitin de la barra EFcuan- 
do 8 = 30°. 



16-51* Si el cilindro hidr^ulico AB se extiende a una 
razdn constante de 1 pie/s, determine la velocidad angular 
de la caja de volteo cuando 8 = 30°. 


*16-52* Si la cufia se mueve a la izquierda a u na velocidad 
constante v, determine la velocidad angular de la barra en 
fiuncidn de 8 . 



*16-53* En el instante que se muestra, el disco gira a una 
ve locidad a ng ular y una ace leracidn a ngu lar a . De termine 
la velocidad y ace leracidn del cilindro B en este instante. 
Ignore el tamafto de la polea C. 



I¥ob* 16-51 


Pta b* 16-53 
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16.5 Analisis de movimiento relative: 
veloddad 

EI movimiento piano general de un cuerpo rigido se describe como 
una combination de traslacibn y rotation. Para ver estos movimientos 
“componentes” por separado utitizaremos un tmdlisis de movimiento 
relativo que impKca dos con juntos de ejes de coordenadas. El sistema 
de coordenadas x, y est£ fijo y mide la poskidn absolutadc dos puntos 
A y B en el cuerpo, representado aqui como una barra, figura 16-lOa. 
Se har& que el origen de los sistemas de coordenadas x, y' coincida con 
el “punto base” A seleccionado, el cual por io general tiene un movi¬ 
miento conocido. Los ejes de este sistema de coordenadas se trasladan 
con respecto al marco fijo pero no giran con la barra. 



Fig. 16.10 


Position. El vector de posicidn r, 4 en la figura 16-10 b especifica la 
ubicacidn del “punto base” A y el vector de position relativa t B /a loca- 
liza el punto B con respecto al punto A. Mediante adicidn vectorial, la 
posicion de B es por tanto 


r^ = r * + tb/a 


Desplazamiento, Durante un instante de tiempo dt, los puntos 
Ay B experiment an los desplazamientos dr A y dr B como se muestra 
en la figura 16-106. Si consideramos el movimiento piano general por 
sus partes componentes entonces toda h barra primero se traslada una 
cantidad dt A de modo que A, el punto base, se mueve a su position 
final y el punto B a B', figura 16-10c. La barra gira entonces alrededor 
de A una cantidad d$ de modo que B' experimenta un desplazamiento 
relativo dr B < A y se mueve a su posicidn final B. Debido a la rotacidn 
sobre A , dr B / A = r B / A d9 y el desplazamiento de B es 


diB = dr a + dr B jA 


debido a la rotation alrededor de A 
debido a la traslation dezi 
debido a la traslation y rotation 



Tiempo t Tiempo t + dt 

Movimiento piano 
general 

(b) 



<c) 


16 
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A med ida que el bloque corredizo A se des plaza horizontalmente 
hacia la izquierda a una veloddad v A , hace girar la manivela CB en 
sentido contrario al de las maned lias del reloj, de mode que 65 
tangents a su trayectoria circular, es decir, hacia arriba a la izquierda. 
La biela AB que conecta esta sometida a movimiento piano general 
y en el instante que se muestra su velocidad angular es 


Veloddad. Para determinar la retacidn entre las vdocidades de 
bs puntos Ay B es necesario considerar Ea derivada con respecto al 
tiempo de la ecuacibn de posicibn o simplemente dividir la ecuacibn 
de desplazamiento entre dt. De esto results 


drg _ dr* d*B/A 

dt dt dt 

Los tbrminos dt B /dt = v B y dt A /dt = r* se miden con respec¬ 
to a los ejes fijos x,y y representan las vdocidades absolutas de los 
puntos A y B, respectivamente. Como el desplazamiento rela¬ 
tive lo provoca una rotacibn, la magnitud del tercer tbrmino es 
dr B j A jdt = r BjA d$/dt = r BjA & = r B/A to, donde toes la velocidad angu¬ 
lar del cuerpo en el instante considerado. Denotaremos este tbrmino 
como la veloddad relativa yb/ a , puesto que represents la velocidad de 
B con respecto a A medida por un observador fijo en los ejes trasla- 
dantes jc', /. Dkho de otra manera, la barra parece moverse como si 
grara con urn velocidad angular to con respecto al eje z que pasa por 
A. Por consiguiente, la magnitud de v B r A es v B /a = tor B /A y su direccidn 
es perpendicular a r B / A . Por consiguiente, tenemos 


▼b = + V B/A 


(16-15) 


donde 

v fi = velocidad del punto B 
v A = velocidad del punto base A 
v b/a = velocidad de B con respecto a A 
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T>ayectom 
del punto A 



Movimiento piano general 



(d) 


(e) 


(f) 


(g) 


Fig* 16-10 (cant) 


Lo que esta ecuacidn establece es que la velocidad de 3, figura 
16-I0d,$e determina a! considerarque toda ia barra se traslada con una 
velocidad de r^,figura 16-10e y que gira alrededor de A con una veloci- 
dad angular to, figura 16-10/. La adicidn vectorial de estos dos efectos, 
aplicada a 3, result a v 5 ,como se muestra enla figura 16-lftg. 

Como la velocidad relativa v B /a represent a el efecto del movimiento 
circular , alrededor de A, este termino puede expresarse por medio del 
producto vectorial v B / A =ta X rg^, ec uarid n 16-9. Por consiguien te, para 
su aplicacidn mediante un andlisis vectorial cartes*ano, tambten podemos 
escribir la ecu acid n 16-15 como 


16 


v fi = v A + w X r B/A 


(16-16) 


donde 

v B = velocidad de 3 
v A = velocidad del punto base A 
m = velocidad angular del cuerpo 
t B j A = vector de posicidn dirigido de A a 3 

La ecuacidn de velocidad 16-15 o 16-16 puede usarse de una mane- 
ra pr&tica para estudiar el movimiento piano general de un cuerpo 
rfgido el cual estd o conectado por pasador a, o en contacto con otros 
cueipos en movimiento. Cuando se aplica esta ecuacidn, los puntos A 
y 3 en general deben seleccionarse, como puntos en el cuerpo que 
estdn conectados por medio de un pasador a otros cuerpos, o como 
puntos en contacto con cuerpos adyacentes que tienen un movimiento 
conocido. Por ejemplo, el puntoAenelesiabdn ABen lafigura 16-lla 
debe moverse a lo largo de una trayectoria horizontal, mientras que el 
punto 3 lo haoe en una trayectoria circular. Por consiguiente pueden 
establecerse las direcciones de v A y ygpuesto que siempre son tangentes 
a sus trayectorias de movimiento,figura 16-llfe. En el caso de la rueda 
mostrada en la figura 16-12, la cual rueda sin deslizarse, el punto A en 
ella puede seleccionarse en el suelo. Aquf, la velocidad de A es cero 
(momentdneamente) puesto que el suelo no se mueve. AdemSs, el cen¬ 
tre de la rueda, 3, se mueve a lo largo de una trayectoria horizontal de 
modo que v e es horizontal. 




(b) 

Fig. 16-11 



v A = 0 
Fig. 16-12 
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Procedimiento para el analisis 


La ecuacidn de veioddad relativa puede apBcarse mediante anfi- 
Bsis vectorial cartesiano o bien si se escriben directamente las 
ecuaciones de componentes escalares x y y. Para su a plicae ion se 
sugiere el siguiente procedimiento. 

Analisis vectorial 
Diagrama cinematico. 

• Establezca las direcciones de las coordenadas x, y fijas y trace 
un diagrams cinematico del cuerpo. Indique en 61 las veloci- 
dades v A , v s de los puntos Ay BM velocidad angular *>, y el 
vector de posiddn relative t B j a . 

e Si las magnitudes de v A , v s o *>son inedgnitas, puede suponer- 
se el sentido de estos vectores. 

Ecuadon de velocidad. 

• Para aplicar vg = v A + *> X rg^.exprese los vectores en forma 
vectorial cartesians y sustitdyalos en la ecuacidn. Evalue el 
producto vectorial y luego iguaie los componentes i y j respec- 
tivos para obtener dos ecuaciones escalares. 

• Si la soluddn results en una respuesta mgativa para una mag- 
nitud desconocida, indica que el sentido del vector es opuesto 
al que se muestra en el diagrama dnematico. 

Analisis e scalar 
Diagrama cinemitico. 

• Si la ecuacidn de velocidad se va a aplicar en forma escalar, 
entonces deben establecerse la magnitud y la direccidn de la 
velocidad relativa vb/a- Trace un diagrama cinematico como se 
muestra en la figura 16-10g, el cual muestra el movimiento rela- 
tivo. Como se considera que el cuerpo debe estar “sujeto por 
medio de un pasador” moment a nea me me en el punto base A, la 
magnitud de v B /a es Vb/a = ^b/a- La direccidn de v B /a siempre 
es perpendicular a t B / a de acuerdo con el movimiento de rota- 
cidn tf> del cuerpo.* 

Ecuador) de velocidad. 

• Escriba la ecuacidn 16-15 en forma simbdlica v B = v A + v B /a, 
y debajo de cada uno de los tdrminos represente los vectores 
grgficamente de modo que muestren sus magnitudes y direc- 
dones. Las ecuaciones escalares se determinan con los compo¬ 
nentes x y y de estos vectores. 

*La notation v fl = v 4 + v fl/-4(paMdHr ) puede ser Util para recordar que A esU 
“conectado eon un pasador”. 
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EJEMPLO 16.6 


El eslabdn que se muestra en la figura 16-13a estd guiado por los 
bloques Ay B, los cuales se mueven en Ea ranuras fijas. Si la velo- 
ddad de A es de 2 m/s hacia abajo, determine la velocidad de B 
cuando 9 - 45°. 

SOLUCiCN (ANALISES VECTORIAL) 

Diagrams cinematico. Gomo los puntos A y B solo pueden 
moverse a lo largo de las ranuras fijas y v A estd dirigida hacia abajo, 
la velocidad v B debe dirigirse horizontalmente hacia Ea derecha, 
figura 16-136. Este movimiento hace que el eslabdn gire en sentido 
contrario al de las maneciilas del reloj; es deck, de acuerdo con la 
regia de la mano derecha la direcddn de la velocidad angular to es 
hada fuera, perpendicular ai piano del movimiento. Si se conocen 
la magnitud y direccibn de v A y las tineas de accidn de v B y *>, es 
posible apticar la ecuacidn de velocidad v B = v A + *> X t Bj , A a los 
puntos A y Bpara determinar las dos magnitudes desconocidas v& y 
ta. Como se necesita T BfA , tambidn se muestra en Ea figura 16-136. 

Ecua don de velocidad. Al expresar cada uno de los vectores en 
la figura 16-136 en funcibn de sus componentes i, j, k y aplicar la 
ecuaddn 16-16 a A, el punto base, y B, tenemos 

v fi = v A + *i x t B!A 

v& = —2j + [<uk X (0.2 sen 45°i - 0.2 cos 45°j)l 
v£ = —2j + 0.2iasen 45°j + 0.2<wcos45°i 

Si se igualan Eos componentes iy j se tiene 

v B = 0.2&)cos45° 0 = —2 + 0.2<wsen45° 

Por tanto, 

to = 14.1 rad/s ^ 

v s = 2 m/s —» Resp. 

Como ambos result ados son positives, las direccwnes de v B y *> son 
las correctas como se muestra en la figura 16-136. Debe recalcarse 
que estos resultados son vdtidos solo a n ef instante 9 = 45°. Con otro 
c&lculo de 9 = 44° se obtiene Vb = 2.07 m/s y m = 14.4 rad/s; mien- 
tras que cuando 9 = 46°, v B = 1.93 m/s y to = 13.9 rad/s, etcetera. 

NOTA: una vez conocidas la velocidad de un punto (A ) en el esla- 
bbn y la velocidad angular, se puede determinar la velocidad de 
cualquier otro punto en el estabbn. A manera de ejereicio, vea si 
puede apEcar la ecuadbn 16-16 a los puntos A y C,o a los puntos B 
y C, y demuestre que cuando 9 = 45°, v c = 3.16 m/s, dirigida a un 
Sngulo de 18.4° hacia arriba de la horizontal. 
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EJEMPLO 16.7 



El ciiindro de la figura 16-I4a rued a sin deslizarse sobre la super- 
ficie de una banda transportadora, la cual se mueve a 2 pies/s. 
Determine la vetocidad del punto A. El ciiindro tiene una velocidad 
angular en el senddo de las maneciHas del reloj <d = 15 rad/s en el 
instante que se muestra. 

SOLUClON I (ANALISIS VECTORIAL) 

Dlagrama csnematko. Como no hay destizamiento, el punto B 
en el ciiindro tiene la misma velocidad que la transportadora, figura 
16-146. Ademis, la velocidad angular del ciiindro es oonocida, asi 
que podemos apticar la ecuacidn de velocidad a B, el punto base, y 
A para determinar v A . 

Ecuacion de velocidad. 



(b) 


y A = v fi + <u X t a/b 

{v A )j + (v A ) y j = 2i + (-15k) X (-0.5i + 0.5j) 

(v A )j + (v A ) y j = 2i + 7.50j + 7.50i 

de modo que 

(V 4 )* = 2 + 7.50 = 9.50 pies/s (1) 

(^ 4 )^ = 7.50 pies/s ( 2 ) 

For tanto, 

V A = V(9.50) 2 + (7.50) 2 = 12.1 pies/s Resp. 

1 50 

9 = tan -1 ^ = 38.3° Resp. 



rad/s 


Movimiento relative 

(c) 

Fig* 16-14 


SOLUClON ll (ANALISIS ESCALAR) 

Como un procedimiemo alternativo, las componentes escalares de 
v a = v s + y A /B pueden obtenetse directamente. De acuerdo con el 
diagrama cinemitico que muestra el movimiento “circular” relaii- 
vo,eI cual produce v A/B , figura 16-I4e, tenemos 

v a/ b = vr A/B = (15 rad/s)( ) = 10.6 pies/s 


Por tanto, 

y A = y B + y A/B 




'(V A )y 

= 

’2 pies /s’ 


10.6 pies/s’ 

L 


. T . 


. —* . 


^£45° 


AI igualar las componentes x y y se obtienen los mismos resultados 
que antes, es decir, 

(-A,) (v^)^ = 2 + 10.6 cos 45° = 9.50 pies/s 

(+1) (v^) y = 0 + 10.6 sen 45° = 7.50 pies/s 
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EJEMPLO 16.8 


El cotlarfn C de la figura 16-15a desciende a 2 m/s. Determine la 
velocidad angular de CB en este instante. 

SOLUClON 1 (ANALISIS VECTORIAL) 

Dlagrama cinematico. El movimiento descendente de C hace 
que B se mueva a la derecha a lo largo de una trayectoria curva. 
Ademas, CB y AB giran en sentido oontrario al de las maneciflas 
del reloj. 

Ecuacion d« v« Foe Id ad. Eslabon CB (movimiento piano gene¬ 
ral): vea la figura 16-156. 


*b = v c + "cs x t b/c 
V B i = —2j + <a CB k X (0.2i - 0.2j) 
t)fli = —2j + 0.2<w CB j + 0.2<u CB i 

Vb — 0-2 (OcB (1) 

0 = —2 + 0-2 <ocb (2) 

o) CB = 10 rad/st) Resp. 

V B = 2 m/s -*• 




SOLUClON El (ANALISIS ESCALAR) 

Las ecuaciones de componentes escalates de vs = v c + v B /c 
se obtienen directamente. El diagrama cinemitico en la figura 
16-I5c muestra el movimiento “circular” relativo producido por 
vs/c. Tenemos 


▼b = + v B/c 


' v B ■ 


'2 m/s ' 


ei) CB (0.2V2 m) 

. 


.1 . 


<=£45° 



B 

Movimiento relative 

(C) 


Al resolver estos vectores en las direcciones x y y se obtiene 

( v a = 0 + « CB (0.2 V2cos 45°) 

(+ T) 0 = -2 + w CB (0.2 Vz sen 45°) 

las cuaies son las mismas que las ecuaciones 1 y 2. 

NOTA: como el eslabdn gira alrededor de un eje fijo y es cono- 
cida, figura 16-I5d, su veiocidad angular se determina con v a = 
<a AB r AB o 2 m /s = «,ib( 0.2 m), o) AS = 10 rad/s. 


^VTT 


02 m 


t lt * AB 


^j=2m/s 


(d) 

Fig. 16-15 
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EJEMPLO 16.9 



(a) 


La barra AB de la articulacidn que se muestra en !a figura 16-16s 
tiene una velocidad angular en et semido de las manecillas del relo] 
de 30 rad/s cuando 9 = 60°. Determine las velocidades angulares 
del eiemento BCy la rueda en este instante. 


SOLUDON (ANALlSiS VECTORIAL) 

Diagrams einematico. Por inspecddn, las velocidades de los 
puntos By C estSn definidas por la rotacidn del eslabdn AB y la 
rueda airededor de SUS ejes fijos. Los vectores de posicidn y la velo- 
ddad angular de cada eiemento se muestran en el diagrams cine- 
mfitico en Ea figura 16-166. Para tlegar a la soluctfn, escribiremos la 
ecuacidn cinematics apropiada para cada eiemento. 


Ecu add n de velocidad. Eslabon AB (rotacidn airededor de un 


qe fijo): 



0.2 m 


<°ab = 30 rad/s 


vs = was X r s 

= (-30k) X (0.2 cos 60°i + 0.2sen60°j) 
= {5.20i - 3.0j} m/s 


Eslabon BC (movimiento piano general): 


(b) 

Fig. 16-16 


V C = V B + m BC X r C/B 

Vci = 5.20i - 3.0j + (<w fiC k) X (0.2i) 
v c i = 5.20i + (O.2<0 BC - 3.0)j 
Vc - 5.20 m/s 


0 — 0.2(i) sc — 3.0 
(i>sc = 15 rad/s!) 


Resp. 


Rueda (rotacidn airededor de un eje fijo): 


v c = to D X r c 
5.201 = (<u c k) X <—O.lj) 

5.20 = O.l<«0 

<d d = 52.0 rad/s!) Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F16-7* Si el rodillo A se mueve a la derecha a una veloci- 
dad constante v A = 3 m/% determine la veloddad angular 
del eslabdn y la veloeidad del rodillo B cuando 6 = 30°. 



FL6-8, La rueda gira sin deslizarse con una veloeidad 
angular to = 10 rad/s. Determine la magnitud de la veloci- 
dad en el punto B en el instante que se muestra. 



F16-S 


F16-9* Determine La veloeidad angular del carrete. El 
cable se enrolla alrededor del ntfcleo intemo y el earrete 
no se desliza sobre la plataforma P. 



F16-10* Si la palanca OA gira eon una veloeidad angu¬ 
lar de to = 12 rad/s, determine la veloeidad del pistdn B 
y la veloddad angular de la barra AB en el instante que 
se muestra. 



F16-11* Si la barra AB se desliza a lo largo de la ranu- 
ta horizontal eon una veloeidad de 60 pies/s* determine 
la veloeidad angular del eslabdn BC en el instante que se 
muestra. 



F16-12* La veloeidad del extreme A del eslabdn es v A = 
3 m/s. Determine la veloeidad de la clavija B en este ins¬ 
tante. La clavija esb restringidaa moverse a lo largo de b 
tanura. 





FI6-12 
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CapTTULO 16 Cl NEMATIC A PLANA DE UN CUERPO RfGIDO 


PROBLEMAS 


16*54. El pifidn dent ado A rueda sob re la ere mailer a fija 
B eon una velocidad angular to = 4 rad/s. Determine la 
velocidad de La cremallera C. 

16-55. El piftdn dentado A rueda sobre las cremalleras B 
y C. Si if se desplaza a la derecha a 8 pies/s y Clo hace a 
la Lzquierda a 4 pies/s, determine la velocidad angular del 
pifidn dentado y la velocidad de su centro A. 


C 



16-58. Se lanza una bo la de boliche por el “callejdn’* 
(pista o bolera) con una rotacidn in versa de to = 10 rad/s 
mien Iras que su centro O tiene una velocidad hacia delan- 
te de Vq = 8 m/s. Determine la velocidad del punto A en 
contacto con el callejdn. 



Prob. 16-58 


16-59. Determine la velocidad angular del engrane y La 
velocidad de su centro O en el ins tan te que se muestra. 


*16-56. El engrane descansa en una cremallera horizon¬ 
tal fija. Se enrolla una cuerda alrededor delndcleo interno 
del engrane de modo que permanece tangente de manera 
horizontal al ndcleo interno en A. Si la cuerda se jala a la 
derecha con una velocidad constante de 2 pies/s* determi¬ 
ne la velocidad del centro del engrane, C, 

*16-57. Resuelva el problem a 16-56 con el supuesto de 
que la cuerda se enrolla alrededor del engrane en el senti- 
do opuesto, de modo que el extremo de la cuerda perma¬ 
nece tangente de manera horizontal al ntfeleo interno en B 
y se jala a la derecha a 2 pies/s. 



*16-60. Determine la velocidad del punto A en el horde 
del engrane en el instante que se muestra. 




Prohs. 16-56/57 


Ftob. 16-60 
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*16-61. La rotacidn del eslabon AB crea un movimiento 
oscilatorio del engrane F. Sij4Btienen una veloridadangu¬ 
lar de to AB = 6 rad/s, determine la velocidad angular del 
engrane i^en el instante que se muestra. Elengrane E esta 
rfgidamente unido al brazo CD y conectado con un pasa- 
dor D a un punto fijo, 



16-62. El pistdn P sube con una velocidad de 300 pulg/s 
en el instante que se muestra. Determine la velocidad 
angular del cigQefial AB en este instante, 

16-63. Determine la velocidad del centro de gravedad G 
de La biela en el instante mostrado. El pistdn P sube con 
una velocidad de 300 pulg/s. 


v P = 300 pulg/s 



*16-64. El sistema de e ngranes plane tarios se u tiliza en la 
transmisidn automitica de un automdvil. Bloquear o libe- 
rar de term in ados e ngranes tiene la ventaja de hacer que 
el automdvil funcione a diferentes velocidades. Considere el 
caso en que la corona dentada R se mantiene fija, io R = 0 
y el engrane sol S est A girando a to s = 5 rad/s. Determine 
la velocidad angular de cada uno de los engranes plane ta 
Py la flecba A. 



*16-65. Determine la velocidad del centro O del carrete 
cuando el cable se jala hacia la derecha con una velocidad 
de v. El carrete rueda sin deslizarse. 

16-66. Determine la velocidad del punto A en el borde 
extemo del carrete en el instante que se muestra cuando 
se jala el cable hacia la derecha con una velocidad de v. El 
carrete rueda sin deslizarse. 



Probs* 16-62)63 


Prohs. 16-65)66 
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Cap [tu lo 1 6 C i nemAtica plana de u n cu er po r[g i do 


16-67* La velocidad de La bicicleta es v = 4 pies/fe, y en el 
mismo imtante la velocidad angular de La rueda trasera en 
sen tide borario es to = 3 rad/s, la que hace que patine en su 
punto de contactor. Determine la velocidad del pun to .4. 



Pttih* 16-67 


*16-68* Si la velocidad angular de la barra AB es ta AB = 4 
rad/s> determine la velocidad del bloque corredizo Cen el 
instante que se muestra. 


*16-69* La unidad de bombeo se compone de la mani- 
vela AB, la biela BC , la viga balancin CDE y el tirante 
F. Si La manivela gira con una velocidad angular de o> = 
10 rad/s, determine la velocidad angular de la viga balan- 
cfn y la velocidad del tirante EFG en el instante que se 
muestra. 



16-70* Si el cilindro hidraulioo se acorta a una velocidad 
oonstante de v c = 2 pies/s, determine la velocidad angular 
deleslabdn ACBy la velocidad del bloque B $n el instante 
que se muestra. 

16-7L Si el cilindro hidraulico se acorta a una velocidad 
constante de v c = 2 pies/s, determine la velocidad del extre- 
mo A del eslabdn ACB en el imtante que se muestra. 




IVob* 16-68 


Probs* 16-70/71 
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*16-72* El tren de engranes epictclicos se compone de un 
engrane sol A el cual est3 acoplado al engrane planeta B. 
Este engrane tiene una mas a interna C la cual esii fija en 
B y engrana eon la corona dentada R. Si el eslabdn DE 
eonectado por medio de un pasador a By C gira a to DE = 
18 rad/salrededor del pasador £, determine las velocida- 
des angulares de los engranes planeta y sol. 



*16-73* Si La veloddad angular del eslabdn AB es o> AB = 
4 rad/sen el instante que se muestra, determine La velo¬ 
ddad del bloque corredizo E en este instante. Tambi^n, 
kJeniifique el tipo de movimiento de cada uno de los cua- 
tro eslabones. 



16-74* En el instante que se ilustra, el camidn viaja hacia 
la derecha a 3 m/s, mientras que el tubo rueda en sentido 
oontrario al de las manecillas del reloj a o> = 8 rad/s sin 
deslizarse en B. Determine la veloddad del centro G del 
tubo. 

16-75* En el instante que se ilustra, el camidn viaja hacia 
la derecha a 8 m/s. Si el tubo no se desliza en determine 
su veloddad angular si parece que su centro de masa G 
permanece estacionario para un observador en el suelo. 



P tabs* 16-74/75 


*16-76. El mecanismo de una mesa de impresidn oscilan- 
te es propulsado por la manivela AB. Si 6sta gira con una 
veloddad angular dew = 10 rad/s, determine la veloddad 
del punto Cen el instante que se muestra. 



16 


Prob* 16-73 


Fftih* 16-76 
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*16-77* El sistema de engranes plane La ties de una trans- 
misidn automatic® consta de tres engranes planeta A, B y 
C , montados en un portador D, y acoplados con el engrane 
sol Ey la corona dentada F, A1 controlar cu^l engrane del 
sistema planetario gira y cu&l recibe la potencia del motor, 
la transmisidn automatic a puede modi Hear La velocidad y 
direccidn del automtivil Si el portador gira con una velo- 
ddad angular en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj de a> D = 20 rad/s, mientras que la corona dentada lo 
hace con una velocidad angular en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj de = 10 rad/s^ determine la velocidad 
angular de los engranes plane ta y el engrane sol. Los radios 
de los engranes planeta y el engrane sol son de 45 mm y 
75 mm, respectivamente. 

16-78* El sistema de engranes planetarios de una trans- 
misidn autom^tica consta de tres engranes planeta A, By 
C, montados en un portador D, y acoplados con el engra¬ 
ne sol E y la corona dentada F, Al controlar cual engrane 
del sistema plane tario gira y cuil recibe la potencia del 
motor, La transmisidn automitica puede modificar la velo¬ 
cidad y direccidn del automdvil. Si la corona se man dene 
estacionaria y el portador gira con una velocidad angular 
en el sentido de las manecillas del reloj de w D = 20 rad/s, 
determine La velocidad angular de los engranes planeta y el 
engrane sol. Los radios de los engranes planeta y el engra¬ 
ne sol son de 45 mm y 75 mm, respeedvamente. 


*16-80* Si la corona dentada D gira en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj con una velocidad angular 
de w D = 5 rad/s mientras el eslabdn AB\a hace en el sen- 
ddo de las manecillas del reloj con una velocidad angular 
de to AB = 10 rad/s, determine la velocidad angular del 
engrane C. 




Probs* 16-77/78 


16-79* Si la corona dentada D se mantiene fija y el esla- 
b6n Ai? gira con una velocidad angular de a> AB = 10 rad/s, 
determine la velocidad angular del engrane C. 


•16-8L Si el bloque corredizo A se mueve a la derecha a 
v A = 8 pies/s, determine La velocidad de los bloques By C 
en el instante que se muestra. El elemento CD est3 conec- 
lado por medio de un pasador al elemento ADB . 



v A = 8 pies/s 


Prob* 16-81 
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16.6 Centro instantaneo de velocidad 
cero 

La velocidad de cualquier ptinto B localizado en un cuerpo n'gido 
puede obtenerse de una manera muy directa at seleccionar el punto 
base A como un punto de velocidad cero en el instante considerado. 
En este caso, v A = Oy por consiguiente la ecuacidn de velocidad, v s = 
+ *> x t B / a , se vuelve v B = to x r S//A . En el caso de un cuerpo que 
tenga movimiento piano general, el punto A ast seleccionado se llama 
centra instantaneo de velocidad cero (Cl) y se ubica en el eje instantd- 
neo de velocidad cero. Este eje siempre es perpendicular ai piano de 
movimiento y la intersecdbn del eje con el piano define la ubkacidn 
del CL Como el punto A coincide con el C/,entonces v B = to X t B /ci 
y por tanto el punto B se mueve momentfineamente alrededor del Cl 
en una trayectoria circular, expresado de otra manera, el cuerpo parece 
girar alrededor del eje instantaneo. La rmgnitud de \ B es simptemente 
Vb = a>r B /ci, donde to es la velocidad angular del cuerpo. Debido at 
movimiento circular, la direccion de v B siempre debe ser perpendicular 

3 t BjCI- 

Por ejemplo, el Cl de la rueda de la bicicleta de la figura 16-17 est4 
en el punto de contacto con el suelo. Allf los rayos son un tanto visi¬ 
bles, mientras que en la parte superior de rueda se ven borrosos. Si nos 
imaginamos que la rueda esta momentineamente fija por medio de un 
pasador en este punto, se pueden determinar las veiocidades de varios 
puntos con v = tor. Aquf, las distances radiates mostradas en la foto, 
figura 16-17, deben determinate mediante la geometn'a de la rueda. 


16 



Fig. 16-17 
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16 




Va = 


Localization del C/con 
v A y itjconocidfis 

(a) 


0 



Localizacidn del Cl 
oo n las direcriones 
de \ A y conoddas 

fb) 


Fig. 16 18 



Localization del Cl 
eon v A y v e eonoddas 

(d) 


Localizacion del Cl. Para locaiizar el C7 podemos partir del 
hecho de que la veloddad de un punto en el cuerpo siempre es perpen¬ 
dicular ai vector de position relative dirigklo desde Cl hacia el punto. 
Se presentan varias posibifidades: 

• La velocidad r* de un punto A en el cuerpo y la velocidad angular 
m del cuerpo se conocen, figura 16-18«. En este caso, el Cl se en- 
cuentra a fo largo de la li'nea trazada perpendicular a y* en A,de 
modo que fa distancia de A al Cl es r A , CI = v A (<o. Observe que el 
C/queda arriba a la derecha de A puesto que v A debe provocar 
una velocidad angular en el sentido de las manecillas del reioj to 
alrededor del Cl. 


• Las Uneas de action de dos velotidades no paralelas v A y v B se 
conocen, figura 16-18&. Trace en fos puntos Ay B segmentos de 
inea perpendiculares a v* y y B - Al extender estas perpendiculares 
hasta su punto de intersection como se muestra, se localiza el Cl 
en el instante considerado. 


* La magnitud y direction de dos velotidades paralelas y* y v B se 
conocen. En este caso, la ubicacidn del Cl se determina por medio 
de triingubs propordonales. En las figuras 16-18c y c/se muestran 
algunos ejemplos. En ambos casos r A j Ci = v A /a> y r B ja = v B /u). 
Si d es una distancia conocida entre los puntos dyB, entonces 
en la figura 16-18c, r A r a + r B /ci = dy en la figura 16-18d, r B /ci — 

r AfCl = d. 
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Cuando la tabla se desliza hada abajo a la 
izquierda experimenta un movimiento piano 
general. Como las direcciones de las velodda- 
des de sus extremes Ay B son conoddas, el Cl 
se localiza como se mnestra. En este instante 
la tabla girara momentaneamente alrededor 
de este punto. Dibuje la tabla en otras vaiias 
posidones y establezca el Cl en cada case. 


Dese cuenta que el punto seleccionado come el centre instantfineo de 
velocidad cero de! cuerpo solo puede ser utilizado en el instante conside- 
rejdoptiesto que el cuerpo eambia de posicidn de un instante a! siguien- 
te. El lugar geometrico de los puntos que definen la ubicacidn del Cl 
durante el movimiento del cuerpo se Hama centroda> figura 16-18 g, 
y por tanto cada punto en la centroda aetda como el Cl del cuerpo sdlo 
por un instante. 

Aun cuando el Cl puede ser utilizado con muclio provecho para 
determinar la velocidad de cualquier punto de un cuerpo, por lo general 
no dene ace le roc ion cero y en consecuencia no se le debe utilizar para 
determinar las aceleraciones de los puntos de un cuerpo. 


Procedimiento para el analisis 


La velocidad de un punto de un cuerpo sometido a movimien- 
to piano general puede determinarse con referenda a su centro 
instantdneo de velocidad cero siempre que primero se estabiezea 
la ubicacidn del Cl mediante uno de los tres mdtodos antes des- 
critos. 

• Como se muestra en el diagrams cinem^tico de la figura 16-19, 
nos imaginamos el cuerpo como “extendido y fijo por medio de 
un pasador” en el Cl de modo que, en el instante considerado, 
gira alrededor de este pasador con su velocidad angular &>. 

• La rmgnitud de la velocidad de cada uno de los puntos arbitra- 
rios A, B y C en el cuerpo puede determinarse por medio de 
la ecuacidn v = wr, donde res la distancia radial del Cl a cada 
punto. 

• La tinea de acrid nde cada vector de velocidad v es perpendicular 
a su line a radial asoriada r, y la velocidad tiene un sentido de 
direction que tiende a mover el punto de una manera consisten- 
te con la rotacidn angular *> de la lines radial, figura 16-19. 
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EJEMPLO 16.10 


Demuestre cbmo se ubica el centro instantaneo de velocidad cero 
para (a) el elemento BC que se ilustra en la figura 16-2(to y (b) el 
estabdn CBquese muestra en la figura 16-20c. 





(b> 


soluciOn 

Part* (a). Como se muestra en la figura 16-20a, el punto B descri¬ 
be una trayectoria circular de modo que v s es perpendicular a AB. 
Pbr oonsiguiente, actda a un Angulo 9 desde la horizontal como se 
muestra en la figura 16-206. El movimiento del punto B hace que el 
piston se mueva hacia delante de manern horizontal con una veloci- 
dad v c . Cuando las tineas se trazan perpendiculares a yb y vc, figura 
16-206, se intersecan en el Cl. 

Part* (b). Los punt os By Csiguen trayectorias circulares de movi¬ 
miento puesto que cada uno de los estabones AB y DC se someten 
a rotadbn atrededor de un eje fijo, figura 16-20c. Como la velocidad 
siempre es tangente a la trayectoria en el instante considerado, v c 
en la barra DC y en la barra AB estAn dirigidas verticalmente 
hada aba jo, a to largo del eje del eslabbn CB, figura 16-20d. Line as 
radiales trazadas perpendiculares a estas dos veloddades forman 
Sneas para lei as que se intersecan en “infinito”, es decir, r C /ci -* oo 
y rs/a -* oo. Por tanto, o) C b = (vc/rc/a) —*■ 0. Por consiguiente, el 
eslabbn CB se traslada momentAneamente. Un instante despuds, sin 
embargo, CB quedarA en una posidbn inclinada, lo que hace que el 
Cl se mueva a afguna ubicadbn finita. 
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EJEMPLO 16.11 


El bloque D en la figura 16-21 a se mueve con una rapidez de 3 m/s. 
Determine las velocidades angulares de los eslabones BDy ABen 
el instante que se muestra. 



(a) 


S0LUO6N 

A medida que D se mueve a la derecha, hace que AB gire en el 
sentido de las manecillas del reloj alrededor del pumo A. Por consi- 
guiente, v s est£ dirigida perpendicular a AB. El centro instantineo 
de velocidad cero de BD esti en la interseccidn de los segment os de 
Ifnea trazados perpendiculares a v s y v D , figura 16-21b. Por la geo- 
metrfa. 


r B [ C i = 0.4 tan 45° m = 0.4 m 


rD/ci ~ 


0.4 m 

cos 45° 


= 0.5657 m 


Como la magnitud de v D se conoce, la velocidad angular del esla- 
bon BD es 



(b) 


Vr> 3 m/s 

<*bd = ~ -= n .,. 7 = 5.30 rad/s } Resp. 

r D/ci U.5G57 in 

La velocidad de B es por consiguiente 

Vb = &BD(rB/ci) = 5.30 rad/s (0.4 m) = 2.12 m/s ^45^ 
Segun la figura 16-21c, la velocidad angular de AB es 
V B 2.12 m/s 

< 1 > AB = -= ——-= 5.30 rad/s? Resp. 

r B /A 0.4 m 

NOTA: trateyresuelvaesteprobiemaporlaaplicacidndev fl = v s + 
v DjB af elemento BD. 



2X1 m/s 


(c) 

Fig* 16-21 
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EJEMPLO 16.12 


El cilindro que se muestra en la figura 16-22» rueda sin deslizarse 
entre las dos placas mdviles Ey D. Determine la velocidad angular 
del cilindro y la velocidad de su centro C. 


| CO (0 (0 CO © (0 (0 © (•) C•) © (•) | 


1 

1 

E 

1,0425 m/ 

0 

Vd - 0.4 m/s 

B " D 

-- c 

i 


0 © © © © © ® @ © © © ® 

(a) 



0.4 m/s B 
(b) 

Fig* 16-22 


SOLUCI6N 

Como no hay deslizamiento, los puntos de contacto A y B en el 
dlindro tienenlas mismas velocidades que las placas Ey D, respec- 
dvamente. Ademis, las velocidades v, 4 y v s son parole las, de modo 
que por Ea propoicionaKdad de los triinguios recti ngulos el Cl se 
sicuentra en un punto sobre la b'nea AS, figura 16-226. Si supone- 
mos que este punto esti a una distancia x de B,tenemos 

Vb = tax', 0.4 m/s = aix 

Va = a)(0.25 m — *); 0.25 m/s = <w(0.25 m — jc) 

Si se divide una ecuackm entre la otra se elimina tn y se obtiene 


0.4(0.25 - x) = 0.25j: 
x = = 0.1538 m 

Por consiguiente, la velocidad angular del cilindro es 


0.4 m/s 

a} = — = — = 260 rad/s J 

x 0.1538 m ' 


La velocidad del punto C es, por consiguiente, 


Resp. 


v c = air c/d = 2.60 rad/s (0.1538 m - 0.125 m) 
= 0.0750 m/s *— 


Resp . 
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EJEMPLO 16.13 


El cigilefial AB gira en el sentido de las manecillas del reloj con una 
velocidad angular de 10 rad/s, figura 16-23a. Determine la veloci¬ 
dad del pistdn en el instante que se muestra. 



(a) 


SOLUClON 

El cigiieflal gira alrededor de un eje ft jo, y por tanto la velocidad del 
punto B es 

v B = 10 rad/s (0.25 pie) = 2.50 pies/s 45° 

Como las direccionesde las veiocidades de By Cse conocen, enton- 
ces el Cl de biela BC se encuentra en la intersecridn de fas Itneas 
extendidas a partir de estos puntos, peipendiculares a v s y v c , figura 
16-23 b. Las magnitudes de r fi/c/ y r c ^se obtienen eon la geometrfa 
del triAngulo y la ley de los senos, es decir, 

0.75 pie r B'ci 

sen 45° sen 76.4° 

r Bjci = 1031 pies 

0.75 pie r qci 

sen 45° sen 58.6° 

r c/ci = 09056 pie 

El sentido de rotacibn de *» sc debe ser el mis mo de la rotacibn oca- 
sionada por v s alrededor del C/,la cual es en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. Por consiguiente, 


w ec - 


Vb 

Os jCl 


2.5 pies/s 
1.031 pies 


= 2.425 rad/s 


Con este resultado, la velocidad del pistdn es 


Vc = (i>Bc r cfcr = (2.425 rad/s)(0.9Q56 pie) = 2.20 pies/s Resp. 



Fig. 16-23 
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CapTTULO 16 Cl NEMATIC A PLANA DE UN CUERPO RfGIDO 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F16-13* Determine la veloddad angular de la barra y la 
veloddad del punto C en el instante que se muestra. 


I<16»16. Si el cable AB se desenrolla con una rapidez de 
3 m/s y la de la cremallera Ces de 1 .5 m/s, determine la ve¬ 
loddad angular del engrane y la veloddad de su centro O. 




F16-13 


F16-16 


F16-14* Determine la veloddad angular del eslabdn BC 
y la veloddad del pistdn Cen el instante que se muestra. 



’-0,6 m " 12 m 


F16-14 


F16-15. Si el centro O de la rued a se mueve con una 
veloddad de v Q = 6 m/s> determine La veloddad del punto 
A en la rueda. La cremallera tfesta fija. 


F16-17* Determine la veloddad angular del eslabdn BC 
y la veloddad del pistdn Cen el instante que se muestra. 



F16-17 


F16-18* Determine la velocidad angular de los eslabones 
BC y CD en el instante que se muestra. 





FI6-15 


F16-18 
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PROBLEMAS 


16-82* Resuelva el problems 16-54 con el m£todo de cen¬ 
tra instant^neo de velocidad cero. 

16-83* Resuelva el problems 16-56 con el m£todo de cen¬ 
tre instant^neo de velocidad cero. 

*16-84* Resuelva el problems 16-64 con el metodo de 
centro instant^neo de velocidad cero. 

*16-85* Resuelva el problems 16-58 con el m£todo de 
centro instantdneo de velocidad cero. 

16-86* Resuelva el problems 16-67 con el m£todo de cen¬ 
tro instantsneo de velocidad cero. 

16-87* Resuelva el problems 16-68 con el m^todo de cen¬ 
tro instaniineo de velocidad cero. 

*16-88* La rueda gira sobre su maza sin deslizsrse sobre 
la superficie horizontal. Si la velocidad de su centro es 
v c = 2 pies/s hacia la derecha, determine las velocidades 
de los puntos A y B en el instante que se muestra. 


•16-89* Si la velocidad angular del eslabdn CD es (*>cd = 
6 rad/s, determine la velocidad del punto E en el eslabdn 
BC y la velocidad angular del eslabdn AB en el instante 
que se muestra. 




m 03 


6rad/s 


0.6 m 
D 


Prob* 16-89 


16-90* En el instante que se muestra, el camidn viaja 
hacia la derecha a 3 m/s, mientras que el tubo rueda en 
sentido contrario al de las maneciUas del reloj a = 
6 rad/s sin deslizsrse en B. Determine la velocidad del 
centra Gdel tubo. 



Frab* 16-90 



16-91* Si al centro O del engrane se le imprime una velo- 
ddad de v Q = 10 m/s> determine la velocidad del bloque 
corredizo B en el instante que se muestra. 



Prob* 16-88 


Prob* 16-91 
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*16-92* Si se jala hacia abajo el extremo A de la cuerda 
con yna velocidad de v A = 4 m/s, determine la veloddad 
angular del carrete y la veloddad del punto C localizado 
en su borde extemo. 



Ffrib. 16-92 


*16-93* Si el extremo A del cilindro hidraulico se mueve 
con una velocidad de v A = 3 m/s, determine la veloddad 
angular de la barra BC en el instante que se muestra. 



16-94* La rueda est£ rigidamente conectada al engrane 
A , el cual est3 acoplado con las cremalleras D y E. Si la 
velocidad de D es v D = 6 pies/s hacia la derecha y la rueda 
gira sobre la cremaliera Csin desiizarse* determine la velo¬ 
ddad de la cremaliera E, 

16-95* La rueda est3 conectada fuertemente al engrane 
A , el cual esU acoplado con las cremalleras D y E. Si las 
cremalleras tienen una velocidad de v D = 6 pies/s y v E = 
10 pies/s, demuestre que es necesario que la rueda se desli¬ 
ce sobre la cremaliera fija C. Tambi£n determine la veloci¬ 
dad angular del engrane y la velocidad de su centre O, 



Probs* 16-94/95 


*16-96* Si la velocidad de C es Vc = 3 m/s> determine la 
velocidad angular de la rueda en el instante que se muestra. 



Fro b* 16-93 


Prob. 16-96 
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*16-97* La unidad de bombeo de petrdleo se compone de 
una viga balancfn AB , una biela DC y una manivela CD. Si 
dsta gira a una velocidad constante de 6 rad/s, determine 
la velocidad de la barra de suspensidn H en el instants qua 
se muestra. Sugerencuv el punto B sigue una trayectoria 
drcular alrededor del punto Ey por consiguiente la veloci¬ 
dad de B no es vertical. 



16-98* Si la maza dentada H y la corona dentada R tie- 
nen velocidades angulares (o H = 5 rad/s y a> R = 20 rad/s, 
tespectivamente, determine la velocidad angular w s del 
engrane recto 5 y la velocidad angular del brazo OA. 

16-99* Si la maza dentada H tiene una velocidad angular 
= 5 rad/s, determine la velocidad angular de la corona 
dentada R de rnodo que el brazo OA el cual est4 conecta- 
do por medio de un pasador al engrane recto Spermanez- 
ca estacionario (to OA = 0). ^Cuil es la velocidad angular 
del engrane recto? 


*16*100* Si la barra AB gira con una velocidad angular 
to AB = 3 rad/s> determine la velocidad angular de la barra 
DCen el instante que se muestra. 

*16-10L Si la barra AB gira con una velocidad angular 
to AB = 3 rad/s, determine la velocidad angular de la barra 
CD en el instante que se muestra. 


C 



16-102* El mecanismo que se utiliza en un motor marine 
se compone de una manivela AB y dos bielas BC y BD. 
Determine la velocidad del pistdn en C cuando La manivela 
esta en la posicidn que se muestra y su velocidad angular es 
de 5 rad/s. 

16-103* El mecanismo que se utiliza en un motor marino 
se compone de una manivela AB y dos bielas BC y BD . 
Determine la velocidad del pistdn en D cuando la manive¬ 
la estd en la posicidn que se muestra y su velocidad angular 
es de 5 rad/s. 




IVobs* 16-98/99 


Probs* 16-102/103 
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*16-104* Si el volante A gira con una velocidad angular 
de to A — 10 rad/s, determine la velocidad angular de la 
rueda if en el instante que se muestra. 


16-106* La placa cuadrada est3 limitada a mo verse en las 
ranuras en A y B. Cuando 8 = 30°, el punto A se mueve 
a Va = 8 m/s, Determine la velocidad del punto C en el 
instante que se muestra. 

16-107* La placa cuadrada est£ limitada a mo verse en las 
ranuras en A y B. Cuando 8 = 30°, el punto A se mueve 
a Va = 8 m/s. Determine la velocidad del punto D en el 
instante que se muestra. 


01 m 


Frob. 16-104 


*16-105* Si la manivela AB gira con una velocidad angu¬ 
lar de (o AB = 6 rad/s, determine la velocidad del centra O 
del engrane en el instante que se muestra. 


Va~ 8 m/s 

Frobs* 16-106/107 


*16-108* El mecanismo produce movimiento intermi- 
lente del eslabdn AB. Si la rueda dentada S gira con una 
velocidad angular de to s = 6 rad/s, determine la velocidad 
angular del eslabdn AB en este instante. La rueda dentada 
Se std montada en una flee ha aparte de una flecha colineal 
conectada a AB en A. El pasador en C est3 conectado a 
uno de los eslabones de la cadena. 


Prnb, 16-105 


Prob. 16-108 
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16.7 Analisis del movimiento relativo: 
aceleracion 

Una eeuacidn que refarione la aceleracion de dos puntos en una barra 
(ctierpo n'gido) sometida a movimiento piano general puede determi- 
narse al diferenciar v s = v A + y B / a con respecto al tiempo. De aqu* 
resulta 

dva _ dv A dv B f A 
dt dt dt 



Trayectoria del 


Trayectoriadel 
Movimiento piano general P unto ^ 

(a) 


Los tdrminos dY S fdt — % y dvjdt = n A se miden con respecto a un 
sistema de ejes x,yfijos y repiesentan las aceleraciones absolutas de 
los puntos B y A. El ditimo tdrmino represents la aceferaddn de B con 
respecto a A medida por un observador fijo en los ejes trasladantes x > , 
y' los cuales tienen su origen en el punto base A. En la seccidn 16.5 se 
demostrd que para este observador el punto B parece moverse a lo 
largo de un arco circular con radio de curvatura r B j A . Porconsiguiente, 
a b/a puede expresarse en ftinddn de sus componentes tangencial y nor¬ 
mal; es decir, a B/A = (a fl/A ), + (a^ M )„,donde (a B/A ) t = ar B/A y (« fi/A )„ 
= t^r B j A . Por tanto, la ecuacidn de aceleracidn relativa se escribe en 
la forma 


aa = a A + (aa/>i)( + (ua/a)*! 


(16-17) 



Tradacidn 

(b) 


donde 

a 8 = aceleracidn del punto B 
a A = aceleraddndel punto A 

(®8/a)/ = eomponente de aceleradOn tangencial de B con respec¬ 
to a A. La magnitud es {a B j A ) t = ar B / A y la direccion es 
perpendicular a r B/A . 

(a 8/A ) n = eomponente de aceleracidn normal de Scon respecto 
a A. La magnitud es (a B f A ) n = i^r B j A y la direccion 
siemprees de Sharia A, 

En la figura 16-24 estdn representados grificamente los tdrminos de 
la ecuaeidn 16-17. Aqui se ve que en un instante dado la aceieracidn 
de S, figura 16-24«, se determina al considerar que la barra se traslada 
con una aceleracidn a A ,figura 16-246y simuftineamente gira alrededor 
del punto base A con una velocidad angular instanrinea &> y una acele- 
racidn angular a, figura l6-24c. La adiridn vectorial de estos dos efec- 
tos, aplicados a S, resulta en a 8 ,como se muestra en la figura 16-244. 
En la figura 16-24 a se ve que como ios puntos A y S se mueven a lo 
largo de trayectorias curvmM aceleracidn de estos puntos tendrin tanto 
componentes tangenciales como normales. (Recuerde que la aceleracidn 
de un punto es tangente a la trayectoria solo cuando dsta es recdlmea o 
cuando es un punto de inflexion en una curva.) 



Rotaridn alrededor del 
punto base A 

(0 



Fig. 16-24 
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16-25 


Como los componentes de aceleracidn relativa represen tan el efecto 
de movimiento circular observado desde ejes trasladantes que tienen 
su origen en el punto base A, estos tdrminos pueden expresarse como 
(ae/A)/ ■ « X tb/a y (%/a)« = ~m 2 t b/a , ecuacidn 16-14. Por tanto, la 
ecuacidn 16-17 se escribe 


a* = + « x T B jA ~ 


(16-18) 


donde 

as = aceleracidn del punto B 
a A = aceleracidn del ptinto base A 
a = aceleracidn angular del cuerpo 
m = velocidad angular del cuerpo 
t B / A = vector de postckm dirigido de A a B 




Fig. 16-26 


Si la ecu acid n 16-17 o la 16-18 se aptican de una manera prictica para 
estudiar el movimiento aceterado de tin cuerpo rigido el cual esti conecta- 
do por medio de un pasador a otros dos cuerpOS,habri que tenerencuen- 
ta que los puntos que coinciden en el pasador se mueven con la misma 
aceleracidn , puesto que la trayectoria del movimiento sobre la cual viajan 
es la misma. Por ejemplo, el punto B situado o en la barra BA o en la 
barra BC del mecanismo de manivelas de la figura 16-25a tiene fa misma 
aceleracidn, puesto que las barras estin conectadas por el pasador en B. 
Aqul el movimiento de B ocuire a lo largo de una trayectoria circular, de 
modo que a e puede expresarse enfuncidn de sus componentes tangencia- 
les y normales. En el otro extremo de la barra BC el punto C se mueve a 
lo laigo de una trayectoria de Unea recta, definida por el pistdn. Portanto, 
ac es horizontal, figure 16-256. 

Si dos cuerpos se ponen en contacto sin deslizarse, y los puntos 
en contacto se mueven a lo largo de trayectorias diferentes, entonces 
las componentes tangenciales de su aceleracidn serin las mismas; sin 
embargo, las componentes normales en general no serin las mismas. 
Por ejemplo, considers los dos engranes acoplados en la figure 16-26 a. 
El punto A se encuentra en el engrane By un punto coincidente A' se 
encuentra en el engrane C. Debido al movimiento de rotacidn, (a A )i = 
(a A ),; sin embargo, como los dos puntos siguen trayectorias circulares 
diferentes, (a A )„ * (a A ')« y P° r consiguiente a A * tw, figure 16-266. 
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Procedimiento para el analisis 


La ecuacidn de aceleracidn reiativa puede aplicarse entre dos 
puntos A y B de un cuerpo o por medio de aniBsis vectorial car- 
tesiano, o escribir las ecuaciones de componentes escalares x y y 
directamente. 

Analisis do la voloddad- 

• Determine la velocidad angular *> del cuerpo por la velocidad 
o>mo se vio en la secridn 16.5 o 16.6. Adernds, determine las 
velocidades y v B de los puntos Ay B $ estos se mueven a lo 
largo de trayectorias curvas. 

Analisis vectorial 
Diagrama cinematico. 

• Establezca la direcddn de las eoordenadas .r, y fijas y trace el 

diagrama cinemdtko del cuerpo. Indique en 61 Sa> *s> « y *bia- 

• Si los puntos A y B se mueven a lo largo de trayectorias curvas, 
entonces sus aceleraciones deben indicarse en fttncidn de sus 
oomponentes tangenciales y norma les, es decir, a A = (a^), + 
(»a)„ y »b = Oe)/ + (**)„■ 

Ecuacidn de aceleracion. 

• Para aplicar a s = a A + « x x ti j A - aPr B/A , exprese los vecto- 
res en forma vectorial cartesiana y sustitfiyalos en la ecuacidn. 
Evaiiie el producto vectorial (cruz) y luego iguaie los respecti- 
vos componentes iy jpara obtener dos ecuaciones escalares. 

• Si la soludbn resulta una respuesta negativa para una magnitud 
desconocida, ello indka que el sentido del vector es opuesto al 
que aparece en el diagrama cinematico. 

Analisis escalar 
Diagrama cinematieo. 

• Si la ecuacidn de aceleracidn se aplica en forma escalar, entonces 
deben estabiecerse las magnitudes y direcdones de los compo¬ 
nentes de aceleraddn reiativa (» B / A ),y (»s/a)b- ello trace un 
diagrama dnematioo como el de la figura 16-24c. Puesto que se 
considera que el cuerpo esta momentaneamente “fijo por medio 
de un pasador” en el punto base A,las magnitudes de estos com¬ 
ponentes son (ob/aX = ccr B j A y («b/a)b = ^b/a- Su sentido de 
direction se establece a partir del diagrama de modo que (a^), 
act tie perpendicular a r SfA , de acuerdo con el movimiento de 
rotaddn a del cuerpo y la direcddn de (»B/A)n es de if hada A.* 

Ecuaeion de aceleracion. 

• Represente los vectores en + (a B / A ), + (mr/aX gr6- 

ficamente y muestre sus magnitudes y direcciones debajo de 
cada tdrmino. Las ecuadones escalares se determinan con los 
componentes x y y de estos vectores. 

*La notation a B = a, + (%/a<pnsiuior))* puede sertitil pararecordar 

que se supone que A esta conectado con un pasador. 



Se muestra el mecanismo de 
una ventana. Aqui CA gira 
alrededor de un eje fijo a 
traves de C, y AB experi- 
meuta movimiento piano 
general. Como el punto A 
se mueve a lo largo de una 
trayectoria curva tiene dos 
componentes de acelera¬ 
cidn, en tan to que el punto 
B se mueve a lo largo de una 
corredera recta y la direc- 
cidn de su aceleracion esta 
especificada. 


16 
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EJEMPLO 16.14 



La barra ABdc ia figura 16-27« est£ confinada a moverse a lo largo 
de los pianos inclinados cnA y B. Si la aceleracidn del puntoAes de 
3 m/ry su vetocidad de 2 m/s, ambas dirigidas hada abajo del piano 
«iel instante enque labanraesti horizontal,determine la aceleracidn 
angular de la barra en este instante. 

SOLUCI6N I (ANALISIS VECTORIAL) 



(b) 


Aplicaremos la ecuacidn de aceleraddn en los puntos A y B de la 
barra. Para hacerlo primero se dene que determinar la vetocidad 
angular de la barra. Demuesne que es = 0.283 rad/s!) por 1a 
ecuaci6n de vetocidad o el mdtodo de centros instantineos. 

Dlagrama cinematico. Como los puntos A y B se mueven a lo 
largo de trayectorias de Knea recta, no tienen componentes de ace- 
bracion nor males a las trayectorias. En la figura 16-276 hay dos 
incognitas, es decir, an y a. 


Ecuacion da acelerarion. 


^A + « X *B/A - ^B/A 

a B cos45°i + flfiSen 45°j = 3cos45°i - 3sen45°j + (ok) X (lOi) - (0.283) 2 (10i) 


AJ realizar el producto vectorial e igualar los componentes i y j 
se obtiene 

n B cos45° = 3cos 45° - (0.283) 2 (10) (1) 

a B sen45° = -3 sen 45° + «(10) (2) 

AI resolver, te nemos 

a B = 1.87 m/s^45° 

a = 0.344 rad/s 2 *) Resp. 


A 

*■ 


44 


— €Lr BfA 

10 m- 

= w 2 r B fA 


B 


m = QMS rad/s r B/A 


(c) 

Fig* 16-27 


SOLUClON [[ (ANAiJSiS ESCALAR) 

Con el diagrama cinematico, qne muestra los componentes de ace- 
leracidn relativa (as/^)/y figura 16-27c, tenemos 


a B = a A + (a B/A ) t + 


<*B 

= 

p>”fl + 

o(10 m) 

+ 

'(0.283 rad/s) 2 (10 m)’ 

.^45°. 


L^45° J 

. T . 




AI igualar los componentes x y y se obtienen las ecuaciones 1 y 2, y 
la soluddn prosigue como antes. 
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EJEMPLO 16.15 


En un instante dado, el cilindro de radio r,de Ea figura 16-28a, dene 
una velocidad angular <a y una aceleracion angular a. Determine Ea 
velocidad y aceleracidn de su centro G y la aceleracidn de! punto de 
contacto en A si rueda sin desiizarse. 

SOLUClON (ANALISIS VECTORIAL) 

Analists de velocidad. Como no ocurre deslizamiento en el ins¬ 
tante en que A toca el suelo, v A = 0. For tanto, de acuerdo con el 
diagrama cinemdtico en la figura 16-286 tenemos 



v G = v A + to X r G/A 
V G i = 0 + (-ojk) X (rj) 

Vc = tor (1) Reap. 


Este mismo resultado cambidn puede obtenerse directamente si se 
observa que el punto A representa el centro instantineo de veloci¬ 
dad eero. 

Diagrama dnem&tlco. Como el movimiento de G siempre es a 
lo largo de una Unea recta , entonces su aceleraddn se determina al 
considerar la derivada con respecto al tiempo de su velocidad, de lo 
cual resulta 


dv G da> 

~ dt ~ dt r 

a G = ar (2) Resp. 

Ecuacbn de aceferacidn. La magnitud y direccidn de a A es des- 
conocida, figura l6-28c. 

Sc = *A + « X x G jA — i^XQjA 
ari = (« A y + (a A ) y j + (-£fk) X (rj) - or(rj) 


S evaluamos el producto vectorial e igualamos las componentes 
i y j, tenemos 




(a A ) x = 0 Reap. 

(« A ) V = tt?r Reap. 


NOTA: los resultados, de que v G = tor y a G = ar, pueden apKcarse 
a cuafquier objeto circular: boia, cilindro, deco, etcdtera, que ruede 
sin desiizarse. AdemSs, e! hecho de que « A = o 2 r indica que el cen¬ 
tro mstantfineo de velocidad cero, el punto A, no es un punto de 
aceleracidn oero. 
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EJEMPLO 16.16 



(a) 


Ei carrete que se ilustra en la figura 16-29s se desenreda de ta cuer- 
da, de modo que en el instante que se muestra tiene una velocidad 
angular de 3 rad/sy una aceleracidn angular de 4 rad/s 2 . Determine 
la aceleraddn del pun to B. 

SOLUClON I (ANAUSIS VECTORIAL) 

“Parece” que el carrete rueda hacia abajo sin deslizarse en el pumo A. 
Por consiguiente, podemos utilizarlos resultados del ejemplo 16.15 
para determinar la aceleracidn del pumo G, es decir, 

a 0 = ar = {4 rad/s 2 ) (0.5 pies) = 2 pies/s 2 

ApKcaremoslaecuacidnde aceleracidnalospuntos Gy 5. 
Diagrams cinematico. El punto B se mueve a lo largo de una tra- 
yectona curva de radio de curvatura desconocido* Su aceleracidn 
estarg representada por sus componentes xyy desconocidas, como 
se muestra en la figura 16-296. 

Ecuador! da aealarad6n. 




0 ») 


a B = + a X Tg/Q — tiP'Tfj/G 

(*b)A + {«*),! = -2j + C-4k) X (0.75j) - (3) 2 (0.75j) 
Al iguatar los t6rminos iy j, las ecuaciones de componentes son 


(«a)* = 4(0.75) = 3 pies/s 2 — (1) 

(fla), = -2 - 6.75 = -8.75 pies/s 2 = 8.75 pies/s 2 1 (2) 

La magnitud y direccidn de son, por consiguiente, 

a B = V(3) 2 + (8.75 ) 2 = 9.25 pies/s 2 Resp. 

0 = tan-'^p = 71.1° ^ Resp . 



(e> 

Fig, 16.29 


SOLUClON [[ (ANALISIS ESCALAR) 


Este problems se resuelve si se escriben directamente las ecuacio¬ 
nes de componentes escalares. El diagrams cinem&treo de la figura 
16-29c muestra las componentes de aceleracidn relativa (»b/g)i y 
(*B/G)n - Por tamo, 

a fi = % + ( a B/G )t + ( a B/G )n 



i a n)y 

T 


2 pies/s? 1 

i J 


4 rad/s 2 (0.75 pie) 


(3rad/s) 2 (0.75 pie)' 

i 


Los componentes x y y dan las ecuaciones 1 y 2 anteriores. 


*Dese enema que el radio de curvatura p no es igual al radio del carrete * puesto 
tjie 6ste no gira alrededor del punto G. Adcmas, pno se define como la distancia 
de A (Cl) a B, puesto que la ubicacidn del Cl depende solamente de la ^locidad de 
m punto y no de la geometrfa de su trayeetoria. 
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EJEMPLO 16.17 


El collarfn Cen la figura 16-30a se mueve had a abajo con una ace- 
leracidn de 1 m/s 2 . En el instante qne se muestra, su rapidez es de 
2 m/s, la cual imprime a las articuladones CB y AB una velocidad 
angular a» AB - w CB = 10 rad/s (vea el ejemplo 16.8). Determine la 
aceleracidn angular de CB y ABcn este instante. 



SOLUOON (ANALISIS VECTORIAL) 


Diagrama cinematico. Los diagramas cinemflticosde ambosc sfa- 
bones AB y CB se muestran en la figura 16-306. Para la soluddn, 
apiicaremos ia ecuaridncinematica apropiada a cada eslabbn. 

Ecuacton de aceleracion. 

Eslabon AB (rotaddn alrededor de un eje fijo): 

ag “■ otjuB X r B — dc = l m/s' 

= (<*ab k) x (—0.2j) - (10) 2 (-0.2j) 

*B = 0,2a AB i + 20j 


Observe que a B tiene componentes n y t puesto que se mueve a lo 
largo de una trayectoria circular. 



flu* = 10 rad/s 

« AB 

\J B 0.2 m 


02 m 


Eslabon BC (movimiento piano general): con el resuitado de % y si 
apficamos fa ecuacidn 16-18, tenemos 

&B = &C + a CB ^ r B/C ~ ti> CB t BfC 

0.2a A d + 20j = -lj + (« C fik) X (0.2i - 0.2j) - (10) 2 (0.2i - 0.2j) 


<b) 

Fig. 16-30 


Q.2aji& + 20j = — lj + Q.2dfc#j 4- 0.2dfcBi — 20i + 20j 


Per tamo. 


Al resolver. 


02a A B ~ 02cc CB — 20 

20 = —1 4- 0.2of^g + 20 


a C B = 5 rad/s 2 3 

a A b = -95 rad/s? = 95 rad/'s 2 ^) 


Resp. 

Resp. 
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EJEMPLO 16.18 



<a) 


El cigiiefial AB gira con una aoeleracidn angular en sentido hora- 
rio de 20 rad/s?, figura 16-31«. Determine la aceieracidn del pistdn 
cuando AB esti en la posicidn que se ilustra. En este instante a >as = 
10 rad/s y a> BC = 2.43 rad/s (vea el ejemplo 16.13). 


SOLUClON (ANAUSIS VECTORIAL) 

Diagrams cinematieo. Los diagramas cinemiticos de AB y BC 
se muestran en la figura 16-316. Aquf ac es vertical puesto que Cse 
mueve a lo latgo de una trayectoria de tinea recta. 

Ecuarfdn da aceleracion. Mediante la expresidn de cada uno de 
bs vectores de posicidn en forma vectorial cartesiana 

t B = {-0.25 sen 45°i + 0.25 cos 45°j} pies = {—0.177i + 0.177J} pies 
r C /B = {0-75 sen 13.6°i + 0.75 cos 13.6°j} pies = {0.177i + 0.729j} pies 


Cigiiefial AB (rotacidn airededorde un eje fijo): 


aa = a AB X r b ~ <&b*b 

= (-20k) X (—0.177i + 0.177j) - (10) 2 (-0.1771 + 0.177j) 
= {21.21i - 14.14j} pies/s 2 


Biela BC (movimiento piano general): con el result ado de as y si 
observamos que ac^stS en la direccidn vertical, tenemos 


y 



<b> 

Fig. 16 31 


2 

9 c = + &BC X t C/B ~ WBC t C/B 

- 14.14j + (a BC k) X (0.177i + 0.729j) - (2.43) 2 (0.177i + 0.729j) 
a c j = 21.21i - 14.14j + 0.177a &} - 0.729a BC l - 1.041 - 4.30] 

0 = 20.17 - 0.729agc 
dc = 0.177 ct B c ~ 18.45 


AI resolver tenemos 

a BC = 27-7 rad/s 2 

ac = —13.5 pies/s 2 Resp. 


NOTA: como el pistdn se mueve hacia arriba, el signo negativo de 
a c indica que el pistdn se desaoelera, es decir, a c = {-13.5j} pies/s 2 . 
Esto hace que la rapidez del pistdn se reduzca hasta que AB estd 
casi vertical, momento en el cual el pistdn est£ momentdneamente 
en reposo. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F16-19. En el instante que se presenta, el extremo A de 
la barra tiene la velocidad y aceleracidn que se muestran. 
Determine la aceleracitin angular de la barra y la acelera- 
ddn del extreme B de la barra. 



FI6-20, El engrane rueda sobre la cremallera fija con una 
velocidad angular de to = 12 rad/sy una aceleracidn angu¬ 
lar de a = 6 rad/s 2 . Determine la aceleracidn del pun to .4. 



F16-2L El engrane rueda sobre la cremallera fija B. En 
el instant© que se muestra, el centro O del engrane se mue- 
ve con una velocidad de v Q = 6 m/sy una aceleracitin de 
a 0 = 3 m/s 2 . Determine la aceleracidn angular del engrane 
y la aceleracidn del punto A en este instante. 


F16-22. En el instante que se muestra, la velocidad del cable 
AB es de 3 m/s y su aceleracidn de 1.5 m/s 2 , mientras que la 
velocidad de la cremallera es de 1.5 m/s y su aceleracidn de 
0.75 mf& 2 . Determine la aceleracidn angular del engrane en 
este instante. 


a a = 15 m/s 2 



F16-22 


F16-23* En el instante que se muestra, la rueda hace un 
movimiento de rotacidn con una velocidad angular de 
to = 12 rad/s y una aceleracidn angular de or = 6 rad/s 2 . 
Determine la aceleracidn angular del eslabdn BCy la ace- 
leracidn del pistdn Cen este instante. 



<2 = 6 rad/s 1 
at = 12 rad/s 


F16-23 

F16-24* En el instante que se muestra, la rueda A hace 
un movimiento de rotacidn con una velocidad angular de 
to = 6 rad/s y una aceleracidn angular de « = 3 rad/s 2 . 
Determine la aceleraridn angular del eslabdn BCy la ace- 
leracidn del pistdn C. 



F16-21 


F16-24 
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PROBLEM AS 


* 16-109* El disco se mue ve hacia la izquierda con on a ace- 
leracidn angular a = 8 rad/s 2 y una veloddad angular w = 
3 rad/sen el instante que se muestra. Si no se desliza en A , 
determine la aceleracidn del pun to B. 

16-110* El disco se m ue ve hacia la izq uierda co n un a ace- 
leracidn angular a. = 8 rad/s 2 y una veloddad angular to = 
3 rad/sen el instante que se muestra. Si no se desliza en A, 
determine la aceleracidn del pun to D. 



16-111* Se lanza el aro sobre la superlieie aspera de 
modo que tenga una veloddad angular o = 4 rad/s y una 
aceleracidn angular a = 5 rad/s 2 , Adetr^s, su centro tiene 
una velocidad de v Q = 5 m/sy una desaceleracidn de a Q = 
2 m/s 2 . Determine la aceleracidn de l pun to A en este 
instante. 

*16-112. Se lanza el aro sobre la superficie Aspera de 
modo que tenga una veloddad angular o> = A rad/s y una 
aceleracitin angular a = 5 rad/s 2 . Adem£s, su centro tiene 
una velocidad de v Q = 5 m/sy una desaceleracidn de a Q = 
2 m/s 2 . Determine la aceleracidn del pun to B en este 
instante. 



*16-113* En el instante que se muestra, el bloque corre- 
dizo B esti en un desplazamiento hacia la derecha con 
la velocidad y aceleracidn que se muestran. Determine la 
aceleracidn angular de la rueda en este instante. 



vb = 6 pulg/s 
a B = 3 pulg/s 2 


Prob* 16-113 


16-114* Los extremes de la barra AB est£n con fin ados a 
moverse a lo largo de las trayectorias que se muestran. En 
un instante dado, A tiene una velocidad de 8 pies/s y una 
aceleracidn de 3 pies/s 2 . Determine la velocidad y acelera- 
ddn angulares de A# en este instante. 



v A = 8 pies/s 
a A = 3 pies/s 1 


Probs* 16-111/112 


Prob* 16-114 
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16-115* La barra AB dene el movimiento angular que se 
muestra. Determine la aceleracidn del collarln C en este 
ins tan te. 



*16-116* En el instante dado el elemento AB dene el 
movimiento angular que se muestra. Determine la veloci- 
dad y aceleracidn del bloque corredizo C en este instante. 



*16-117* El cilindro hidraulico D se exdende con una 
veloddad de v B = 4 pies/s y una aceleracidn de a B = 1-5 
pies/s 2 . Determine la aceleracidn de A en el instante que 
se muestra. 

16-115* El cilindro hidraulico D se exdende con una 
veloddad de v B = 4 pies/s y una aceleracidn de a B = 1-5 
pies/s 2 . Determine la aceleracidn de C en el instante que 
se muestra. 



16-119* El bloque corredizo se mueve con una velod¬ 
dad de v B = 5 pies/s y una aceleracidn de a B = 3 pies/s 2 . 
Determine la aceleracidn angular de la barra AB en el ins¬ 
tante que se muestra. 

*16-120- El bloque corredizo se mueve con una velod¬ 
dad de v B = 5 pies/s y una aceleracidn de a B = 3 pies/s 2 . 
Determine la aceleraddn angular de A en el instante que 
se muestra. 



IVob* 16-116 


Probs* 16-119/120 
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•16-121* La manivela AB gira con una velocidad angu¬ 
lar de to AB = 6 rad/s y una aceleracidn angular de ct A8 = 
2 rad/a 2 . Determine la aceleracidn de C y la aceleracldn 
angular de BCe n el instante que se muestra. 



16-122* El cilindro hidriulico se extiende con una velo¬ 
cidad de v A = 1.5 m/sy una aceleracidn de a A = 0.5 m/s 2 . 
Determine la aceleracidn angular del eslabdn ABC y la 
aceleracidn del extremo Cen el instante que se muestra. 
El pun to BestA conectado por medio de un pasador al blo- 
que corredizo. 



16-123* La polea A gira con la velocidad y aceleracidn 
angulares que se indican. Determine la aceleracidn angu¬ 
lar de la polea Ben el instante que se muestra. 

*16-124* La polea A gira con velocidad y aceleracidn 
angulares que se indican. Determine la aceleracidn angu¬ 
lar del bloque Een el instante que se muestra. 



•16-125* El cilindro hidraulico se extiende con la veloci¬ 
dad y aceleracidn que se indican. Determine la aceleracidn 
angular de la manivela AB y el eslabdn BCe n el instante 
que se muestra. 



Prok 16-122 


16-125 
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16*126* Se enrolla una cuerda alrededor del carrete 
interne del engrane. Sise jala eon una velocidad constante 
¥, determine las veloddades y aceleraddn de los puntos A 
y B. El engrane rueda sobre la cremallera fija. 


*16*128* En un ins la me dado, el engrane tiene el movi- 
miento angular mostrado. Determine las aceleradones de 
los puntos A y B en el eslabdn y la aceleraddn angular 
de 6$te en este instante. 



Prob* 16-126 



i 


Prob* 16-128 


16-127* En un instante dado, las cremalleras tienen las 
veloddades y aceleraciones que se muestran. Determine 
la aceleracidn de los puntos A y B. 


*16-129* Determine la aceleraddn angular del eslabdn 
AB si el eslabdn CD tiene la velocidad y desaceleraddn 
angulares que se muestran. 



Ptttb* 16*127 


Prob* 16-129 
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16-130* El engrane A se mantiene fijo y el brazo DE gira 
en el sen Lido de las tnanecillas del reloj cor una velocidad 
angular de to DE = 6 rad/s y una aceleracidn angular de a DE 
= 3 rad/s 2 . Determine la aceleracidn angular del engrane 
B en el instante que se muestra. 

16-13L EL engrane A gira en sentido contrario al de las 
tnanecillas del reloj con una velocidad angular constante 
de co A = 10 rad/s, en tanto que el brazo DE lo hate en el 
sentido de las manecilias del reloj con una velocidad angu¬ 
lar de (o DE = 6 rad/s y una aceleracidn angular de a DE = 3 
rad/s 2 . Determine la aceleracidn angular del engrane B en 
el instante que se muestra. 


02 m 



IVobs* 16-130/131 


*16-132* Si el extremo A de la barra se tnueve con una 
velocidad constante de v A = 6 m/s, determine la veloci¬ 
dad y aceleracidn angu lares de la barra y La aceleracidn del 
extremo ifen el instante que se muestra. 


*16-133* El flotador de punta de ala retrictil se utiliza 
en un avidn habilitado para atuatizar. Determine las ace- 
leraciones angulares a CD , a BD y a AB en el instante que se 
muestra si el gorrdn C se desplaza a lo largo del tomillo 
totatorio horizontal con una aceleracidn de a c = 0.5 pie/s 2 . 
En la posicidn tndicada, v c = 0. Ademis, los puntos A y E 
estin conectados por medio del pasador al ala, y los pun¬ 
tos A y C coinciden en el instante que se muestra. 



16-134* Determine la velocidad y aceleracidn angulares 
de la placa CD del mecanismo quebrador de rota en el ins¬ 
tante en que AB est3 horizontal. En este instante d = 30° 
y $ = 90°. El eslabdn impulsor AF gira con una velocidad 
angular constante de o> AB = 4 rad/s. 



Prok 16-132 


Ptcib, 16-134 
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16.8 Analisis del movimiento relativo 
por medio de ejes rotatorios 


En las secdones anteriores se describe el analisis del movimiento 
relativo en cuanto a velocidad y aceteracidn por medio de tin sistema 
de eoordenadas trasiadante. Este tipo de analisis es titil para determi- 
nar el movimiento de puntos situados en el mismo cuerpo n'gido, o el 
movimiento de pumos iocaiizados en varios cuerpos conectados por 
un pasador. Sin embargo, en algunos problemas, los cuerpos rigidos 
(mecanismos) estin constmidos para que sus conexiones se deslicen. 
El analisis cine mat ko de casos como esos se Beva mejor a cabo si el 
movimiento se anaBza por medio de un sistema de eoordenadas que se 
traslade y rote. Ademas, este marco de teferencia es util para analizar 
los movimientos de dos puntos en un mecanismo que no estfin en el 
mismo cuerpo y para especifrcar la cinematics del movimiento de una 
partfcula cuando dsta se mueve a lo latgo de una trayectoria rotatoria. 

En el analisis siguiente sedesarrotlaran dos ecuaciones, las cuaies rela- 
cionan la velocidad y aceleraddn de dos puntos, uno de los cuaies es 
el origen de un marco de referenda mdvil some tide tanto a trasladdn 
como a rotaddn en el piano.* 


Position. Considere los dos puntos A y B de la figura 16-32* Los 
vectores de posiddn r A y r^espedficansu ubicacidn, los cuaies se miden 
oon respecto al sistema de eoordenadas X, Y, Zfijo. Como se muestra 
en la figura, el “punto base” A represents el origen del sistema de coor- 
denadas x,y, z, el cual se supone que se traslada y rota con respecto al 
sistema X, Y, Z. El vector de posicidn relativa t B j a especifica la posi- 
cidn de B con respecto a A. Las componentes de este vector pueden 
expresarse o en funcidn de vectores unitarios a lo largo de los ejes X, Y, 
es decir, I y I o en funcidn de vectores a lo largo de los ejes x, y, es decir, 
i y j. Para el desarrotlo siguiente, t B j A se mediri con respecto al marco 
de referenda x, y mdvil. Por tanto, si las eoordenadas de B son (x s , y B ), 
figura 16-32fl,entonces 


Y 



tB/A = rfli + >’flj 


Fig. 16-32 


Por adicidn vectorial, los tres vectores de posicidn en la figura 16-32a 
estan relacionados por la ecuaddn 


t b - t a + t b/a 


(16-19) 


En el instante considerado, la velocidad del punto A es v A y su acelera- 
cidn a^,en tanto que la velocidad y aceleraddn angulares de los ejes x 
y y son H (omega) yH = dCl/dt, respect iva me nte. 


16 


*E1 movimiento tridimensional mis general de los puntos se desanoUa en la seccidn 
20.4. 
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Velocidad. La velocidad del punto B se de terrain a at considerar 
la derivada eon respecto al tiempo de la ecuacion 16-19, de lo cual 
resulta 


yb = y a 


dtB/A 

dt 


(16-20) 


El ultimo termino de la ecuacidn se evaida corao sigue: 


drs/A 

dt 


- + »« 


16 



dx St di dy St dj 

w + x ‘i, + ^r , + y ‘i, 


(dx B . dyn.\ ( dl dj\ 

‘ + ~dr>) + + 


(16-21) 


Los dos t6rminos en el primer par de par£ntesis represent an las compo- 
nentes de velocidad del punto B medidas por un observador situado en 
d sistema de coordenadas mdvil x,y,z- Estos t6rminos serdn denotados 
por el vector (vg^)^., En el segundo par de par6ntesis el cambio ins- 
tantaneo con respecto al tiempo de los vectores unitarios iy jes medido 
por un observador localizado en el sistema de coordenadas fijo X, Y, 
Z. Estos cambios, di y dj, se deben solo a la rotation dS de los ejes x, 
y, z, que hace que i se vuelva i' = i + di y que j se vuelva j' = j + dj, 
figura 16-326. Como se muestra, las magnitudes tan to de dicomo de dj 
son igual a 1 d9, puesto que i = f =j=f = 1. La direction de diestfi 
definida por +j,puesto que dies tangente a la trayectoria descrita por 
la punta de flecha de ien el limite a medida que At -*■ dt. Asimismo, dj 
actua en la direccidn -i, figura 16-326. Por consiguiente. 


di 

dt 




4j 

dt 


de 

dt 


(-i) = -m 


Si vemos los ejes en tres dimensiones, figura 16-32c y observamos 
que fl = flk,podemos expresartas derivadas anteriores en funcidn del 
producto vectorial como 


£ 


di _ , dj . 

— = n xi -A = nxj 

dt dt J 


(16-22) 


Alsustituir estos resultados en la ecuacion 16-21 y utilizer la propiedad 
distributiva del producto vectorial, obtenemos 


(c) 


dr 


B/A 


dt 


= {YB[A)xyz + ft x (.r^i + Vfij) = (V£t/A)^yi + n X t s/A (16-23) 


Fig. 16-32 (coni.) 
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Por tanto, la ecuacidn 16-20 se escribe 


+ fl X r B /4 + (▼ BjA)xyz 


(16-24) 


donde 

y s = velocidad de B, medida con respecto al marco de referen¬ 
da X, Y, Z 

v A = veloddad del origen A del marco de referenda x, y, z 
medida con respecto al marco de referenda X, Y, Z 

(vs/A)xyz — veloddad de “B con respecto a A”, medida por un obser- 
vador situ ado en el marco de referenda rotatorio jc, y, z 

11 = veloddad angular del marco de referenda jc, y, z medida 
con respecto al marco de referenda X, Y, Z 

r B , A - posidbn de B con respecto a A 

Al compararla ecuaddn 16-24 con la ecuaddn 16-16 (r# = v A + ft X 
r S / A ), la cual es vilida para un marco de referenda trasladante, se ve 
que la linica diferencia entre estas dos ecuaciones esti representada 
por el tdmino (ysfjdxyz- 

Cuando se aplica la ecuaddn 16-24 suele ser util entender io que 
representa cada uno de los tdrminos. En orden de apariddn, son los 
siguientes: 


f veloddad absoluta 
(de B 

(es igual a) 


I movimiento de B observado 
desde el marco de referenda 
X,Y,Z 


(la velocidad absoluta del origen 
(del marco de referenda x, y,z 


(mis) 


^ x r B/A 


el efecto de velocidad angular 
< provocado por la rotacidn del 
marco de referenda jc, y, z 


movimiento del marco 
de referenda jc, y, z 
> observado desde el marco 
de referenda A', Y, Z 


(mis) 


J veloddad de B con 
{ y B/A)xyz ( respecto a A 


I movimiento de B observado 
desde el marco de referenda 
jc, y,z 
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Aceleracion. La aceleracibn de B, observada desde el sistema de 
ooordenadas X, Y, Z, puede expresarse en fundbn de su movimiento 
medido eon respecto al sistema rotatorio de coordenadas si se conside¬ 
rs la derivada con respecto ai tiempo de la ecuacibn 16-24. 


dvs 

dt 


dv A dCl _ 

~dT + iir B,A + a 


dt S /A d(vB/A)xyz 

dt dt 


■ _ dt B f A 

a B = a /l + ft X T B/A + ft X — + 


d(vBfA)xyz 

dt 


(16-25) 


En este caso ft = dXl/dt es !a aceleracion angular del sistema de coor- 
denadas x, y, z- Como Cl siempre es perpendicular al piano de movi¬ 
miento, entonces fl mide solo el cambio de magnitud de ft. La derivada 
dr B / A fdte$t& definida por fa ecuadbn 16-23, de modo que 


ft x 


dtB/A 

dt 


-fix {v B /a)x)/z 


+ ft X (fl X t B/A ) 


(16-26) 


Se determine la derivada con respecto al tiempo de (v fiM )^ = 
(vb/a)x i + (v B / A )yj, 


d ( v B/A)xyz 

dt 


v b/a)x, d{VB[ A ) yt 
dt dt J . 


+ 


(VB,A)xf t + 


d\ 


Los dos tbrminos en el primer par de parbntesis representan los com- 
ponentes de aceleracibn del punto B medida por un observador situado 
enel sistema de coordenadas rotatorio. Estos terminos serin denotados 
por {*b!A)xyz' Los tdrimnos en el segundo par de parbntesis pueden 
smpUfkarse con las ecuaciones 16-22. 


d{vBlA)xyz 

dt 


~ {*B/A)xyz + ft X {v B { A )xyz 


Al sustituir dsta y la ecuadbn 16-26 en la ecuacibn 16-25 y reordenar 
bs tbrminos. 


a B = a /l + ft X tBfA + ft X (ft X TBj A ) + 2ft X {vs/A)xyz + {»B/A)xyz 

(16-27) 


donde 


as = aceleracibn de B, medida con respecto al 
marco de referenda X, Y, Z 
a A = aceleracibn del origen A del marco de refe- 
rencia x, y, z, medida con respecto al marco 
de referenda X, Y, Z 

( a B/A\yz’ ( v b/a)xvz = aceleracibn y velocidad de B con respecto a 
A, medida por un observador situado en el 
marco de referenda rotatorio x, y, z 
ft, ft = aceleracibn y velocidad angulares del marco 
de referenda x,y,z> medidas con respecto al 
marco de referenda X, Y, Z 
r a/A = poskibn de Scon respecto a A 
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Si se compara la ecuacidn 16-27 con la ecuacidn 16-18, escrita en la 
forma = Ha + ft X *b/a + ft X (ft X rff/^Iaeualesvilidapara 
un marco de referencia trasladante, se ve que la diferenda entre estas 
dos ecuaciones esti representada por los tdrminos 2fl X {yb/a)^z y 
(&b/a)xvz- En particular, 2ft X (yB/jdxyz se Hama aceleracidn de Coriolis, 
en honor del ingeniero francos G.C. Coriolis, quien fue el primero en 
determinarlo. Este tdrmino representa la diferenda de la aceleraddn 
de B medida desde ejes jc, y, z no rotatorios y rotatorios. Como se 
indica mediante el producto vectorial, la aceleraddn de Coriolis siem- 
pre seri perpendicular tanto a flcomo a (vB/xdxyz- Es una componente 
importante de la aceleraddn la cual debe considerate siempre que se 
utilizan marcos de referencia rotatorios. Esto ocurre con frecuencia, 
por ejemplo, cuando se estudian las aceferadones y fuerzas que actuan 
en cohetes, proyectiles de largo alcance, u otros cuerpos que tienen 
movimientos cuyas mediciones se ven significative mente afectadas por 
la rotacidn de la Tierra. 

La siguiente interpretaddn delos tdrminos de la ecuacidn 16-27 puede 
ser dta cuando se apiica esta ecuacidn a la soluddn de problemas. 




a a 


fl X Tb/a 


aceleracidn absoluta de B 
(es igual a) 

\ aceleracidn absoluta del origen 
del marco de referencia jc, y, z 


(mis) 

r d efecto de la aceleracidn angular 
provocado por la rotacidn del 
marco de referencia x,y, z 

(mis) 


movimiento de B observado 
•desde el marco de referencia 
X,Y,Z 


movimiento del marco 
de referencia x,y, z 
> observado desde el marco 
de referencia X, Y, Z 


{ el efecto de veloddad angular 
provocado por la rotacidn del 
marco de referencia x, y, z 

(mis) 


2ft X (y b/a ) 




d efecto combinado de B al 
moveise con respecto a las 

coordenadas jc, y, z y a la rotacidn fmovuniento mteractuante 
del marco de referencia x, y, z 


(mis) 


16 




la aceleracidn de B 
con respecto a A 


movimiento de B observado desde 
el marco de referencia jc, y, z 
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Procedimiento para el analisis 


Las ecuadones 16-24 y 16-27 pueden aplicarse a la solucidn de pro- 
blemas que implican el movimiento piano de parb'cuias o cuerpos 
ifgidos por el siguiente procedimiento. 

Ejes de coordenadas. 

• Seleccione un lugar adecuado para el origen y la orientacidn 
apropiada de los ejes tanto para los marcos de referencia fijos 
X, y, Z como mdviles jc, y, z- 

• Con mucha frecuencia las soludones son fidles de obtener si 
en el instance considerado: 

1. los origenes coindden 

2. los ejes correspondientes son colineales 

3. los ejes correspondientes son paralelos 

• El marco mdvil debe seleccionarse fijo en el cuerpo o dispositi- 
vo a lo largo del cual ocurre el movimiento relativo. 

Ecuadones cinematicas. 

• Despues de definir el origen A de la referencia mdvil y de espe- 
dficar el punto en movimiento 5, las ecuadones 16-24 y 16-27 
deben eseribirse en forma simbdlica 

+ 11 X r S / A + (ve/a)^ 

Sb = ^ X ftf/4 + H X (H X Tfi/yl) + 211 X (vB/4)jyi + {*B/A)xyz 

• Las components® cartesianas de todos estos vectores pueden 
expresarse a lo largo de los ejes X, Y,Z o los ejes x,y,z. La 
selecddn e$ aibitraria siempre que se utiliee un conjunto con- 
sistente de vectores unitarios. 

• El movimiento de la referenda movii se express por v A , a A , n 
y 11; af movimiento de B con respecto a la referencia mdvil lo 
express t B/A , (vb/a)^ y (*B/A>xyz- 



La rotacion de la caja de volteo del 
camion alrededor del punto C funeiona 
por la extension del cilindro hidrau- 
lico AB, Para determinar la rotacion 
de la caja producida por esta exten¬ 
sion, podemos utilizar las ecuaciones 
de movimiento relativo y determinar 
los ejes jf, y en el cilindro para que el 
movimiento relative de la extension del 
cilindro ocurra a lo largo del ejey. 
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EJEMPLO 16.19 


En el instante 9 = 60", la barra que se muestra en la figura 16-33 
tiene una velocidad angular de 3 rad/s y una aceleraddn angular de 
2 rad/s 2 . En este mtsmo instante, el cottarm se desplaza hacia fuera 
a lo largo de la barra de modo que cuando x = 0.2 m la velocidad es 
de 2 m/sy la aceleracidn de 3 m/s 2 , medidas ambas con respecto a la 
barra. Determine la aceleracidn de Coriolis y la velocidad y acelera- 
cion del collarm en este instante. 

soluciOn 

Ejes de coordenadas. El origen de los dos sistemas de coordena- 
das se encuentra en el punto O, figura 16-33. Como el movimiento 
del coliarin se reporta con respecto a la barra, el mareo de referen¬ 
da x, y, z mdvil sefija a 6sta. 

Ecuaciones cinematicas. 

V C = V 0 + O X T c/0 + {v C /o)xyz (!) 

a L = So + ^ X T C/0 + H X (ft X Tqq) + 2ft X {vcjo)xyz + ( *C/o)xyz 

( 2 ) 

Ser& m4s sencilfo expresar los dates en funcidn de vectores de 
componentes i, j, k que de componentes I, J, K. Por tanto, 

Movimiento de la Movimiento de Coon respecto 

referenda movil a la referenda movil 

y 0 = 0 i *c /0 = {0.21} m 

*0 = ® ( v C/o)xyz = {2i} m/s 

ft = {-3k} rad/s (*c/o)xyz = {3i} m/s 2 

ft = {-2k} rad/s 2 

La aceleraddn de Coriolis se define como 


y 



a C or = 2flx {vc/o)xyz = 2(-3k) X (2i) = {-12j} m/s 2 Resp. 

Este es el vector de rayas que aparece en la figura 16-33. Si se desea, 
puede dividitse en componentes I, J que act dan a lo taigo de los 
ejes X y Y, respectivamente. 

La veioddad y aceleraddn del collan'n se determinan mediante la 
sustitucidn de los datos en las ecuaciones 1 y 2 y la evaluaddn de los 
productos vectoriales, de lo cual resulta 

V C = V 0 + ft X t C j Q + {Xc^xyz 

= ft + (-3k) X (0.2i) + 2i 

= {2i - 0.6j} m/s Resp. 

= *0 + ft X Tqq + 11 X (ft X r C j 0 ) + 2ft X (Yc/oWr + (®C/o)jyi 
= ft + (-2k) X (0.2i) + (-3k) X [(-3k) X (0.2i)] + 2(-3k) X (2i) + 3i 


= 0 - 0.4j - 1.80i - 12j + 3i 

= {1.20i - 12.4j} m/s 2 Resp. 
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EJEMPLO 16.20 



La barra AB mostrada en Ea figura 16-34, gira en el sentido de las 
manecillas deE reloj con una velocidad angular <d ab = 3 rad/s y una 
aceleracidn angular a AB = 4 rad/s 2 cuando 9 = 45°. Determine el 
movimiento angular de la barra DE en este instante. El collan'n en 
Cesti conectado por medio de un pasador a AB y se desltza sobre 
la barra DE. 

soluciOn 

EJfts de coordenadas. El origen tanto de Eos marcos de referen¬ 
da fijos como mdviles se encuentra en D, figura 16-34. Ademas, la 
referencia x, y, z esti fija en y gira con la barra DE de modo que el 
movimiento relativo del collarfn es facil de seguir. 


Fig. 16-34 


Ecuaciones cinematicas. 

V C = V D + ft X t c/D + (v C /D)xyz 


( 1 ) 


a C - a D + O X r c , D + fl X (fl X tq D ) + 2fl X {Vqd)^ + ( a C/o)*yz 

( 2 ) 


Todos los vectores se expresarin en functdn de componemes i, j, k. 

Movimiento de la Movimiento de Ccon respecto 

referencia movil a la referencia movil 

t d = ft r c/d = {0.4i}m 

a O = ft ( v C/o)jij>i = {Vc/D)xyz' 

il = -d) D£ k ( a C/o)jf)>j = («C/o)jyii 

fl = ~a DE k 


Movimiento de C: como el collarin se mueve a lo largo de una tra- 
yectoria circular At radio AC.su velocidad y aceleracidn se determi- 
nan con las ecuaciones 16-9 y 16-14. 

y c =*> ab X Tqa = (-3k) X (0.4i + 0.4j) = {L2i - 1.2j} m/s 

a C = a AB * T C/A - t^A&CjA 

= (-4k) X (0.41 + 0.4j) - (3) 2 (0.4i + 0.4j) = {—2i - 5.2j} m/s 2 
At sustituir los datos en las ecuaciones 1 y 2, tenemos 
V c = V D + fl X r c/D + (v C / D )xyz 
l-2i - 1.2j = 0 + (-w D£ k) X (0.4i) + (Vc /D ) xy £ 

1.2i - 1.2j = 0 - 0.4*) D£ j + (n c/D )^ji 
(%/o)^ = 1.2 m/s 

(n DE = 3 rad/s } Resp. 

flc = a o + X r c/D + fl X (fl X rc/o) + 2fl X (vc/o).tyi + (*C/i>)jyi 

-2i - 5.2j = 0 + (~a DE k) X (0.4i) + (-3k) X [(-3k) X (0.41) J 
+ 2 (-3k) X (1.21) + 

-21 — 5.2j = -Q.4a DE i - 3.61 - 7.2j + (« c/0 )^* 

(«c/oW = 1-6 m/s 2 

a DE = -5 rad/s 2 = 5rad/s 2 !) Resp. 
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EJEMPLO 16.21 


Los aviones A y B vuelan a ia misma aitura y con tos movimientos 
que se muestran en la figura 16-35. Determine la veiocidad y acele- 
raddn de A medidas por el piloto de B. 

SOLUClON 

Ejes de eoordenadas. Como se busca ef movimiento relativo de 
A con respecto al piloto de B y los ejes x, y, z se fijan al avibn B, 
figura 16-35. En el instante considerado, el origen B coincide con el 
origen del marco fijo X, Y, Z. 

Ecua clones cinematicas. 


v A = v B + H X t a/b + (1) 

a A = a B + ^ x t a/b + H X (H X r^ B ) + 20 X (v^/b)^! + 

( 2 ) 

700 km/h 

I 


Movimiento de la referenda movil: 


vb = {600j} km/h 

Vb (600) 2 , 

(flB) » = 7 = 400 = 900km/h? 


= (8b)„ + (a S ) f = {*>01 - 100j} km/h 2 
V B 600 km/h 


O = 


= 1.5 rad/'h/> 
(a B ) t 100 km/h 2 


O = — = 

p 400 km 


400 km 


50 km,* 2 

O = {-1.5k} rad/'h 
= 0.25 rad/h 2 t) O = {0.25k} rad/h 2 


y t Y 



Fig. 16-35 


Movimiento de A con respecto a la referenda movil: 

U/B = {-4*} km (y A/B)xyi = ? = ? 

Al sustituir los datos en las ecuaciones 1 y 2, y como = {700j} 
km/hy a A = {50j} km/h 2 ,tenemos 

= v B + ft X t a/b + (Va/b)^ 

700j = 600j + (-1.5k) X (-41) + (v A/B ) xyz 
i v A! B )xyz = { 94 j} km / h Res P- 

a a = + n x t A j B + fl x (fl x t A , B ) + 2fl x {va/h)*# + (aA/sW* 

50j = (9001 - lOOj) + (0.25k) X (-41) 

+ (-1.5k) X [(-1.5k) X (-41)1 + 2(-1.5k) X (94j) + (» A/fi )^ 
{*a/bUz = {-11911 + 151 j} km/h 2 Resp. 


NOTA: la solucidn de este problema deberi compararse con la del 
ejemplo 12.26, donde se ve que (vb/a)^ * (va/b)*^ y («b/a)^j * 

(®A/s}jyj" 
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Cap[tulo 16 Cl nemAtica plana oe UN CUERPO RfGIQO 


PROBLEMAS 


16-135* En el instante que se muestra, la bola B rueda a 
lo largo de la ranura en el disco cob una velocidad de 600 
mm/sy una aceleracidn de 150 m m /s 2 , ambas medidas con 
respecto al disco y al alejarse de O. Si en el mismo instante 
el disco tiene la velocidad y aceleracidn angulares que se 
muestran, determine la velocidad y aceleracidn de la bola 
en este instante. 



Prok 16-135 


*16-136* La bola Cse mueve a lo largo de la ranura de 
con una rapidez de 3 pies/s, la cual se increments 
a 1.5 pies/s 2 , ambas medidas con respecto a la placa circu¬ 
lar. En este mismo instante la placa gira con la velocidad 
y desaceleracidn angulares que se muestran. Determine la 
velocidad y aceleracidn de la bola en este instante. 


*16-137* La bola C se mueve con una velocidad de 3 
m/s, la cual se increment a una razdn constante de 1.5 
m/s 2 , ambas medidas con respecto a la placa circular y 
dirigidas como se muestra. Al mismo tiempo, la placa gira 
con la velocidad y aceleraeidn angulares que se indican. 
Determine la velocidad y aceleracidn de la bola en este 
instante. 


z 


m 

a 


= 8 rad/s 
= 5 radyfc 


2 




Pfrok 16-137 


16-138. La pluma telescdpica de la grua gira con la velo- 
ddad y aceleracidn angulares que se muestran. Al mismo 
tiempo, la pluma se extiende eon una velocidad constante 
de 0.5 pie/s, medida con respecto a sf misma. Determine 
las magnitudes de la velocidad y aceleracidn del pun to B 
en este instante. 


z 


m = 



a = 15 rad/s 2 J 




Prok 16-136 


Pmk 16-138 
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16-139* El hombre se para en el centre O de la platafor- 
ma y corre hacia el borde de mode que cuando Uega a A , 
y =5 pies, su centre de masa dene una velocidadde 2 pies/s 
y una aceleraddn de 3 pies/s 2 , amhas medidas con respec- 
to a la plataforma y dirigidas a lo largo del eje positive y. 
Si la plataforma tiene las movimientos que se muestran, 
determine la veloddad y aceleraddn de su centre de masa 
en este instante. 


z 



Frob* 16-139 


*16-140* Qjando Q = 4 5°, la veloddad angular del esla- 
bdn DC es io DC = 4 rad/sy una aceleracidn angular de a DC 
= 2 rad/s 2 . Determine la veloddad y aceleracidn angula- 
tes de la barra AB en este instante. El collarin en C est£ 
conectado a DC por medio de un pasador y se desliza 
libremente a lo largo de AB. 



*16-141* La davija B fija en La manivela A B se desliza 
libremente a lo largo de la ranura en el elemento CDE. 
Si AB gira con el movimiento que se indica, determine la 
veloddad angular de CDEen el instante que se muestra. 



16-142* En el instante que se muestra la barra AB tiene 
una veloddad angular a> AB = 4 rad/s y una aceleracidn 
angular = 2 rad/s 2 . Determine la veloddad y acelera- 
ddn angulares de la barra CD en este instante. El collarin 
Cesta conectado a CD por medio de un pasador y se des¬ 
liza libremente a lo largo de AB. 



Prob* 16-142 


16-143* En un instante dado, la barra AB tiene los 
movimientos angulares que se muestran. Determine La 
veloddad y aeeleracidn angulares de la barra CD en este 
instante. Hay un collarin en C. 



Prob. 16-141 


Proti. 16-143 
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*16-144* La tolva de volteo gira alrededor de C y es ope- 
tada por el cilindro hidr^ulico AB. Si dste se ex Lie ode a 
una velocidad constante de 0.5 pie/s, determine La veloci- 
dad angular ** de la tolva cuando est3 en la posicidn hori¬ 
zontal que se muestra. 



16-147* El mecanismo de dos es la bones sirve para ampli- 
ficar el movimiento angular. El eslabdn AB tiene un pasa- 
dor en Bel cual est£ confinado a moverse en la ranura del 
eslabdn CD. Si en el instante que se muestra, AB (entrada) 
tiene una velocidad angular de (o AB = 2.5 rad/s y una ace¬ 
leracidn angular de = 3 rad/s 2 , determine la velocidad 

y aceleracidn angulares de CD (salida) en este instante. 



*16-145* El disco rueda sin deslizarse y en un instante 
dado su velocidad y aceleracidn angular es la que se mues¬ 
tra. Determine la velocidad y aceleracidn angulares del 
eslabdn ranurado BC en este instante. La clavija A est£ 
fija al disco. 



= 2 rad/s 
= 4 rad/s 2 


16-145 

16-146* La rueda gira con la velocidad y aceleracidn 
angulares en el instante que se muestra. Determine la velo- 
cidad y aceleracidn angulares de la barra en este instante. 
La barra se desliza libremente a trav£s del collarfn liso. 


A 



*16-14$* El engrane tiene el movimiento angular que se 
muestra. Determine la velocidad y aceleracidn angulares 
del eslabdn ranurado BCen este instante. La clavija A est3 
fija al engrane. 



*16-149* La clavija B fija en el engrane se desliza libre¬ 
mente a lo largo de la ranura del eslabdn AB. Si el centro 
O del engrane se mueve con la velocidad y aceleracidn que 
se indican, determine la velocidad y aceleracidn angulares 
del eslabdn en este instante. 



Prok 16-146 


Prob. 16-149 


















































16.8 AmAusis del mqvimiewto relativo for MEDIO DE EIES ROTATOR IOS 


389 


16-150* En el instante que se muestra, el automdvil A 
viaja a una velocidad de 25 m/s, la cual se reduce a una 
iazdn constante de 2 m/s 2 , mientras que el automdvil B 
viaja a una velocidad de 15 m/s, la cual se increment* a 
una razdn constante de 2 m/s 2 . Determine la velocidad y 
aceleracidn del automdvil A con respecto al automdvil B, 



Prob, 16-150 


16-151* En el instante que se muestra, el automdvil A 
viaja a una velocidad de 25 m/s, la cual se reduce a una 
razdn constante de 2 m/s 2 , mientras que el automdvil C 
viaja a una velocidad de 15 m/s, la cual se incrementa a 
una razdn constante de 3 m/s 2 . Determine la velocidad y 
aceleracidn del automdvil A con respecto al automdvil C, 

*16-152* En el instante que se muestra, el automdvil B 
viaja a una velocidad de 15 m/s, la cual se incrementa a 
una razdn constante de 2 m/s 2 , mientras que el automdvil 
C viaja a una velocidad de 15 m/s, la cual se incrementa a 
una razdn constante de 3 m/s 2 . Determine la velocidad y 
aceleracidn del automdvil B con respecto al automdvil C, 


*16-153* En el instante que se muestra, el bote A viaja a 
una rapidez de 15 m/s, la cual se reduce a una razdn cons- 
lante de 3 m/s 2 , mientras que el bote B viaja a una rapidez 
de 10 m/s, la cual se incrementa a una razdn constante de 
2 m/s 2 . Determine la velocidad y aceleracidn del bote A 
con respecto al bote B en este instante. 

16-154* En el instante que se muesLra, el bote A viaja a 
una rapidez de 15 m/s, la cual se reduce a una razdn cons¬ 
tante de 3 m/s 2 , mientras que el bote B viaja a una rapidez 
de 10 m/s, la cual se incrementa a una razdn constante de 
2 m/s 2 . Determine la velocidad y aceleracidn del bote B 
con respecto al bote A en este instante. 



Prohs* 16-153/154 

16-155* El agua sale del impulsor de la bomba centrffuga 
con una velocidad de 25 m/sy una aceleracidn de 30 m/s 2 , 
ambas medidas con respecto al impulsor a lo largo de la 
tinea del aspa AB. Determine la velocidad y aceleracidn 
de una particula de agua en A cuando sale del impulsor en 
el instante que se muestra. El impulsor gira a una veloci¬ 
dad angular constante de to = 15 rad/s, 



200 m 


125 m/s 
| 2 m/s 2 



x 


Probs* 16-151/152 


Prob* 16-155 
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*16-156* Un juego mec^nico de an parque de diversio- 
nes se compone de an brazo rotatorio AB que gira a ana 
velocidad angular constante de a> AB = 2 rad/s, alrededor del 
panto A y an carro tnontado en el extremo del brazo, el coal 
tiene una velocidad angular constante to 1 = {—0.51c) rad/s, 
medida con respecto al brazo. En el instante que se mues¬ 
tra, determine la velocidad y aceleracidn del pasajero en C. 

*16-157* Un juego mecinico de un parque de diversiones 
se compone de un brazo rotatorio Ai? que gira a una ace- 
leracidn angular constante de a AB = 1 rad/s 2 cuando to AB 
= 2 rad/s en el instante que se muestra. Ademis, en este 
instante el carro tnontado en el extremo del brazo tiene 
ana aceleracidn angular constante de a 1 = {-0.6k) rad/s 2 
y una velocidad angular de w r = {-0.5k) rad/s, medidas 
con respecto al brazo. Determine la velocidad y acele- 
tacidn del pasajero en C en este instante. 



16-158* EL mecanismo de “retomo r^pido 1 ' consta de una 
manivela AP, un bloque corredizo Py un eslabdn ranura- 
do CD. Si la manivela tiene el movimiento angular que se 
indica, determine el movimiento angular del eslabdn ranu- 
mdo en este instante. 


16-159* El mecandsmo de “retomo rapido 1 " consta de la 
manivela CD y el brazo ranurado AP. Si la manivela gira 
con la velocidad y aceleracidn angulares en el instante que 
se muestra, determine la velocidad y aceleracidn angulares 
de AB en este instante. 



*16-160- El mecanismo Ginebra se utiliza en un sistema 
empacador para convertir el movimiento angular constan¬ 
ts en movimiento angular intermitente. La rueda de estre- 
Ua A realiza un sexto de revolucidn por cada revolucidn 
completa de la rueda propulsora Py la guCa anexa C. Para 
hacer esto, el pemo P, el cual esli fijo en B , se desliza hacia 
dentro de una de las ranuras radiales de A, por lo que la 
nieda A gira y luego sale de laranura. Si B tiene una velo- 
ridad angular constante de to B = 4 rad/s, determine m A y 
a A de la rueda A en el instante que se muestra. 



Prok 16-158 


Prcibs 16-160 

















16.3 AmAlisis del movimiento relativo por medio de ejes rotatorios 


391 


PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P16-L Un motor el£ctrico hace girar la Uanta A a una 
veloddad angular constants y la friccidn hace que la rueda 
gire sin deslizarse sobre el borde interne de La rueda de la 
for tuna. Con Los valores numericos apropiados, determine 
la magnitud de La veloddad y aceleracidn de los pasajeros 
en una de las canastas. ^Los pasajeros en las demas canas¬ 
tas experimentan este mismo movimiento? ExpUque. 


P16-1 

P16-2* La manivela AB gira en sentido contrario a las 
manecillas del reloj a una veloddad constants que hace 
que el bra 20 de conexidn CD y el balancin DE se mue- 
van. Trace un bosquejo que muestre la ubicacidn del Cl 
del brazo de conexidn cuando Q = 0°, 90°, 180° y 270°. 
Adem£s, ^edrno se determine la curvatura de la cabeza E 
y por qu 6 est3 curvada de esta manera? 



P16-3* La puerta plegadiza del hangar se abre por medio 
de cables que se mueven hacia arriba a una veloddad 
oomtante. Determine la posiddn 6 del panel BC cuando la 
veloddad angular de BC es igual pero opuesta a la velod¬ 
dad angular de Aif. Ademis, ^cu^les esta velocidad angu¬ 
lar? El panel BC esta sujeto en C por medio de un pasador 
y su altura es diferente de la de BA. Use valores numericos 
apropiados para explicar su resultado. 



P16-3 


P16-4* Si las Han tas no pa dnan en el pavimento f de termi- 
ne los puntos en la Uanta que tienen una veloddad maxima 
y minima y los puntos que tienen una aceleracidn maxima y 
minima. Use valores numericos apropiados para la veloci¬ 
dad del automdvil y el tamafto de las llantas para explicar 
su resultado. 





P16-2 


P16*4 
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CapTTULO 16 Cl NEMATIC A PLANA DE UN CUERPO RfGIDO 


REPASO DEL CAPfTULO 


Movimiertto piano de un cueipo rigid a 

Un cuerpo rfgido experimenta tres dpos de movimiento 
piano: traslacidn, rotacWn alrededor de un eje fijo y movi¬ 
miento piano general. 



Trayectoria de traslatidn rectiKnea 


Tra&lacion 

Cuando un cuerpo se traslada en Knea recta, todas sus par- 
ifculas viajan a lo largo de trayectorias en Knea recta para- 
lelas. Si las trayectorias tienen el mismo radio de curvatura, 
entonces la traslacidn es curviKnea. Siempre que conozcamos 
el movimiento de una de las partfculas, entonces tambi£n 
conoceremos el movimiento de todas las dem^s. 



Rotacion alrededor de un eje fijo 

En este dpo de movimiento, todas las partfculas se mueven 
a lo largo de trayectorias circulars. Aqui, todos los segmen¬ 
ts de Ifnea en el cuerpo experimentan un desplazamiento 
angular, una velocidad angular y una aceleracidn angular 
iguales. 


\ 



Rotacitin alrededor de un eje fijo 


Una vez que se conoce el movimiento angular del cuerpo, 
entonces puede obtenerse la velocidad de cualquier partfcula 
situada a una distancia r del eje. 

La aceleracidn de cualquier partfcula tiene dos componen- 
tes. La componente tangencial responde al cambio de la 
magnitud de la velocidad y el componente normal del cam¬ 
bio de la direccidn de la velocidad. 


to = dfifdt 
a = dto/dt 0 
ad& = (odo> 

V = tor 


(0 = (0fi + txj 
S = + | otj 1 

o? = o>l + 2^(0 - 0 fl ) 
a c constante 
a t = or, a n = d?r 


Mo vimiento piano general 

Cuando un cuerpo experimenta movimiento piano general, 
se traslada y gira al mismo tiempo. Se cuentaeon varios tipos 
de m^todos para analizar este movimiento. 


Anri/ms de movimiento absolute 

Si se conoce el movimiento de un pun to o el movimiento 
angular de una Knea en el cuerpo, entonces es posible rela- 
donar este movimien to con el de otro pun to o Knea por 
medio de un anilisis de movimiento absoluto. Para hacerlo, 
se establecen coordenadas de posicidn Knea l s o coordena- 
das de posicidn angular 0 (medidas con respecto a un punto 
o Ifnea fija), Estas coordenadas de posicidn se relacionan 
entonces por medio de la geometrfa del cuerpo. La derivada 
con respecto al tiempo de esta ecuacidn da la relacidn entre 
las velocidades y/o las velocidades angulares. Una segunda 
derivada con respecto al tiempo relaciona la aceleracidn y/o 
las aceleraciones angulares. 



Movimiento piano general 
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Movimiento relative* mediante ejes trasladantes 

El movimiento piano general tambten puede 
analizarse por medio de un anMsis de movi¬ 
miento relativo entre dos puntos A y B locali- 
zados en el cuetpo. Este m£todo considera el 
movimiento en partes: primero una trasladdn 
del pun to base seleccionado A , enseguida una 
“rotacidn” relativa del cuerpo alrededor del 
punto A , el coal se mide con respecto a un eje 
trasladante. Como el movimiento relativo se 
ve como movimiento circular alrededor del 
punto base, el punto B tendr3 una velocidad 
Vb/a tangente al cfrculo. Tambi^n tiene dos 
eomponentesde aceleracidn, (a B / A )ty (a b/a)^ 
Adem^s, es important© darse cuenta que % A y 
a fi tendran componentes tangenciales y nor- 
males si estos puntos se mueven a lo largo de 
tray ectorias curves. 

v B = \ A + ta X r B/A 

= *i4 + a X x BjA “ ^^BjA 

Crntro instantdneo de velocidad cero 

Si se considera que el punto base A tiene una 
velocidad cero, entoncesla ecuacidn de veloci¬ 
dad relativa se escribe v B = ta X r B f A , En este 
caso, parece que el cuerpo girar£ alrededor de 
un eje instantdneo que pasa por A. 

El centro instantdneo de rotacidn (Ci) puede 
establecerse siempre que se conozcan las direc- 
ciones de las velocidades y la velocidad angular 
de dos puntos cualesquiera del cuerpo. Como 
una Ifnea radial r siempre sard perpendicular a 
cada velocidad, entoncesel C/estden el punto 
de interseccidn de estas dos lfneas radiales. Su 
ubicacidn medida se determina con la geo- 
metrla del cuerpo. Una vez que se establece, 
entonces puede determinate la velocidad 
de cualquier punto P del cuerpo con v = wr, 
donde r se extiende del Cl al punto P. 

aZ „ 

r^^Ajci 

J\ X t JeL^ > v ci = 0 

*>{ ZJ V 0 

vZ *'tRfCI 

B\> 

Movimiento relativo por medio de ejes 
rotatorios 

Los problemas que implican elementosconec- 
tados que se deslizan uno con respecto al otro 
o puntos que no estdn en el mismo cuerpo 
pueden analizarse por medio de un andlisis 
de movimiento relativo con respecto a un 
marco rotatorio. Esto da lugar al t^rmino 2ft 

X conoddo como aceleracidn de 

Coriolis. 

Vg=V A + (IX r g/A + (v fl/4 ) xy . 

+ a X t B / A + n X (fl X i b/a) + 2(1 X (v B / A ) zyz + (aa/^)^ 









Las fueizas que aetuan en este dragster cuando empieza a acelerar son muy 
intensas y deben tomarse en cuenta en el disefio de su estructura. 









Cinetica plana de 
un cuerpo rfgido: 
fuerza y aceleracion 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Presentar los me tod os utilizados para determinar el momento de 
inercia de masa de un cuerpo. 

* Desarrollar las ecuaciones de movimiento de cinetica plana de un 
cuerpo rfgido sim6trico. 

* Analizar las aplicaciones de estas ecuaciones a cuerpos que expe- 
rimentan trasiadon, rotacion alrededor de un eje fijo y movimien¬ 
to piano general. 


17.1 Momento de inercia de masa 

Como an cuerpo tiene tamafio y forma definidos, un sistema de fuer- 
zas no concurrentes puede hacer que el cuerpo se trastade y rote. Los 
aspectos de traslacidn de! movimiento se estudiaron en el capitulo 
13 y estfin regidos por ia ecuacidn F = mu. En !a siguiente seccibn se 
demostrari que los aspectos de rotacibn provocados por un momento 
M, est£n regidos por una ecuacibn de la forma M = Ia. El si'mbolo 
/ en esta ecuacibn se denomina momento de inercia de masa. Por 
comparacidn, el momento de inercia mide la resistencia de un cuerpo 
a la aceleracion angular (M = Ia) del mis mo modo que la masa mide 
la resistencia de un cuerpo a la aceleracion (F = ma). 
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El volante del motor de este tractor genera un momento grande de inercia con 
iespecto a su eje de rotacion. Una vez que se ponga en movimiento, sera dificil 
detenerlo, lo cual tambien evitara qne el motor se pare y por tanto Le permitira 
mantener una potenda constante. 



17 


z 



dm 


17-1 


Definimos el momento de inercia eomo la integral del “segundo 
momento” alrededor del eje de todos tos elememos de masa dm los cua- 
ks componen el cnerpo * Por ejemplo, el momento de inercia del cueipo 
alrededor del eje z en la figura 17-1 es 



(17-1) 


En este caso el “brazo de momento” res la distancia perpendicular del 
eje z al elemento arbicrario dm. Como la formula implica r, el valor de 
/es diferente con cada eje con respecto al cual se calcula. En el estudio 
de cindtica plana, por to general el eje seleccionado para el an&Iisis 
pasa por el centro de masa Gdel cuerpo y siempre es perpendicular al 
piano de movimiento. El momento de inercia con iespecto a este eje 
se denotard como l G . Como resti elevado al cuadrado en ia ecuacidn 
17-1, el momento de inercia de masa siempie es una cantidad positiva. 
Las unidades comunes para medirto son kg ■ m 2 o slug - pie 2 . 

Si el cuerpo se compone de material de densidad variable, p = p{x, 
y, z ), la masa elemental dm del cuerpo puede expresarse en funcidn 
de su densidad y volumen como dm = p dV. Si se sustituye dm en la 
ecuacidn 17-1, entonces se calcula el momento de inercia del cuerpo 
con elementos de volumen en la integracidn, es decir, 



*Otra propiedad del cuerpo que mide la simetrfa de su masa con respecto a un sistema 
de cootdenadas, esel producto de inercia. Esta propiedad se aplicapara el movimiento 
tridimensional de un cuerpo y se anaiizar4 en el capituio 21. 
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En el caso especial en que p sea ana constants, este termino $e saca 
de la integral y la integracidn es entonces puramente una funcidn de 
geometrfa. 


I=pjj 2 dV (17-3) 

Cuando el elemento de volumen seleccionado para la integracidn 
dene dimensiones infinicesimates en las tres direcciones, figura 17-2s, el 
momento de inercia del cuerpo se determina por medio de una “inte- 
gracidn triple”. Sin embargo, el proceso de integracidn puede simpli- 
ficarse a una integration simple siempre que el elemento de volumen 
seleccionado tenga un tamafto o espesor diferencial en sdlo una direc¬ 
tion. Para este propdsito a menudo se utiKzan elementos en forma de 
casquillo o de disco. 


Procedimiento para el analisis 


Para obtener el momento de inercia por integracidn, considera- 
remos sdlo cuerpos de voMmenes generados al hacer girar una 
curva atrededor de un eje. Un ejemplo de un cuerpo como ese 
aparece en la figura 17-2a Pueden elegirse dos tipos de elementos 
diferendales. 

Elemento en forma de casquillo - 

• Si para la integracidn se selecciona un elemento en forma de 
casquillo de altura z, radio r = y, espesor dy, figura 17-26, 
entonces el volumen es dV = (2uy)(z}dy. 

• Este elemento puede utilizarse en la ecuacidn 17-2 o 17-3 para 
determinar el momento de inercia I z del cuerpo con respecto 
al eje z, puesto que todo el elemento debido a su “espesor” 
queda a la misma distancia perpendicular r = y del eje z (vea 
el ejemplo 17.1). 

Elemento en forma de disco. 

• Si para la integracidn se selecciona un elemento en forma de 
disco de radio y y espesor dz, figura 17-2c,entonces el volumen 
es dV = {nfydz. 

• Este elemento es finito en la direccion radial, y por consiguien- 
te no todas su partes quedan a la misma distancia radial r del 
eje z ■ Por consiguiente, no puede utilizarse la ecuacidn 17-2 o 
17-3 para determinar I z directamente. En su lugar, para reali- 
zar la integraddn primero es neoesario determinar el momento 
de inercia del elemento con respecto al eje z y iuego integrar 
este resultado (vea el ejemplo 17.2). 



dV 



z 



X 

(C> 

Fig. 17-2 


17 
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Cap[tulo 17 Cine-tic a plana de un cuerfo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


EJEMPLO 


17.1 


Determine ei memento de inertia del ciEindro que se muestra en 
la figura 17-3a con respecto al eje z. La densidad del material, p es 
co ns tan te. 



17-3 


SOLUClON 

Elemento en forma de casquillo. Este problema puede nssol- 
verse con el elemento en forma de casquitlo que se muestra en la 
figura 17-36 y una integracion simple. El volumen del elemento 0$ 
dV = (2irr)(h) dr, de modo que SU masa es dm = pdV = p(2nhr dr). 
Como todo el elemento queda a la misma distancia r del eje z, el 
momenco de inercia del elemento es 


dl. = r 2 dm = plirhr* dr 


Al imegrar a lo largo de toda la regidn del cilindro se obtiene 


I z = f r 2 dm = plirh f r 1 dr = ^-R 4 h 

1 1 nt t/0 


La masa del dlindro es 


m 


= I dm = p2wh I rdr — pirhR 2 

Jm Jii 


de modo que 


A- 



Resp. 
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EJEMPLO 17.2 


Si la densidad del material es de 5 slug/pie 3 , determine el momen¬ 
to de inercia del sdiido que se muestra en la figura 17-4*3 con res- 
pecto a! eje y. 


y 



SOLUClON 

Elemento en forma de disco. El momento de inercia se deter¬ 
minat'd con un elemento en forma de disco, como se muestra en la 
figura 17-46. En este caso el elemento corta la curva en el punto 
arbitrario (*,>') y su masa es 


dm = pdV = p(irx 2 ) dy 


Aunque no todas las partes del elemento se encuentran a la misma 
distancia del eje y, atm as! es posible determinar el momento de 
inercia dl y del elemento con respecto al eje y. En el ejemplo ante¬ 
rior se demostrd que el momento de inercia de un cilindro con res¬ 
pecto a su eje longitudinal es I = \mR 2 , donde my R son la masa 
y el radio del cilindro. Como la altura no interviene en esta formu¬ 
la, el disco puede set considerado como un cilindro. Por tanto, 
para el elemento del disco de la figura 17-46, tenemos 


dly = ^(dm)x 2 = klpi'JTX 1 ) dy\x 2 


Si sustituimos x = y 2 , p = 5 slug/pie 3 , e integramos con respecto a 
y.desde y = 0 hasta y = 1 pie, obtenemos el momento de inercia de 
todo el sOlido. 


h= 


v (5 slug/pie 3 ) f 1 * 

- 2 - l Xdy 


<S) f 

2 L 


1 pie 

y A dy = 0.873 slug ■ pie 2 


Reap. 
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Teorema de ejes paralelos. Sise conoce el momento de iner¬ 
tia del cuerpo con respecto a un eje que pasa por an centro de mas a, 
emonces puede determinarse el momento de inercia con respecto a 
cualquier otro eje paralelo por medio del teorema de los ejes paralelos. 
Este teorema se deriva de la consideracipn del cuerpo que se muestra 
e*i la figura 17-5. Aquf el eje z‘ pasa por el centro de masa G, mien- 
tras que et eje z paralelo correspondiente queda a una distancia d. AI 
seleccionar el elemento de masa diferencial dw,iocaKzadoen el punto 
(*',/) y utilizar et teorema de Pit^goras, r 2 = (d + x') 2 + / 2 ,podemos 
expresar el momento de inercia del cuerpo con respecto at eje z como 


/ = 




+ x') 2 + y ,7 \ dm 

+ y' 2 ) dm + 2d [ x' dm + d 2 
Jm 



Dado que y 2 = x’ 2 + y' 2 , la primera integral representa 1 G - La segun- 
da es igual a cero, puesto que el eje z pasa por el centro de masa del 
cuerpo, es decir, fx'dm = x'm = 0puesto que x' = 0. Por dltimo, 








17.1 Momento de inercia de masa 


401 


la tercera integral represent a la masa total m del ctieipo. Por tamo, el 
momento de inercia con respecto a! eje z puede escribirse como 


/ = I c + tnd 1 


(17-4) 


donde 


I G = momento de inercia con respecto at eje z quo pasa por 
el centro de masa G 
m = masa del cuerpo 

d = distancia perpendicular entre los ejes paraielos zy z‘ 


Radio de giro. De vez en cuando, el momento de inercia de un 
cueipo con respecto a un eje especificado se reporta en manuaies por 
medio del radio de giro, k. Este es una piopiedad geo metric a que tiene 
unidades de longkud. Cuando se conocen el radio de giro y la masa 
m del cuerpo, el momento de inercia del cuerpo se determina con la 
ecuacidn 




(17-5) 


Observe la similitud entre la definicidn de k en esta formula y r en la 
ecu acid n dl = r 2 dmM cual define el momento de inercia de una masa 
elemental dm del cuerpo con respecto a un eje. 

Cuerpos compuestos. Si un cueipo se compone de varias 
formas simples como discos, esferas y barras, su momento de ineicia 
con respecto a cuafquier eje se determina por la suma aigebraica de 
los momentos de inercia de todas las formas compuestas calculadas 
con respecto al eje. La adicibn aigebraica es necesaria puesto que una 
parte compuesta debe consideraise como una cantidad negativa si 
ya se contd como una pieza de otra de parte —por ejemplo, un “agu- 
jero” restado de una placa sdiida. El teorema de los ejes paraielos se 
tequiere para los cafculos si el centro de masa de cada parte compuesta 
no queda en el eje. Para el cilculo, entonces, I = S(/ G + md 1 ). Aqtu', el 
l G de cada una de las partes compuesta se determina por integraddn, 
o por formas simples, como barras y discos, que puede haliarse en una 
tabla, como la que se da en la cubierta posterior interna de este libro. 
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Si la piaca que se muestra en la figura 17-6a tiene una densidad de 
8000 kg/m'’ y un espesor de 10 mm, determine su momento de iner¬ 
tia con respecto a un eje dirigido perpendicular a la pagina que pasa 
por el punto O. 



O Espesor de 10 mm 
00 


Kg. 17-6 


soluoGn 

La piaca consta de dos partes compuestas, el disco de 250 mm de 
radio menos un disco de 125 mm de radio,figura 17-66. El momento 
de inercia con respecto a O se determina calculando ei momento de 
inercia de cada una de estas partes con respecto a Oy iuego sumando 
los resultados algebraic amende. Los cglculos se realizan por el teore- 
ma de los ejes paralelos junto con los datos enlistados on la tabla que 
aparece en la cubierta posterior interna de este libro. 

Disco. El momento de inercia de un disco con respecto al eje cen- 
troidal perpendicular al piano del disco es I c = jmr 2 . EI centre de 
masa del disco se encuentra a una distancia de 0.25 m del punto O. 
Por tanto, 

m d = p d V d = 8000 kg/m 3 [it( 0.25 m) 2 (0.01 m)] = 15.71 kg 
{h)o = \ m d r d + m d ( ^ 1 

= | (15.71 kg) (0.25 m) 2 + (15.71 kg) (0.25 m) 2 
= 1.473 kg -m 2 

Agujoro. Para el disco (agujero) de 125 mm de radio, tenemos 
m h = p h V h = 8000 kg/m 3 [tt( 0.125 m) 2 (0.01 m)] = 3.927 kg 
{h)o = \rn h rl + m h d 2 

= |(3.927 kg)(0.125 m) 2 + (3927 kg)(0.25 m) 2 
= 0.276 kg-m 2 

El momento de inercia de la piaca con respecto a! punto O es por 
consiguiente 


h - ih)o ~ (4)o 

= 1.473 kg ■ m 2 - 0.276 kg ■ m 2 
= 1.20 kg-m 2 


Resp. 
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EJEMPLO 


El pendulo de la figura 17-7 cuelga del perno en O y se compone 
de dos b arras delgadas de 10 lb de peso cad a tina. Determine el 
momento de inercia del pdndulo con respecto a un eje que pasa por 
(a) el punto O y (b) el centro de masa G del pdndulo. 

SOLUClON 

Parte (a). A1 usar la tabla que aparece en la cubierta posterior 
interna de este libro, el momento de inercia de la barra OA con 
respecto a! eje perpendicular a la p&gina que pasa por el punto O de 
la barra es I 0 = \ml 2 . Por tanto, 

(We = = a414sl “*-'> ie2 

Este mis mo valor se obtiene con I G = ^ml 2 y el teorema de los 
ejes paralelos, 

(/ 0 x ) 0 -^ 3 + rf.i( s ^^) C 2 pl e ^ + ( J2 pie) 

= 0.414 slug ■ pie 2 
Para la barra SCtenemos 


(hc)o = Ti m l Z + m ^ 2= V^( - 10 a) ( 2 pies) 2 + ( - )(2piesf 

C 12 12 \32.2 pies/s 2 / \32.2pies/sV 

= 1.346 slug-pie 2 

El momento de inercia del pendulo con respecto a O es por consi- 
guiente 

Ip = 0.414 + 1.346 = 1.76 Slug ■ pie 2 Reap. 

Parte (b). El centro de masa G se localizard con respecto al punto 
O. Si se supone que esta distancia es y, figura 17-7 y se utiliza la 
formula para determinar el centro de masa, tenemos 

2ym 1(10/32.2) + 2(10/32.2) 
y “ Swi ” (10/32.2) + (10/32.2) “ 1,50 P ‘ eS 

El momento de inercia I G se determina de la misma manera que 1 Q , 
por medio de aplicaciones sucesivas del teorema de los ejes para¬ 
lelos para transferir los momentos de inercia de las barras OA y 
BC a G, Una solucidn mis directa, sin embargo, implies utilizar el 
resultado de /o,es decir, 

Ip — Ip + md 2 \ 1.76 slug-pie 2 = Iq + ^ ^ ^ (1.50 pies) 2 


1 pies/s 2 / 

Ip = 0.362 slug-pie 2 


Resp. 


JR 


G 

A 


B 


2 pies 


- J -=t= 


|- Ipie——Ipie ■ 
Fig- 17-7 
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PROBLEMAS 


*17-L Determine el momento de inertia I y de la barra 17-3* El paraboloids se forma al hacer girar el area som- 

esbelta Su densidad p y £rea de seccidn transversal A son breada alrededor de eje x. Determine el radio de giro k £ , 

constantes. Express el resultado en funcidn de su masa La densidad del material esp = 5 Mg/m 3 , 
total m. 



17-2. El cono circular recto se forma al hacer girar el 3rea *17-4* El cono truncado se forma al hacer girar el £rea 

sombreada alrededor del eje x . Determine el momento de sombreada alrededor del eje x. Determine el momento 

inercia J 4 y express el resultado en funcidn de su masa de inercia I x y exprese el resultado en funcidn de su masa 
total m. El cono dene una densidad constants p. total m. La densidad pdel cono truncado es constants. 



Proh. 17-2 


Prob* 17-4 
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* 17-5* El paraboloids se forma al hater girar el iiea so ni¬ 
tre ada alrededor del eje x. Determine el momento de iner¬ 
tia ton respecto al eje x y express el resultado en funtidn de 
su masa total m. La densidad pdel materiales constants. 


17-7* Determine el momento de inertia de la piramide 
homogdnea de masa m con respecto al eje z. La densidad 
del material es p. Sugerenckt: use un elemento de plata 
tettangular con volumen de dV = (2x)(2 y)dz. 



17-6* La semiesfera se forma a l hacer girar el 3rea som- 
breada alrededor del eje ^.Determine el momento de iner¬ 
tia I y y express el resultado en funtidn de su masa total 
m. La densidad pdel material es constants. 


*17-8* Determine el momento de inertia de masa I z del 
tono formado por el giro del irea sombreada alrededor 
del eje z . La densidad del material es p. Express el resul¬ 
tado en funtidn su masa total m. 



Prob* 17-6 


Prob* 17-8 
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*17A Determine el momento de inercia de masa l y del 
sdlido formado por el giro del 3rea sombreada alrededor 
del eje y, La densidad del material es p. Exprese el resulta- 
do en funeidn de la masa m del sdlido. 


z 



Prok 17-9 


17-10* Determine el momento de inercia de masa I y del 
sdlido formado por el giro del 3rea sombreada alrededor 
del eje y, La densidad del material es p. Exprese el resulta- 
do en funcidn de La masa m del semielipsoide. 


17-U* Determine el momento de inercia del ensamble 
eon respecto a un eje perpendicular a la p^gina y que pasa 
por el centro de masa G. El peso especflico del material es 
y = 90 Lb/pie 3 . 

*17-12* Determine el momento de inercia del ensamble 
con respecto a un eje perpendicular a la p£gina y que pasa 
por el punto O. El peso especffico del material es y = 90 
lb/pie 3 . 



Ptobs* 17-11 HI 


*17-13* Si el aro grande, el aro pequefio y cada uno de 
tos rayos pesan 100 lb, 15 lb y 20 lb, respectivamente, 
determine el momento de inercia de masa de la rueda con 
respecto a un eje perpendicular a la p%ina y que pasa por 
el punto A 


z 




Pmb* 17-10 


Frab. 17-13 
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17-14. El p^ndulo consists en la barra esbelta de 3 kg 
y la placa de 5 kg. Determine la ubicaeidn y de su cen- 
tro de masa G, luego calcule su momento de inercia con 
respecto a un eje perpendicular a la p£gina y que pasa 
por G. 


*17-16. El p£ndulo se compone de una placa que pesa 
12 lb y una barra que pesa 4 lb. Determine el radio de giro 
del p£ndulo con respecto a un eje perpendicular a la pigi- 
na que pasa por el punto O, 


'i)o 


2 m 


0,5 m 


1 m 


Prok 17-14 


T~ 

pie 



-1 pie 


O 

-- 1 

3 pies 2 pies—* 

IVob* 17-16 


*17-17- Determine el momento de inercia del ensamble 
de acero sdlido con respecto al eje x. El peso especffico del 
acero es y si = 490 lb/piel 



-2 pies 


3 pies - 


Prob* 17-17 


17-15* La m asa de cad a una de las tres barras esbeltas 
es m. Determine el momento de Inercia del ensamble con 
respecto a un eje perpendicular a la p%ina y que pasa por 
el centra O, 


17-18* Determine el momento de inercia de la manive- 
la central con respecto al eje x - El material es acero cuyo 
peso especffico es y sl = 490 lb/pie 3 . 




Ipulg 


1 pulg 


4pulg 


1 pulg 


17 


Ftt»b* 17-15 


Prob* 17-18 
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17-19* Determine el mo men to de inercia de la manivela 
voladiza con respecto al eje x. El material es aoero cuya 
densidad es p = 7.85 Mg/m 3 . 

* 17-20* De tannine el momen to de inercia de la manivela 
voLadiza con respecto al eje x 1 . El material es acero, cuya 
densidad es p = 7.85 Mg/m 3 . 


17-22* Determine el momen to de inercia de masa de la 
placa con respecto a un eje perpendicular a la p^gina que 
pasa por el punto O. La masa del material por unidad de 
£reaes de 20 kg/m 2 . 




Prohs. 17-19/20 


17 



*17-21* Determine el momento de inercia de masa del 
pgndulo con respecto a un eje perpendicular a la p^gina y 
que pasa por el punto O. La masa de la barra es de 10 kg 
y la de la esfera es de 15 kg. 


17-25* Determine el momento de inercia de masa de la 
placa con respecto a un eje perpendicular a la p%ina que 
pasa por el punto O. La masa del material por unidad de 
£rea es de 20 kg/m 2 . 



450 mm 



Prob* 17-21 



Fttib* 17-23 
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17.2 Ecuaciones de movimiento 
de cinetica plana 

En el anallsis siguiente limit are mos nuestre estudio de cinetica plana 
a cuerpos rfgidos k>s que, junto con sus cargas, se consideran simetricos 
con respecto a un piano de referenda fijo.* Como el movimiento de 
un ctierpo se puede ver dent re del piano de referenda, todas las fuerzas 
(y momentos de par) que actdan en el cuerpo pueden proyectarse 
entonces en el piano. Un ejemplo de un cuerpo arbitrario de este tipo 
se muestra en la figura 17-8a Aquf el origen del marco de referenda iner¬ 
tial x, y, z cointide con el punto arbitrario P en el cuerpo. Por definition, 
estos ejes no giran y estanfijos o se irasladan a velocidad constante. 



Fig. 17*8 

Ecuador) de movimiento de traslacion. Las fuerzas exter¬ 
nal que acttian en el cuerpo de la figura 17-8« representan el efecto de 
las fuerzas gravitacionales, etectricas, magndticas o de contacto entre 
cuerpos adyacentes. Como este sistema de fuerzas se consider^ pre- 
viamente en la seccidn 13.3 en el andlisis de una sistema de partfculas, 
aqul puede usarse la ecuacidn 13-6 result ante, en cuyo caso 

SF = ma G 

Esta ecuacidn se conoce como ecuation de movimiento de traslacion 
del centre de masa de un cuerpo rfgido. Plantea que la suma de todas 
las fuerzas externas que actuan en el cuerpo es igual a su masa por la 
aceleracion de su centro de masa G. 

Para movimiento del cuerpo en el piano x-y, la ecuacidn de movi¬ 
miento de trasfacidn puede escribiise en la forma de dos ecuaciones 
escalares independientes, es decir, 

2F* = m(a c ) x 

2F y = m(a c ) y 


17 


*AI hacer esto* la ecuatidn de movimiento de rotaddn se reduce a una forma un 
tanto simplificada. El caso m^s general de la forma y carga de un cuerpo se considers 
en el capftulo 21 + 
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y 



Diagrama de cuerpo libre de una partial la 


Ecuacion de movimiento de rotation. Ahora examinare- 
mos los efectos provocados por los momentos del sistema de fuerzas 
externas calculados con respecto a un eje perpendicular at piano de 
movimiento (el eje y que pasa por el punto P. Como se muestra 
en el diagrama de cuerpo libre de la iesima particula, figura 17-86, F; 
represent a la fiterza externa resultante que actiia en la particula, y f/ es 
la resultante de las fuerzas internas provocadas por interacdones con 
pardcufas adyacentes. Si la masa de la particula es mi y su aceleracirin 
es a i( entonces su diagrama dndtico se muestra en la figura 17-8c. Si 
sumamos los momentos con respecto a! punto P,requerimos 

rXFi + rXf/ = rX wij*/ 


(b) 


O 


= r X 


II 



Diagrams cingtioo de una particula 

(c) 


Los momentos con respecto a P tambidn pueden expresarse en funcibn 
de la aceleracidn del punto P.figura ll-bd. Si la aceieracidn angular del 
cuerpo es ay su velocidad angular to, entonces al utitizar la ecuacibn 
16-18 tenemos 

(Mp)i = ntit X (a P + a X r — arr) 

= m\t X */> + rX (a X r) — <u?(r X r)J 

El dltimo fcSrmino es cero, puesto que r x r = 0. Al expresar los vecto¬ 
rs con componentes cartesianos y reatizar las operackmes de producto 
vectorial, el resultado es 

(Mp);k = m;{(xi + yj) X [ («/>)*! + («p) y j] 

+ (xi + yj) X [ok X (xi + yj)l} 

(M F h k = m,[-y(a P ) x + x(a P ) y + ax 2 + ay 2 ] k 
C (M P )i = m,[-y(a P ) x + x(o P )j + ar 2 \ 

Si establecemos que m, —* dm y la integramos con respecto a toda la 
masa m del cuerpo, obtenemos la ecuacibn de momenta resultante 


y 



(d> 


CSMp = Jy dmj(a P ) x + Jx drnj(af) y + r 2 dmja 


Aqui SAfp represents sblo el momento de las fuerzas externas que 
acttian en el cuerpo con respecto al punto P. El momento resultante 
de las fuerzas internas es cero, puesto que estas fuerzas acttian en pares 
colineales opuestos en todo el cuerpo y por tanto el momento de cad a 
par de fuerzas con respecto a P se elimina. Las integrals y el primero 
y segundo tbrminos del lado derecho se utitizan para localizar el oen- 
tro de masa G del cuerpo con respecto a P, puesto que ym = fydm 
y xm = fx dm, figura 17-&L Asimismo, la ultima integral represen¬ 
ts el momento de inerda del cuerpo con respecto al eje z, es decir, 
I P = fr 2 dm. Por tanto. 


Fig. 17-8 (cont) 


CSAfp = -ym(a P ) x + xm(a P ) y + Ipa 


(17-6) 



















17.2 Eqjaciones de MQVIMIENTO DE CINfTICA plama 


411 


Es posible reducir esta ecuacibn a una forma mis simple si el punto P 
coincide con el centro de mas a Gdel cuerpo. Si dste es el caso, entonces 
x = ~y = 0, y por consiguiente* 


SMc = left 


(17-7) 


Esta ecuacion de movimiento de rotation plantea que la suma de los 
momentos de to das las fuerzas externas con respecto al centro de masa 
del cuerpo Gesigual alproducto del momento de inertia del cuerpo con 
respecto a un eje que pasa por Gy ala aceleracion angular del cuerpo. 

La ecuacidn 17-6 tambibn puede reescribiise en funcidn de las com- 
ponentes x y y de a^y el momento de inercia /cdel cuerpo. Si el punto 
G esti en (3e, y), figura 17-8d,entonces de acuerdo con el teorema de 
los ejes paralelos, I P = I G + m(x 2 + y 2 ). Si sustituimos en la ecua- 
cion 17-6 y reordenamos los tbrminos, tenemos 

CSM/. = ~ym[—(a p ) x + y«3 + + xa} + lea (17-8) 

De acuerdo con el diagrama cinematico de la figura 17-8rf, a/, puede 
expresarse en funcidn de a c como 

a c = ap + at Xf — off 

(nc)jri + («c)^j = (ap)*i + + akX <*i + yj) - <n 2 (xi + yj) 

Si se reaiiza el producto vectorial y se igualan las componentes i y j 
respectivas se obtienen las dos ecuaciones escalares 

(«c)* = («/>)* -ya-xv 2 
{a G ) y = (ap) y + xa-yaf L 


Segdn estas ecuaciones + ya\ = [-(a G )j - xafi] y \{ap) y + 

jea] = [(ae)y + yA ■ Al sustituir estos resultados en la ecuacibn 17-8 
y simpiificar, el resultado es 

C SM P = -ym{a G ) z + xm{a G ) y + left (17-9) 

Este importante resultado indica que cuando los momentos de las 
fuerzas externas mostradas en el diagrama de cuerpo tibre se suman con 
respecto al punto P, figura 17-8e, equivalen a la suma de los “momentos 
tinetkos” de las componentes de macron respecto a P mas el “momen¬ 
to tinetico” de I oat, figura 17-8f. En otras palabras, cuando se calculan 
los “momentos cinbticos” 2(jM.jt)/>, figura 17-8/, los veetores m{a G ) x y 
m(a G ) y se tratan como veetores deslizantes; es decir, pueden actuar en 
cualquierpunto a lo largo de su Unea de action. Del mismo modo, left 
puede tratarse como un vector libre, y por consiguiente puede actuar 
en cualquier punto. Es importante tener en cuenta, sin embargo, que 
ma c e / c « no son lo mismo que una fuerza o un momento de par. 
En cambio, son provocados por los efectos externos de las fuerzas y 
momentos de par que actuan en el cuerpo. Por tanto, con esto en mente 
podemos escribir la ecu acid n 17-9 de una forma mis general como 




(17-10) 



l«> 



Diagrama cin^tico 


(f) 


*Tambi£n se reduce a esta misma forma simple SAfp = Ipa. si el punto P es un punto fijo 
(vea la ecuacidn 17-16) o la aceleracidn del punto P se dirige a lo largo de la Hnea PG> 


17 
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<e> 



M*a)y 

-— X -- 

V* 

G 

I I * 

/ m(*G) r 


y 

1 


Aplicacion general de las ecuaciones de movimiento. 

Para resumir este andlisis, se pueden escribir ires ecuaciones escala¬ 
tes independientes que describan el movimiento piano general de un 
cuerpo rfgido simbtrico. 


SE, = m(a G ) x 

~ F y = ™(«c)y 
— Iqo. 


° (17-11) 

Cuando se apBcan estas ecuaciones, debemos trazar siempre un diagra¬ 
ms de cuerpo fibre, figura 17-8e, que incluya todos los tbrminos que 
intervienen en 1F X , SF y , 1M G o 2 A/p. En algunos problemas tambibn 
puede ser util trazar el diagrama cinetico del cuerpo, figura 17-8/. Este 
diagrams explica grfifkamente los terminos m(«c)y * lc a - Es 

muy dtil en especial cuando se utiliza para determinar las componentes 
de ma c y el momento de dichas componentes en 2(41^)^. * 


17.3 Ecuaciones de movimiento: 
traslacion 


Diagrama cinetico 

(T) 

Fig. 17-8 (cont.) 



(a) 

Fig. 17-9 


Ouando el cuerpo rigido que se muestra en la figura 17-9a experimen¬ 
ts una traslacion, todas sus particulas tienen la misma aceleracion. 
Ademfis, at = 0, en cuyo caso la ecuacibn de movimiento de rotacibn 
aplicada en el punto G se reduce a una forma simplificada, o sea, 
= 0. A continuacibn se analizarfi la aplicacibn de bsta y todas 
las ecuaciones de movimiento producido por fueizas para cada uno 
de los dos tipos de traslacibn. 

Trastation rectih'nea . Cuando un cueipo se somete a traslacion 
recdUnea, todas sus particulas viajan a lo largo de trayectorias de Mnea 
recta paralelas. El diagrama de cuerpo fibre y los diagramas cinbticos 
se muestran en la figura 17-96. Como l G at = 0, sbio macse muestra en 
d diagrama cinbtico. Por tanto, las ecuaciones de movimiento perti- 
nentes en este caso son 


= rn{a G ) x 
'LFy = m{a G ) y 
2M C =0 


(17-12) 


*Por esia raztin, el diagrama cinetico se utilizari en la solucidn de un problema de 
ejemplo siempre que se aplique JM P = Z( 
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(b) 


/ 



Tambidn es posible sumar momentos con respecto a otros punt os, on o 
ftiera del cuerpo, on cuyo caso, debe tenerse on cuenta el momento de 
mac Por ejemplo, si se seiecciona el punto A, situado a una distancia 
perpendicular d de la line a de accidn de mac, las siguientes ecuaciones 
de momento aplican: 


C + %M a = S{jK*) x ; 2M a = ( ma G )d 


Aquf la suma de los momentos de las fuerzas externas y los momentos 
de par con respecto a A (ZM A , diagrams de cuerpo fibre) es iguaf al 
momento de mac con respecto a A diagrams cindtico). 

Traslacion curvilfnea. Cuando un cuerpo n'gido se somete a 
traslacion curvSinea, todas sus partfculas viajan a lo largo de trayec- 
torias curvas pamlelas. En un andtisis, eon frecuencia es convenience 
utiiizar un sistema de coordenadas inercial con su origen que coincida 
con el centro de mass del cuerpo en el instante considerado y sus ejes 
orientados en las direcciones normal y cangenciat a la trayectoria del 
movimiento, figure 17-9c. De este modo, las tres ecuaciones escalares 
de movimiento son 


= m(a c )„ 
SF, = m(a G ), 
SMc = 0 


(17-13) 


Si se suman los momentos con respecto al punto arbitrario B, figura 
l7-9c, ententes es necesario tener en cuenta los momentos, 2(jH.jt)s, 
de las dos componentes m(a G ) H y m(ac) t con respecto a este punto. 
De acuerdo con el diagrama cindtico, h ye representan las distancias 
perpendiculares (o “brazos de momento”) de B a las Hneas de accidn 
de los componentes. Por consiguiente, la ecuaddn de momentos reque- 
ridaes 

C +EM b = Ef-AL*)*; 2 M b = e[m(fl G ),] - h[m(a G )„] 


17 



ii 
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Los diagrams de cueipo libre y cmetico 
para este bote y el remolque se trazan 
primero para aplicar las ecuacioaes 
de movimiento. Aqui las fuerzas en 
el diagram a de cuerpo libre causan el 
efecto que se muestra en el diagrama 
dnetico. Si se suman los momentos con 
respecto al centro de masa G t entonces 
2Af G = 0. Sin embargo, si los tnomen- 
tos se suman con respecto al pnnto B 
entonces C+SM B = ma G {d) f 


W 




Procedimiento para el analisis 


Los problemas cindticos que implican la tmstadon de un cuerpo 

ifgido pueden resolverse con el siguiente procedimiento. 

Diagrama da cuerpo libre. 

* Establezea el sistema de coordenadas x,yon,t ineicial y trace 
el diagrama de cuerpo libre que incluya todas las fuerzas exter- 
nas y momentos de par que acuian en el cuerpo. 

* Deberi estabiecer la direcddn y sentido de la aceieraddn del 
centro de masa » G del cuerpo. 

* Identifique las inodgnitas en el problema. 

* Si se decide que en la soiucidn deba utilizarae la ecuacidn de 
movimiento de rotacidn = 2(^11^)/., entonces considere 
trazar el diagrama dndtico, puesto que gr&icamente induye las 
componentes m(a G )x> m(*G)y o m(nc)„ m(ac) n y por consi- 
guiente cs conveniente “visualizar” los tdrminos requeridos 
en la suma de momentos 

Ecuaciones de movimiento. 

* Aplique las tres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la 
convened n de signos establecida. 

* Para simplificar el analisis, la ecuacidn de momentos 2M C = 0 
puede set reemplazada por la ecuacidn mis general 2M P = 
2(Jt i ) P ,donde el punto Pcasi siempre se encuentra en la inter- 
seccidn de las b'neas de accidn de tantas fuerzas desconocidas 
como sea posibie. 

* Si el cuerpo est4 en contacto con una superficie dsperay ocurre 
deslizamiento, use la ecuaddn de frieddn F = p k N. Recuerde, 
que F siempre aettia en el cuerpo de modo que se opone a su 
movimiento con respecto a la superfide con la que est£ en con¬ 
tacto. 

CinemStica. 

* Use cinem&fca para determinar la velocidad y la posicidn del 
cuerpo. 

* Para traslacidn rectih'nea con aceleracidn variable 
a G = dv G jdt a G ds G = v G dv G v G = ds G /dt 

* Para traslacidn rectih'nea con aceleracidn constante 
% = (^c)o + Qd V G = (v G )l + 2a G [s G - (Jb)o] 

S G = (-Sc)o + (fifcV + jO G t 2 

* Para traslacidn ctirvilfnea 

(«c)n = vh/p = orp 

(a G ) t = dv G (dt, (a G )tds G = i k}dv G ,(PG)t = a P 
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EJEMPLO 17.5 


El automdvil de ta figura 17-10« tiene tin a mas a de 2 Mg y tin cen¬ 
tre de masa en G. Determine la aceleracibn si las rued as traseras 
“propulsoras” siempie patinan, en tanto que las delanteras niedan 
Kbremente. Ignore la masa de las ruedas. El coeficiente de friccidn 
cinetica entre las ruedas y la carretera es ix k = 0.25. 



SOLUClON 1 


Diagrams de cuerpo llbre. Como se muestra en la figura 17-106, 
la fuerza de friccidn F s en las ruedas traseras empuja el carro hacia 
delante y como ocurre deslizamiento, F s = 0.25 iV s . Las fueizas de 
friccidn que acttian en las medas delanteras son cero, puesto que 
su masa es insignificante.* En el problems hay ties incognitas, N A , 
N b y a G . Aqui sumaremos los momentos con respecto al centre de 
masa. El automOvil (punto G) acelera hacia la izquierda, es decir, 
en la direccidn x negativa, figura 17-106. 

Ecuaciones de movim lento. 

* S F x = m(a G ) x \ —0.25 N B = -(2000 kg )a G (1) 

+ T 2F, = m{a G )y, N a + N b - 2000(9.81) N = 0 (2) 

C + SM C = 0; -^(1.25 m) - 0.25AT B (0.3 m) + AT B (0.75 m) = 0 (3) 



Al resolver, 

a G = 1.59 m/s 2 *- Resp. 

N a = 6.88 kN 
N b = 12.7 kN 

SOLUClCN II 

Dlagramas de cuerpo llbre y cinetico. Si se aplica la ecuaciOn 
de “momentos” con respecto al punto A, entonces se etiminara la 
incbgnita N A de la ecu acid n. Para “visualizar” el momento de ma G 
con respecto a A, incluiremos el diagrams cindtico como parte del 
andlisis, figura 17-10c. 

Ecu acid n de movlmlento. 

C + SM^ = Ar s (2 m) - [2000(9.81) N](1.25 m) = 

(2000 kg)« G (0.3 m) 



2000 (9.81) N 


m 

F b = Q25N b 
N b 



Para resolver 6sta y la ecuacidn 1 para acobtenemos una sohickm 
m$s simple que la que se obtuvo con las ecuaciones 1 a 3. 


Fig, 17-10 


*Si se ignora la masa de la rueda* la = 0 y la fuerza de frieddn en A requerida 
para hacer girar la rneda es cero. Si se incluyera la masa de las ruedas* entonces la 
sduddn serfa mis complicada* puesto que tendrfa que considerarse un anilisis de 
movimiento piano general de las ruedas (vea la seeddn 17 i), 
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Cap[tulo 17 Cine-tic a plana de un cuerpo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


EJEMPLO 17.6 




735.75 N 


La motodcleta de ia figura 17-1 la tiene una masa de 125 kg y un 
centro de masa G b mientras que el motodcifeta tiene una masa de 
75 kg y un centro de masa en G 2 . Determine el coeficiente mtni- 
mo de friccidn estdtica entre las ruedas y el pavimento para que el 
motodclista realice un “caballito”, es decir, que levante la rueda 
de lan ter a del sueto como se muestra en la foto. ^Qud aceleraciOn 
se requieie para haoer esto? Ignore la masa de las ruedas y suponga 
que la rueda deiantera gira libremente. 




Fig. 17-11 


soluciOn 

Dlagramas de cuerpo fibre y rfnetko. En este problema cores i- 
deraremos tamo la motodcleta como al motodclista como un solo 
sstema. Es posible iocalizar primero el centro de masa de este “siste- 
ma” por medio de las ecuadones x = Sjtm/Sm y y = SJm/Sui. 
En este caso, sin embargo, consideraremos el peso de la masa de 
la motocicleta y del motodclista por separado como se muestra en 
tos diagramas de cuerpo libre y cindtico, figura 17-116. Estas dos 
partes se mueven con la misma aceleraciOn. Hemos supuesto que 
la rueda deiantera estd a punto de separarse del suelo, de modo 
que la reacciOn normal N A «0. Las tres incognitas en et problema 
son N B , F b y a G . 


Ecuadones de movlmiento. 


* "2F X = m(a G ) x -, F B = {75 kg + 125 kg)n G (1) 

+ T £/> = m(a G ) y -, Afe - 735.75 N - 1226.25 N = 0 

C + -{735.75 N)(ft4m)- (1226.25 N)(0.8 m) = 

-(75 kga G )(0.9 m) - (125 kga G )(0.6 m) (2) 


Al resolver, 

a G = 8.95 m/s 2 -*■ 

N b = 1962 N 
F b = 1790 N 

Por tanto, el coeficiente mfnimo de frieddn estatica es 


, , _Ib 


1790 N 
1962 N 


= 0.912 


Resp. 


Reap. 
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EJEMPLO 


Un embalaje uniforme de 50 kg descansa sobre una superficie hori¬ 
zontal cuyo coeficiente de fricctdn cinetica es (i k = 0.2. Determine 
la aceleracidn si se aplica una fuerza P = 600 N at embalaje como se 
muestra en la figura 17-12& 



-— 1 m —«- 


P= 600N 


r 

0.8 m 

1 

M 

1 m 





(a) 



SOLUDON 

Diagrams de cuarpo libra. La fuerza P puede hacer que el 
embalaje se deslice o que se vuelque. Como se muestra en la figu¬ 
ra 17-126, se supone que el embalaje se desliza, de modo que F = 
(x k N c = 0.2 N c . Ademgs, la fuerza normal resultante N c actua en 
O, a una distancia x (donde 0 <x ^0.5 m) de la lineade centrosdel 
embalaje.* Las tres incognitas son N c ,x y a G . 

Ecuadonas da movimianto. 

** £ F x = m{a G ) x ; 600 N - 0.2Afc = (50 kg)« G (1) 

+ T ZF y = m{a c ) y \ N c - 490.5 N = 0 (2) 

C +SMc = 0; -600 N(0.3 m) + N c {x) - 0.2Afc(0.5 m) = 0 (3) 


A l resolver, 


N c = 490.5 N 
x = 0.467 m 
a G = 10.0 m/s 2 


Resp* 


Como x = 0.467 m < 0.5 m, el embalaje se desliza como se stipuso 
original me nte. 

NOTA: si la soluddn hnbiera dado un valor de x > 0.5 m, el pro- 
blema tendria que resolverse otra vez porque el embalaje se vuel- 
ca. Si 6ste fuera el caso, N c actuarfa en el punto de la esquina A 
y F^ Q.lNc- 


*La linea de accidn de N c nq necesariamente pasa por el centre de masa G (r = 0), 
puesto que N^debe conuairestar la tendencia a la volcadura provocada por P. Vea 
la seecidn 8J de fogenierfa Mec&niw: Est&tica . 


P = 600 N 
0.3 mf 


05 m 


490iN 





t A 
—F 


Me 


02 Nr 


05 m 
(b> 

Fig* 17-12 
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Cap[tulo 17 Cine-tic a plana de un cuerpo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


EJEMPLO 17.8 



(a) 


La viga BD de 100 kg que se muestra en ta figura 17-13« est£ soste- 
mda por dos barras cuya masa no se toma en cuenta. Determine la 
fuerza desarrollada en cada barra si cuando 8 = 30°, to = 6 rad/s. 

SOLUC16N 

Diagrams da cuerpo libra. La viga se mueve con traslacion curvi- 
Imea puesto que todos sus puntos se mueven a lo largo de trayectorias 
circulares que tienen el mismo radio de 0.5 m. Con coordenadas nor- 
males y tangenciales, el diagrams de cuerpo fibre de la viga se muestra 
en la figura 17-136. Debido a la traslacion, Gtieneel mismo movimien- 
to que el pasador en B, e! cual esti conectado tanto a la barra como a 
la viga. Observe que la componente tangential de la aceleraciOn actua 
hacia abajo y a la izquierda debido a ta direction en el sentido de 
las manectiias del reloj de «, figura 17-13c. Ademas, el componente 
normal de la aceleraciOn siempre est£ dirigido hacia el centre de cur- 
vatu ra (hada el punto A para la barra AB). Puesto que la veloddad 
angular de AB es de 6 rad/s cuando 9 = 30°, entonces 

(o G )„ = tiPr = (6rad/s) 2 (0.5 m) = 18 m/s 2 


Las tres incognitas son T B , T D y (o c ),. Se establecieron las direccio- 
nes de (%)„ y (a G ), y se indican en los ejes de coordenadas. 




Fig. 17-13 


Ecu a clones da movim lento. 

= m(aa) n \ T B + T D - 981 cos 30°N = 100kg(18 m/s 2 ) (1) 
+SZF, = m(a G ) t \ 981 sen 30° = 100 kg(a c ) f (2) 

C + SM g = 0; —(T fi cos 30°) (0.4 m) + (T D cos 30°) (0.4 m) = 0 (3) 


El resultado de la soluciOn simultinea de estas tres ecuaciones es 
T b = T d = 1.32 kN Resp. 

(a a )t = 4.905 m/s 2 

NOTA: tambidn es posible apticar las ecuaciones de movimiento 
a lo largo de los ejes xy y, horizontal y vertical, pero la solution se 
vuelve mSs compKcada. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F17-L La carre tilla y su carga tienen una masa total de 
100 kg. Determine la aceleracidn de la carre til la y la reac¬ 
tion normal en el par de medas Ay B. Ignore la masa de 
Ostas. 


100 N 



F17-1 


F17-2* Si se permite que el gabinete de 80 kg ruede hacia 
abajo del piano melinado, determine su aceleraciOn y las 
teacciones normales en el par de rodiUos A y B tuya masa 
se pasa por alto, 



F17-2 

F17-3. La articulation AB db 20 lb esta conectada con un 
pasador a un marco mdvU en A y sostenida en position 
vertical por el resorte BC , el dial puede soportar una ten¬ 
sion maxima de 101b. Determine la aceleraciOn maxima del 
marco sin que se rompa el resorte. ^Cu^les son los compo- 
nentes correspondientes de la reaction en el pasador Al 



f-3 pies - 


F17-4* Determine la aceleraciOn maxima del camiOn sin 
que el ensamble se mueva con respecto al camiOn. Adem^s, 
^cual es la reaction normal oorrespondiente en las patas A 
y B1 La mesa de 100 kg tiene su centre de masa en G y el 
coeficiente de McciOn estitica entre las patas de la mesa y 
la plataforma del camiOn es jit* = 0.2. 



0.6 m 0.9 m 


a 


F17-4 


F17-5. En el instante que se muestra, las dos barras cuya 
masa se ignora ostilan con una veloddad angular en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj de to = 5 rad/s, 
mientras que la barra de 50 kg se sornete a la fuerza hori¬ 
zontal de 100 N. Determine la tension desarroUada en las 
barras y su aceleraciOn angular en este instante. 



F17-5 


F17-6. En el instante que se muestra, la articulation CD 
gira con una velocidad angular de to = 6 rad/s. Si se sornete 
a un momento de par M = 450 N -m, determine la fuerza 
desarrollada en la articulation AB, los componentes hori¬ 
zontal y vertical de la reaction en el pemo D, y la acelera- 
tiOn angular del eslabOn CD en este instante. La masa del 
bloque es de 50 kg y su centro de masa esti en G. Ignore la 
masa de las articulationes Aify CD. 


0.1 m 

— 0.6 m 





oil L 

~1 

04 m 

B 4" 

tt# = 6 rad/s 

04 m 

f 

G 


( r ^ 


M=450N*m 


F17-3 


F17-6 
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Cap[tulo 17 CiNfricA plana de un cuerfo rIgido: fuerza v aceleraci6n 


17 


PROBLEMAS 


*17-24. El reeipiente de 4 Mg ton dene material nuclear 
de desecho embuddo en concrete. Si la masa de la viga 
cepo BD es de 50 kg, determine la fuerza en cada uno 
de los acopladores AB, CD, EF y Gi/cuando el sistema 
se levanta con una aceleracidn de a = 2 m/s 2 durante un 
breve tiempo, 

*17-25* El reeipiente de 4 Mg eon dene material nuclear 
de desecho embuddo en concrete. Si la masa de la viga 
cepo BD es de 50 kg, determine la aceleracidn vertical 
maxima a del sistema de modo que cada uno de los aco¬ 
pladores AB y CD no se vea someddo a una fuerza de 
m3s de 30 kN y los acopladores EF y GH a una fuerza 
de m£s de 34 kN. 


a 



Prohs. 17-24/25 

17-26. El dragster dene una masa de 1200 kg y un centra 
de masa en G. Si se fija un paracafdas de frenado en C 
y genera una fuerza de frenado horizontal F = (1.6tr) N, 
donde w est3 en metros por segundo, determine la velo- 
ddad crftica que el dragster puede tener al desplegar el 
paracafdas , de modo que las ruedas B est£n a pun to de 
perder el contacto con el suelo, es decir, que la reaccidn 
normal en B sea cero. Si esa condition ocurre, determine 
la desaceleracidn initial del dragster. Ignore la masa de las 
ruedas y suponga que el motor se apaga de modo que las 
medas roten libremente. 



17-27. Oia ndo el meca nismo de elev addn est£ en fundo- 
namiento, la carga de 400 lb recibe una aceleracidn hacia 
arriba de 5 pies/s 2 . Determine la fuerza de compresidn que 
la carga ejerce en las columnas, AB y CD. ^Cuil es la fuer¬ 
za de compresidn en cada de estas columnas si la carga se 
mueve hacia arriba a una velocidad constante de 3 pies/s? 
Suponga que las columnas sdlo sopor tan una carga axial. 



Proh. 17-27 


*17-28. El avidn de propulsidn a chorra dene una masa 
de 22 Mg y un centra de masa en G. Si se sujeta un cable de 
mmolque en la parte superior de la rueda de nariz y ejerce 
una fuerza de T = 400 N como se muestra, determine la 
aceleraddn del avidn y La reaccidn normal en la rueda de 
nariz y en cada una de las ruedas de ala localizadas en B. 
Ignore la fuerza ascensional de las alas y la masa de las 
ruedas. 



Prob. 17-26 


Prob. 17-28 
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*17-29* El montacargas dene una masa de 70 kg y centro 
de masa en G. Si levanta el carrete de 120 kg con una ace- 
leracidn de 3 m/s 2 , determine las reacdones en cada una de 
las cuatro ruedas. La carga e$ simdtrica. Ignore la masa del 
brazo mdvil CD. 

17-30* El montacargas dene una masa de 70 kg y centro 
de masa en G. Determine la aceleraddn maxima dirigida 
hacia arriba del carrete de 120 kg de modo que la reaccidn 
en las ruedas no sea de mis de 600 N P 



17-31* El dragster dene una masa de 1500kg y un centro 
de masa en G. Si el coefidente de friccidn estitica entre 
las ruedas traseras y el pavimento es jl% = 0.6, determine 
si es posible que el conductor levante las ruedas delanteras 
A , del suelo mientras las ruedas traseras no se estin des- 
lizando. Ignore la masa de las ruedas y suponga que las 
ruedas delanteras rued an libremente. 

*17-32* El dragster dene una masa de 1500 kg y un centro 
de masa en G. Si no hay deslizamiento, determine la ftier- 
za de fricddn V B que debe desarrollarse en cada una de las 
ruedas propulsoras traseras B para que generen una acele- 
racidn de a = 6 m/s 2 . ^Cuiles son las reacdones normales 
de cada rueda en el suelo? Ignore la masa de las ruedas y 
suponga que las ruedas delanteras ruedan libremente. 



*17-33- A1 inicio de la carrera, las ruedas propulsoras tra¬ 
seras # del automdvil de 1550 lb padnan en el pavimento. 
Determine la aceleraddn del auto mdvil y la reaccidn nor¬ 
mal que el pavimento ejerce en las dos ruedas delanteras 
A y en las dos ruedas traseras B . El coefidente de friccidn 
dnddca es = 0.7 y el centro de masa del automdvil esti 
en G. Las ruedas delanteras rotan libremente. Ignore la 
masa de todas las ruedas. 

17-34* Determine la aceleraddn maxima que puede alcan- 
zar el automdvil sin que las ruedas delanteras A se sepa- 
ten del pavimento o que las ruedas propulsoras traseras B 
patinen en el pavimento. El coefidente de friccidn estitica 
es = 0.9. El centro de masa del carro esti en G y las 
ruedas delanteras ruedan libremente. Ignore la masa de 
todas las ruedas. 



17-35- El auto deportivo fiene una masa de 1.5 Mg y un 
centro de masa en G. Determine el tiempo mis corto que 
b Ueva alcanzar una rapidez de 80 km/h si arranca desde 
el punto de reposo, si el motor sdlo impulsa las ruedas tra¬ 
seras, mientras que las delanteras ruedan libremente. El 
coefidente de friccidn estitica entre las ruedas y la carre- 
tera es /x 5 = 0.2. Ignore la masa de las ruedas en el cilculo. 
Si la potencia de propulsidn se pudiera suministrar a las 
cuatro ruedas, ^cuil serfa el tiempo mis corto para que el 
automdvil alcance una velocidad de 80 km/h? 




G 



0.75 m 


Prohs* 17-31/32 


Psrob* 17-35 
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CaP[TULO 1 7 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RfGIDO! FUERZA Y ACELERACI 6 N 


*17-36* El montacargas avanza a una velocidad constan- 
te de 9 pies/s. Determine la distancia de frenado m£s corta 
sin que ninguna de las ruedas se lev a me del suelo. El mon- 
iacargas pesa 2000 lb con su centro de gravedad en Gj y la 
carga pesa 900 lb con centro de gravedad en G 2 . Ignore el 
peso de las ruedas. 

•17-37* Si las ruedas traseras del montacargas generan 
una fuerza de traccidn combinada de F A = 300 lb, deter¬ 
mine su aceleracidn y las reacciones normales en los pares 
de ruedas traseras y delanteras. El montacargas pesa 2000 
lb, con centro de gravedad en Gj y la carga pesa 900 lb, 
con centro de gravedad en G 2 . Las ruedas delanteras giran 
libremente. Ignore el peso de las ruedas. 


17-39* H montacargas y el operador tienen un peso 
combinado de 10000 lb y centro de masa en G. Si el mon- 
lacargas se utiliza para levantar el tubo de concrete de 
2 000 lb, determine la aceleracidn vertical maxima que le 
puede imprimir al tubo de modo que no se voltee bacia 
delante sobre sus ruedas delanteras. 

*17-40* H montacargas y el operador tienen un peso 
combinado de 10000 lb y centro de masa en G. Si el mon¬ 
tacargas se utiliza para levantar el tubo de concrete de 
2000 lb s determine las reacciones normales en cada una 
de sus cuatro ruedas si al tubo se le imprime una acelera¬ 
cidn bacia arriba de 4 pies/s 2 . 



—■ H3 5 pies- -425 pies— 
15 pies 


Probs* 17-36/37 


17-38* Cada caja de la pila de cuatro cajas pesa 8 lb. La 
pUa se transporta sobre la plataforma rodante que pesa 
30 lb. Determine la fuerza maxima Fque la mujer ejer- 
ce en La manivela de direccidn que se muestra, de modo 
que ninguna caja se voltee o resbale. El coeficiente de fdc- 
ridn estitica en todos los puntos de contacto es = 0.5. 
Las ruedas de la plataforma rodante ruedan libremente. 
Ignore su masa. 




Prohs* 17-39/40 


•17-4L El automdvil, cuya masa es de 1.40 Mg y centro 
de masa en G c , jala un remolque cargado que tiene una 
masa de 0.8 Mg y centro de masa en G t . Determine las 
teacciones normales tan to en las ruedas delanteras como 
traseras del automdvil y las ruedas del remolque si el con¬ 
ductor aplica los firenos traseros C del automdvil y hace 
que el carro patine. Considere jn c = 0.4 y suponga que el 
enganche en A es un perno o una articulacidn esfdrica o de 
tdtula. Las ruedas By D giran libremente. Ignore su masa 
y la masa del conductor. 



Prob* 17-38 


Prob. 17-41 
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17-42* El embalaje dene una masa de 50 kg y descansa 
sob re la plataforma inclinada de la carre dlla. Determine 
la aceleracidn minima que har£ que el embalaje se voltee 
o se deslice con respecto a la carredlla. ^Cu^l es la magni- 
md de esta aceleracidn? El coeficiente de fricddn estadca 
entre el embalaje y la carretilla es = 0.5. 



Prnb 17-42 


17-43* El brazo BDE del robot industrial se acdva con la 
aplicacidn del par de torsidn M = 50 N * m al brazo CD. 
Determine las reacciones en los pasadores By D cuando 
tos brazos estin en la posicidn que se muestra y su veloci- 
dad angular es de 2 rad/s. El brazo BDE dene una masa de 
10 kg con centre de masa en G lr El contenedor sujeto por 
la mordaza E tiene una masa de 12 kg con centra de masa 
en G 2 , Ignore la masa de los brazos AB y CD. 



*17-44. La carretilla de mano dene una masa de 200 kg y 
centra de masa en G. Determine las reacciones normales 
en cada una de las dos ruedas A y B si se aplica una fuerza 
de P = 50 N a la manivela. Ignore la masa de las ruedas. 

*17-45. La carredlla de mano dene una masa de 200 kg 
y centra de masa en G. Determine la magnitud maxima 
de la fuerza Pque puede aplicarse a la manivela, de modo 
que las ruedas A o B condnden en contacto con el suelo. 
Ignore la masa de las ruedas. 


P 



17-46. El avidn de propulsidn a cborro es propulsado por 
cuatro motores para incrementar su velocidad de modo 
uniforme a partir del punto de reposo a 100 m/s en una 
distancia de 500 m. Determine el empuje T desarrollado 
por cada motor y La reaccitin normal en La rueda de nariz 
A. La masa total del avidn es de 150 Mg y el centra de 
masa est£ en el punto G. Ignore La resistencia el aire y al 
todamiento, asi como el efecto ascensional. 



17 


Prob. 17-43 


Proh* 17-46 
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CaP[TULO 1 7 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RfGIDO! FUERZA Y ACELERACI 6 N 


17-47* El montacargas de 1 Mg se uLiliza para leva n tar 
el embalaje de 750 kg con una aceleracidn constante de 
2 m/s 2 . Determine la reaccidn ejercida por el suelo en los 
pares de ruedasA y B. Los centres de masa del montacar¬ 
gas y embalaje esuSn en Gj y G 2 ,respectivamente. 

*17-48. Determine la aceleracidn maxima con la que el 
montacargas de 1 Mg puede levantar el embalaje de 750 kg, 
an que las ruedas B se levanten del suelo. Los centres de 
masa del montacargas y el embalaje est3n en G t y G 2 , res- 
peedvamente. 



Prohs. 17-47/4* 


* 17-49* La motonieve tiene un peso de 250 lb, concen tra¬ 
de en G), mientras que el conductor tiene un peso de 150 
Ib 5 concentrado en G 2 . Si la aceleracidn es a = 20 pies/s 2 , 
determine la altura maxima k del G 2 del conductor de 
modo que el patin delantero de la motonieve no se levante 
del suelo. Adem^s, ^cu^les son la fuerza (horizontal) de 
traccidn y la reaccidn normal debajo de las orugas en A? 


17-50* La motonieve tiene un peso de 250 lb, concen¬ 
trado en G lt mientras que el conductor tiene un peso de 
150 lb, concentrado en G 2 . Si h = 3 pies, determine la ace- 
leracidn maxima permisible ade modo que su pa tin delan¬ 
tero no se levante del suelo. Adem£s, determine la fuerza 
(horizontal) de traccidn y la reaccidn normal debajo de las 
orugas traseras en A. 



h 


17-51* El remolque con su carga tiene una masa de 150 kg 
y centro de masa en G. Si se somete a una fuerza hori¬ 
zontal de P = 600 N, determine su aceleracidn y la fuer¬ 
za normal en los pares de ruedas A y B. Las ruedas rotan 
libremente y su masa no se toma en cuenta. 



Fttih, 17-51 


*17-52, El embalaje de 50 kg descansa sobre la platafor- 
ma cuyo coeficiente de friccidn esultica es ^ = 05. Si los 
brazos de soporte tienen una velocidad angular de to = 
1 rad/s, determine la aceleracidn angular maxima a que 
pueden tener sin que el embalaje se voltee o resbale en el 
instante 8 = 30°. 

•17-53* El embalaje de 50 kg descansa sobre la platafor- 
ma cuyo coeficiente de friccidn est^tica es ji l s = 0.5. Si en 
el instante 8 = 30° los brazos de sopor te tienen una veloci¬ 
dad angular ca = 1 rad/s y una aceleracidn angular a ■= 0,5 
rad/s 2 , determine la fuerza de friccidn en el embalaje. 



05 m 


Probs. 17-49/50 


Probs* 17-52/53 
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17-54* Si el cilindro hidriulico BE ejeree una fuerza verti¬ 
cal F = 1.5 kN en la plataforma, determine la fuerza desa- 
rrollada en los brazos AB y CD en el instante 0 = 90°. La 
plataforma est3 en reposo cuando d = 4 5 0 , Ignore la masa 
de los brazos y la plataforma. El embalaje de 200 kg no se 
tesbala sobre la plataforma. 


17-55* Una placa uniforme pesa 50 lb. El brazo AB se 
somete a un mo men to de par M = 10 lb * pie y tiene una 
velocidad angular en el sentido de las manecillas del re- 
loj de 2 rad/s cuando Q = 30°. Determine la fuerza desa- 
rrollada en el brazo CD y el componente tangential de la 
aceleracidn del centro de masa de la placa en este instan¬ 
te. Ignore la masa de los brazos AB y CD . 



Prob. 17-54 



2 pies 


P*ob* 17-55 


17.4 Ecuaciones de movimiento: 

rotacion alrededor de un eje fijo 

Considere el cuerpo rigido (o losa) de la figura 17-14a,et cual est£ limi- 
tado a girar en el piano vertical alrededor de un eje fijo perpendicular 
a la pSgina que atravieza por el pasador en O. El sistema de fuerzas 
extern as y momentos de par que actiia en el cuerpo produce la velo¬ 
cidad y aceleracidn angulares. Como el centro de masa del cuerpo G 
describe una trayectoria circular, su aceleracidn se represent a mejor por 
medio de sus componentes tangencial y normal. La componente tangen¬ 
cial de la aceleracion tiene una magnitud de (a G )i = ctr G y debe actuar 
en ta direccion compatible con la aceleracidn angular del cuerpo a. La 
magnitud de la componente normal de la aceleracidn es (a G )n = arr G - 
Esta componente siempre estd dirigida del punto G a O, sin importer 
el sentido de rotacion de *>. 



(a) 

Fig. 17-14 
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CaP[TULO 1 7 ClNIiTICA PLANA DE UN CUERPO rIgido: FUERZA V ACELERAClON 



F< 


F] 


(a) 


Los diagramas de cuerpo libre y cindtico del cuerpo se muestran en la 
figura 17-146. Las dos componentes m(a G }t y nt{u G ) n , que se muestran 
en el diagrams cindtico, estan asociadas con f as componentes tangencial 
y normal de la aceferacidn del centro de masa del cuerpo. El vector 
lc<* actda en la misma direction que « y su magnitud es /G«,donde I G 
es el momento de inercia del cuerpo cafculado con respecto a un e]e 
perpendicular a la p&gina y que pasa por G. Segun fa derivacibn dada 
en el seccidn 17-2, las ecuaciones de mo vi mien to aplicabtes al cuerpo 
se escriben en la forma 


= m(a c )„ = matr G 
SE, = m(a G ), = mar G 
SMg = I G a 


(17-14) 


F a 

V 



II 



Fig, 17-14 (emit) 


La ecuacidn de momentos puede ser reemplazada por una suma de 
momentos con respecto a cualquier punto arbitrario Pen o fuera del 
cuerpo siempre que se tengan en cuenta los momentos £(41*)/- pro- 
ducidos por Iqo., m(«G )t y m(«c)n con respecto al punto. Con frecuen- 
da es conveniente sumar los momentos con respecto al pasador en O 
para eliminar la fuerza desconocida F q . Segun el diagrams cindtico, 
figura 17-146,esto requiere 


C+SMg = SAf p = r G m(a G ) [ + (17-15) 


Observe que el momento de m(ac) n no se incluye aqul puesto que la Hnea 
de accibn de este vector pasa por O. Si sus tituimos (« c ), = rc^podemos 
volver a escribir la ecuacidn anterior como C + SAf 0 = (I G + mr G )a r. 
Segun el teorema de los ejes paralelos, 1 0 = 1 G + md 2 , y por consi- 
guiente el tbrmino entie parbntesis represents el momento de inertia 
del cuerpo con respecto al eje de rotation fijo que pasa por O* Por 
consiguiente,podemos escribir las tres ecuaciones de movimiento para 
ef cuerpo como 


SP„ = m(a G )„ = map-r G 
SP, = m(a G ) t = mar G 
SAfo = loot 


(17-16) 


Cuando se utificen estas ecuaciones recuerde que “l 0 a” incluye el 
“momento” tanto de m(a G )t como de I g cl con respecto al punto O, 
figura 17-146. Expresado de otra manera, = S(jW.jt)o = 7^,como 
se indica por medio de las ecuaciones 17-15 y 17-16. 


*E1 resu ltado = loa tambi£n puede obteneise de forma directa cod la ecuacidn 
17-6 si se seleccionan puntos P que coincidan eon O, habida cuenta de que (a P )i — 

(*Ij»}y = 0. 
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Procedimiento para el anatisis 


Los problem as cindticos que implican la rot acid n de un cuerpo alre¬ 
dedor de un eje fijo se resuetven con ef siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

* Establezea el setema de coordenadas n, t inerciai y espectfique 
la direccidn y sentido de las aceleraciones (a G )„ y (a G ), y la ace- 
leracidn angular a del cuerpo. Recuerde que (ic)i debe actuar 
en una direccidn que concuerde con el sentido de rotadbn de 
a, mien Eras que (a G )„ siempre actua hacia el eje de rotacidn, 
pun to O. 

* Trace el diagrama de cuerpo libre que incluya todas las fuerzas 
extemas y momentos de par que actiian en el cuerpo. 

* Determine el momento de inercia I G o I Q . 

* Identifique las incognitas en el problema. 

* Si decide utilizar la ecuacidn de movimiento *2M P = 

es decir, P es un punto diferente de G u O, entonces considere 
trazar el diagrama cindtico para que te ayude a “visualizar” los 
“momentos” desarrollados por las componentes m (a G )„, m («c)r 
e I c -a cuando escriba los t dr mi nos de la suma de momentos 

Ecuaciones de movimiento. 

* Aplique las tres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la 
convencidn de signos establecida. 

* Si se suman los momentos con respecto al centre de masa del 
cuerpo, G, entonces 2A/ G = I G a, puesto que (ma G ), y (ma G )„ 
no ere an momentos con respecto a G. 

* Si se suman los momentos con respecto ai pasador de soporte O 

sobre el eje de rotacidn, entonces no ere a momento con 

respecto a G,y puede demostrarse que 2 M Q = Iqo. 

Cinemdtica. 

* Use cinem&tica si no puede obtenerse una solucidn completa 
estrictamente con las ecuaciones de movimiento. 

* Si la aceleracibn angular es variable, utilice 

da) _ , d9 

a = —— a d& = (i) dio to = —— 

dt dt 

* Si la aceleracidn angular es constante, utilice 

0} = CU| ( + a c t 
0 — On + <wof + jct/.P' 
or = oifi + 2 ct c {0 — do) 




La manivela del equipo de bombeo de pe- 
trdleo experiments rotacion con respecto 
a un eje fijo, generada por un par de torsion 
impulsor M del motor. Las cargas que se 
muestran en el diagra ma de cuerpo libre pro- 
vocan los efectos mos trades en el diagrama 
cinetico. Si se suman los momentos con 
respecto al centro de masa, <3, entonces 
2Af G = Ifja. Sin embargo, si los momentos 
se suman con respecto al punto O, como 
(«g), = ad, entonces C+SA/ 0 = /qO + 
+ «n(«a)n(0) = ( f O + md 2 )a = 













428 


Cap[tulo 17 Cine-tic a plana de un cuerfo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


EJEMPLO 17.9 



H vofante desbalanceado de 50 lb que se muestra en la figura 
17-15a bene un radio de giro de k G = 0.6 pie eon respecto a un eje 
que pasa por su centro de masa G. Si se pone en movimiento desde 
d punto de reposo, determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccidn en el pasador O. 

S0LUD6N 

Diagramss de cuerpo llbre y cinetico. Como G describe una 
trayectoria circular, la aceleracibn tendr£ componentes tanto tan- 
genciales como normaies. Adem$s, como a,la cual es originada por 
d contrapeso del volante, actfia en sentido horario, la componen- 
te tangencia! de ta aceteracidn debe actuar hacia abajo. ^Por qu6? 
Como <n = 0, sdlo m(a G ) t = mar G e I G -a aparecen en el diagrama 
dnematico en ta figura 17-156. Aquf, el momento de inercia con 
respecto a G es 




I G = mkh = (50 lb/32.2 pies/s 2 )(0.6 pie) 2 = 0.559 slug-pie 2 

Las tres mcbgnitas son O n , O t y a. 

Ecu a ciones de movimiento. 

= rruo 2 r G ; 0„ = 0 Resp. 

+ lZF,-m«r c; -O, + 50 lb - TO 

C + 2 Me = h a > O t (0.5 pie) = (05590 slug ■ pie 2 )a 
Re solve mo s, 

a = 26.4 rad/s 2 O, = 29.51b Resp. 

Los momentos tambibn pueden sumarse con respecto al punto O 
para eliminar O n y O, y obtener asi una soludon directa para a,figura 
17-156. Esto puede hacerse en una de do$ maneras. 


C + 2 Mo= £(jM.jt)d 


(b) 

Fig. 17-15 


(50 lb) (0.5 pie) = (0.5590 slug ■ pie 2 )a + ( 50 | b J a(0.5 pie) 

_\ 32.2 pics/s/ 


32.2 pies/s 2 ' 
50 Ib(0.5 pie) = 0.9472a 


(0.5 pie) 

( 2 ) 


Si se aplica = / 0 a, entonces de acuerdo con el teorema de los 
ejes paralelos el momento de inercia del volante con respecto a O es 

I Q = I c + mr% = 0.559 + Qf^)(0-5) 2 = 0.9472 slug ■ pie 2 

Por consiguiente, 

C + 2M 0 = I 0 a\ (50 lb) (0.5 pie) = (0.9472 slug ■ pie 2 )a 

la cual es la misma que la ecuacidn 2. Al resolver a y sustituir en la 
ecuacibn 1, se obtiene la respuesta para O t previamente obtenida. 
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EJEMPLO 17.10 


En el instante que se muestra en la figura 17-16s, Ea barra de 20 kg 
dene una velocidad angular de m = 5 rad/s. Determine ta acelera- 
ddn angular y los componentes horizontal y vertical de ta reaccidn 
del pasador en la barra en este instante. 



<o = 5 rad/s 


SOLUCI6N 

Dtagramas da cuarpo libra y elnttteo. Figura 17-166. Como 
se muestra en el diagrama cindtko, el punto G describe una tra- 
yectoria circular y por tanto tiene dos componentes de aceleraddn. 
Es importante que ta componente tangenciat a, = ar G act tie hacia 
abajo puesto que debe concordar con et sentido de rotacidn de a. 
Las ties incognitas son O n , O, y a. 

Ecuacion da movimientO- 

^ = » 2 r c ; O n = (20 kg)(5rad/s) 2 (1.5 m) 

+ 1 S/v = mar G \ -O, + 20(9.81 )N = (20 kg)(«)(1.5 m) 

C + SM g = I G a\ t»,(1.5 m) + 60 N ■ m = [^(20 kg) (3 m) 2 ]a 

A1 resolver 




▼ 20(9 Jil) N 



O n = 750 N O t = 19.05 N « = 5.90 rad/s 2 Resp. 


Fig. 17-16 


Una solucidn mds directa de este problem a serfa sumar los memen¬ 
tos con respecto al punto O para etiminar O n y O, y obtener una 
solution directa para a. Por tanto, 

C + 2M 0 = S{jt4) 0 ; 60 N ■ m + 20(9.81) N(1.5 m) = 

[^(20 kg)(3 m) 2 ]a + [20 kg(a)(1.5 m)](1.5 m) 

a = 5-90 rad/s 2 Resp. 

Ademds,como Iq = 3 ml 2 para una barra esbeita, podemos aplicar 


C + SM 0 = I 0 *\ 60 N ■ m + 20(9.81) N(1.5 m) = [|{20 kg) (3 m) 2 ]a 

a = 5-90 rad/s 2 Resp. 


NOTA: por comparaddn, ta ditima ecuacidn da la so lucid n mds 
simple para a y no requieie utilizar el diagrama cindtico. 
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Cap[tulo 17 Cine-tic a plana de un cuerpo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


EJEMPLO 17.11 



60 {9.81) N 



4 

20 {981} N 

(b) 


El tambor que se muestra en la figura 17-17« tiene una masa de 
60 kg y un radio de giro ko = 0.25 m. Una cuerda cuya masa no se 
toma en cuenta, se enroBa alrededor de la periferia del tambor y 
estd sujeta a un bloque de 20 kg de masa. Si 6 ste se suelta desde el 
punto de reposo, determine la aceleracidn angular del tambor. 

SOLUClON I 

Diagrama de cuerpo tlbre. Gonsideraremos el tambor y el blo¬ 
que por separado, figura 17-176. Supongamos que el bloque se 
acelera hacia abajo a a, ere a una aceleracidn angular en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj a del tambor. El momento 
de inercia de dste es 

Ip = mko = (60 kg)(0.25 m ) 2 = 3.75 kg ■ m 2 
Hay tres inodgnitas, es decir, O x , O y , T, a y a, 

Ecuaciones de movimiento. La aplicacidn de las ecuaciones de 
movimiento de traslacidn 1F X = m(a G ) x y %F y = m(a G ) y al tam¬ 
bor no afecta la solucidn, puesto que estas ecuaciones implican las 
kicdgnitas O x y O y . Por tanto, para el tambor y el bloque, respecti- 
vamente, 

C +SM 0 = Ion-, 7 ( 0.4 m) = ( 3.75 kg ■ m 2 )* (!) 

+ \'2F y = m{a G ) y \ -20(9.81 )N + 7 = -(20 kg)a (2) 

Cinematka. Como el punto de contactoCentre lacuerda y el tam- 
bortiene un componente tangencial de aceleracidn a,figura 17-17«, 
entonces 

C+fl = «r; a = a(0.4m) (3) 

Al resolver las ecuaciones anteriores 

7 = 106 N a = 4.52 m/s 2 

a = 11.3 rad/s 2 !) Resp. 

SOLUC 16 N It 


60(9.81} N 



l J 

20(9.81) N 

(c) 



(20 kg) fl 


Fig. 17-17 


Diagramas de cuerpo libre y cinetico. La tenstdn 7en el cable 
puede etiminaise del audits is si se consideran el tambor y el bloque 
como un solo sistema, figura 17-17e. Se muestra el diagrama cindti- 
oo puesto que los mementos se sumardn con respecto al punto O. 
Ecuaciones de movimiento. Si utilizamos la ecuacidn 3 y apli- 
camos la ecuacidn de momentos con respecto O para eliminar las 
inedgnitas O x y O vt tenemos 

C + SMo = [20(9.81 )N] (0.4 m) = 

(3.75 kg ■ m 2 )a + [20 kg(tr 0.4 m )](0-4 m) 

a = 11.3 rad/s 2 Resp - 

NOTA: si se quitara el bloque y se apficara una fuerza de 20(9.81) 
N a la cuerda, demuestre que a = 20.9 rad/s 2 . Este valor es grande 
porque e! bloque tiene una inercia, o resistencia a la aceleracidn. 
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EJEMPLO 17.12 


La barra esbelta de la figura 17-18s dene una masa m y una longi- 
tud /y se suelta del punto de reposo cuando 9 = 0°. Determine los 
oomponentes horizontal y vertical de la fuerza que el pasador A 
ejerce en la barra cuando 9 = 90°. 

soludOn 

Diagrams de cuerpo fibre. El diagrama de cuerpo iibre de la 
barra en la posiddn general 9 se muestra en ta figura 17-186. Por 
conveniencia, los oomponentes de la fuerza en A se muestran at 
actuar en las direociones nyt. Observe que a actua en el senddo de 
las manecillas del reloj y por tanto (ac)/ actua en la direccidn At. 

El momento de inercia de la barra con respecto al punto A es 
/a = 

Ecuaciones de movimiento. Los momentos se sumar&n con res¬ 
pecto a A para eliminar A„ y A,, 



+\‘2F ti = rmtr G \ 

A„ ~ mg sen 9 = mor(t/2) 

(I) 

+/S/v = marQ ; 

A, + mg cos 9 = ma(l/2) 

(2) 

C + ~ 

mg cos 9(1/2) = 

(3) 


Cinematka. Para un Angulo dado 9 existen cuatro incognitas en 
las tres ecuaciones anteriores: A n , A lr toy a. Como se muestra en fa 
ecuacidn 3, a no es constante\ antes bien, depende de la posiciOn 9 
de la barra. La cuarta ecuaciOn neoesaria se obdene por dnem&ica, 
donde a y wpueden relacionarse con 9 por medio de la ecuacidn 

(C +) to dto = a d9 (4) 

Observe que la direocidn positiva en sentido de las manecillas del 
reloj en esta ecuacidn concuerda con la de la ecu acid n 3. Esto es 
imports nte puesto que estamos buscando una solucidn simultdnea. 

Para determinar <o cuando 9 = 90°, efimine «de las ecuaciones 3 
y 4, para obtener 

to dto = (l.5g/l) cos 9 d9 



n 



(b) 


Fig* 17-18 


Como ^ = 0 cuando 0 = 0°, tenemos 


/ 


; J.W 

to dto = (1.5 g/l) I cos 9d$ 


to 1 = 3g/l 


Sustituir este valor en ia ecuacidn 1 con 9 = 90° y resolver las ecua- 
dones 1 a 3 da por resultado 

a = 0 

A t = 0 A n = 2.5mg Resp. 

NOTA: si se udliza SAL, = SCjM*)*, hay que tener en cuenta los 
momentos de l^a. y m(a c ),con respecto a A. 
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Cap[tulo 17 CiNfricA plana de un cuerpo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F17-7* La rueda de 100 kg dene un radio de giro alre- 
dedor de su centro O de k Q = 500 mm. Si comienza a ro- 
dar desde el punto de reposo, determine su velocidad 
angular en t = 3 s. 


F17-10* En el instante que se muestra, el disco de 30 kg 
dene una velocidad angular en senddo contrario al de las 
manecillas del relqj de to = 10 rad/s. Determine las compo¬ 
nentes langencial y normal de la reaccidn del perno O en el 
disco y la aceieracidn angular del disco en este instante. 


P = 100 N 



F17-8* El disco de 50 kg se somete a un momento de par 
de M = (9t) N * m, donde t est$ en segundos. Determine 
la velocidad angular del disco cuando t = 4 s a partir del 
punto de reposo. 



F17-1X La barra esbelta uniforme dene una masa de 15 kg. 
Determine las componentes horizontal y vertical de la 
teaccidn en el perno Oy la aceleracidn angular de la barra 
justo despu£s de que se corta la cuerda. 




F17S 


M = (9t )N * m 


F17-9* En el instante que se muestra, la barra esbelta 
uniforme de 30 kg dene una velocidad angular en send¬ 
do contrario al de las manecillas del reloj de to = 6 rad/s. 
Determine los componentes tangencial y normal de La 
teacddn del perno O en la barra y la aceleracidn angular 
de £sta en este instante. 


03 m 


0.6 m 


= 60Nm 


O 




0 .6 m 

^ 

- 03 m - 


F17-11 

F17-12* A la barra esbelta uniforme de 30 kg la jala la 
cuerda que pasa sobre la pequefla clavija lisa A. Si la barra 
dene una velocidad angular de w = 6 rad/s en el instante 
que se muestra, determine los componentes tangencial y 
normal de la reaccidn en el perno O y la aceleracidn angu¬ 
lar de la barra. 


P = 300 N 



F17-9 


FL7-12 
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PROBLEMAS 


*17-56* Las cuatro aspas del ventilador tienen una masa 
total de 2 kg y un memento de inercia Iq = 0.18 kg * m 2 con 
tespecto a un eje que pasa por el centra O del ventilador. 
Si £ste se somete a un momento M = 3(1 - e" a2f )N ■ m, 
donde t esti en segundos, determine su velocidad angular 
cuando t = 4 s, a partir del punto de reposo. 



Prob. 17-56 


*17-57* El cable se desenralla de un carrete apoyado 
sobre los rodillos A y By ejerce una fuerza T = 3(K> N en 
el cable en la direccidn que se muestra. Calcule el tiempo 
tequerido para desenrollar 5 m de cable del carre te si £ste 
y aqu£l combinados tienen una masa total de 600 kg y un 
radio de giro centroidal de ko = 1 2 m. En el cAlculo, igno- 
te la masa del cable que se estA desenrollando y la masa de 
los rodillos A y B. Los rodillos giran sin fdccidn. 


17-58* EL aspa tfnica PB del ventilador tiene una masa 
de 2 kg y un momento de inercia Iq ~ 0.18 kg * m 2 , con 
respecto a un eje que pasa por su centra de masa G. Si 
el aspa se somete a una aceleracidn angular a = 5 rad/s 2 
tiene una velocidad angular a> = 6 rad/s cuando est£ en la 
posicidn vertical mostrada, determine la fuerza normal 
interna N, la fuerza cortante Vy el momento de flexidn ikf, 
que la maza ejerce en el punto Pdel aspa. 


B 



17-59* El carrete uniforme est£ apoyado sobre los rodi¬ 
llos Ay B. Determine la fuerza constante P que debe apli- 
carse al cable para desenrollar 8 m de cable en 4 s, a partir 
del punto de reposo. Ademis, calcule lasfuerzas normales 
en los puntos A y B del carrete durante este tiempo. El 
carrete tiene una masa de 60 kg y un radio de giro con res¬ 
pecto a O de ko = 0.65 m. En el cAlculo ignore la masa del 
cable y la masa de los rodillos 4yB. 



T= 300 N 


—1 m 



17 


Prob* 17-57 


Prob* 17-59 
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Cap [tu lo 1 7 C i Nine a p lama de u n eu er po r Tqido: fu erza y ac eler ac i6n 


*17*60* Un motor s u minis tra una par de torsidn constan¬ 
ts M = 2 N - m a una flecha O de 50 mm de diitnetro 
conectada al centre del volante de 30 kg, La fuerza de fric- 
cidn F resultante que el cojinete ejerce en la flecha aettia 
tangente a ista y su magnitud es de 50 N. Determine cuin- 
lo tiempo debe aplicar el par de torsidn a La flecha para 
que incremente la velocidad angular del volante de 4 rad/s 
a 15 rad/s. El volante tiene un radio de giro ko = 0.15 m 
con respecto a su centro O. 

•17*61* Si el motor del problema 17-60 se desconecta 
de La flecha una vez que el volante gire a 15 rad/s, de 
modo que M = 0, determine cuinto tiempo transcurriri 
antes de que La fuerza de friccidn resultante en el cojinete 
F = 50 N detenga el volante. 



17*62* El p^ndulo se compone de una esfera de 30 lb y 
una barra esbelta de 10 lb. Calcule la reaccidn en el pasa- 
dor O justo despu^s de que se corta la cuerda AB. 


17*63* La barra esbelta de 4 kg esti sopor tada hori- 
zontalmente por un resorte en A y una cuerda en B . 
Determine su aceleracidn angular y La aceleracidn de su 
centro de masa en el momento en que se corta La cuerda 
en B. Sugerenda: en el calculo no se requiere la rigidez 
del resorte. 



*17*64* Los pasajeros, la gdndola y su armazdn oscilan- 
Le tienen una masa total de 50 Mg, un centro de masa en 
G y un radio de giro fc B = 3.5. Adicionalmente, el bloque 
de acero A de 3 Mg puede coraiderarse como un punto de 
masaconcentrada. Determine las componentes horizontal 
y vertical de la reaction en el pasador B si la gdndola osci- 
La libremente aw = 1 rad/scuando alcanza su punto mis 
bajo como se muestra. Ademis, ^Cuil es la aceleracidn 
angular de la gdndo La en este instante? 

*17-65. Los pasajeros, La gdndo La y su armazdn oscilante 
tienen una masa total de 50 Mg, un centro de masa en G 
y un radio de giro k B = 3.5 m. Adicionalmente, el bloque 
de acero A de 3 Mg puede considerarse como un punto de 
masa concentrada. Determine el ingulo 8 al cual oscilari 
La gdndola antes de que se detenga momentineamente, si 
su velocidad angular escu = 1 rad/sen su punto mis bajo. 


A 




Prob* 17*62 


Probs* 17*64/65 
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17-66* E1 di ag ra ma cin£ tico que representa el movimiento 
de rotacidn general de un cuerpo rfgido con respecto a un eje 
fijo que pasa por O se muestra en la figure. Demuestre que 
I&a puede eliminarse al mover los vectores m(a c ),y m{& G ) n 
hada el punto P, localizado a una distancia r GP = k^/roQ 
del centra de masa G del cuerpo. Aquf k G representa el 
radio de giro del cuerpo con respecto a un eje que pasa 
por G. El punto P se llama ceniro de percusidn del cuerpo. 



*17-68. La rueda de 150 kg dene un radio de giro con 
respecto a su centra de masa O de k G = 250 mm. Sigira en 
senddo contrario al de las manecillas del reloj a una velo- 
ddad angular de oj = 1200 rev/min en elinstante en que se 
aplican las fuerzas de teraidn T A = 2000 N y T B = 1000 N a 
la banda de frenado en A y determine el dempo reque- 
rido para detener la rueda. 

*17-69. La rueda de 150 kg dene un radio de giro con 
respecto a su centra de masa O de k Q = 250 mm. Sigira en 
senddo contrario al de las manecillas del reloj a una velo- 
cidad angular de o> = 1200 rev/min y La fuerza de tensidn 
aplicada a la banda de frenado en A es T A = 2000 N f deter¬ 
mine la fuerza de tensidn T B en el punto Pde la banda, de 
mode que la rueda se detenga en 50 revolutiones despu^s 
de que se aplican y T^. 



Pta h. 17-66 


17-67. Determine La posicidn r P del centra de percusidn 
P de la barra esbelta de 10 lb (vea el problema 17-66). 
/Cual es la componente horizontal de la fuerza que el 
pasador A ejerce en la barra cuando es golpeada en P con 
una fuerza F = 20 lb? 


17-70. La barra uniforme de 100 lb est& en repose en 
una posicidn vertical cuando La cuerda sujeta a ella en B 
se somete a una fuerza de P = 50 lb. Determine la acele- 
racidn angular inicial de la barra y la magnitud de la fuer¬ 
za reladva que el pasador A ejerce en la barra. Ignore el 
tamaflo de la clavija lisa C 



17 


Prob. 17-67 


Prob. 17-70 
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17-71* Las rued as Ay B pesan 150 lb y 100 lb, respecti- 
vamente. En principio, la rueda A gira en el sen Lido de las 
tnanecillas del reloj, a tin a velocidad angular oonstante de 
co = 100 rad/s y la rueda B est£ en reposo. Si A se pone 
en eontacto con B, determine el tiempo requerido para 
que am has ruedas alcancen la misma velocidad angular. 
El coeficiente de friccidn dnetica entre las dos ruedas es 
= 0.3 y los radios de giro de A y B con respecto a sus 
tespectivos centres de masa son k A = 1 pie y k s = 0.75 pie. 
Ignore el peso del brazo AC, 

*17-72* Inicialmente, la rueda A gira en el sen Lido de las 
tnanecillas del reloj a una velocidad angular constante de 
co = 100 rad/s. Si A se pone en eontacto con B , La cual se 
mantiene fija, determine el ntimero de revoludones antes 
de que la rueda A se detenga. El coeficiente de friccidn 
dnetica entre las dos ruedas es ft* = 0.3 y el radio de giro 
de A con respecto a su centre de masa es k A = 1 pie. Ignore 
el peso del brazo AC, 



Probs. 17-71/72 


*17-73* La barra tiene una masa m y una longitud /. Si 
se suelta desde el punto de reposo de la posicidn 8 = 30°, 
determine su aceleracitin angular y las componentes hori¬ 
zontal y vertical de la reaccidn en el pasador O, 



17-74* La barra esbelta uniforme tiene una masa de 9 kg. 
Si el resorte no estA estirado cuando 8 = 0°, determine la 
magnitud de la fuerza de reaccidn ejercida en la barra por 
el pasador A cuando 8 = 45°, si en este instante co = 6 rad/s. 
La rigidez del resorte es k = 150 N/m y siempre permane- 
ce en posicidn horizontal. 



17-75* Determine la aceleracidn angular del trampolfn 
de 25 kg y las componentes horizontal y vertical de la reac- 
ddn en el pasador A en el momento en que el clavadista 
salta. Suponga que el trampolfn es uniforme y rfgido y que 
cuando el clavadista salta, el resorte se comprime una can- 
tidad maxima de 200 mm, co = 0, y el trampolfn estA hori¬ 
zontal. Considere k = 7 kN/m. 



Prob* 17-75 

*17-76* La barra esbelta de longitud L y masa m se suelta 
desde el punto de reposo cuando 8 = 0°. Determine en 
funcidn de 8 las fuerzas normal y de Mccidn ejercidas por 
el borde en A a medida que cae. qu£ Angulo 8 comien- 
za a deslizarse la barra si el coeficiente de friccidn estatica 
enAes ft? 


A 



Prob* 17-73 


Prob* 17-76 
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*17-77* * El pdndulo de 100 kg dene un eentro de mass en 
G y un radio de giro con respecto a G de k G = 250 mm. 
Determine las componentes horizontal y vertical de la 
teaccidn produdda por el pasador A en la viga y la reac- 
ddn normal del rodillo B euando S = 90° euando el pdn- 
dulo gira a to = 8 rad/s. Ignore el peso de la viga y el 
sopor te. 


17-78* El pdndulo de 100 kg dene un eentro de masa en 
G y un radio de giro con respecto a G de k G = 250 mm. 
Determine las componentes horizontal y verdcal de La 
teaccidn produdda por el pasador A en la viga y la reac- 
ddn normal del rodillo B euando 6 = 0° euando el pdndulo 
gira a w = 4 rad/s Ignore el peso de la viga y el soporte. 



17-79* Si el soporte B se retira de repente, determine los 
componentes horizontal y verdcal de la reaccidn que el 
pasador A ejerce en la barra ACB. Los segmentos AC y 
C£f pesan 10 lb cada uno. 


*17-80* La manguera est£ enrollada en espiral en el 
carrete y es jalada de dste por una fuerza horizontal de 
P = 200 N. Determine la aceleracidn angular del carrete 
despuds de que ha realizado 2 revoluciones. En principio, 
el radio es r = 500 mm. La manguera dene 15 m de largo 
y su masa por unidad de longitud es de 10 kg/m. Trate la 
manguera totalmente enrollada como un disco. 



P*ob* 17-80 


*17-81* La masa del disco es de 20 kg y en principio gira 
en el extremo del puntal a una velocidad angular de to = 
60 rad/s. Si Luego se coloca contra la pared, donde el coefi- 
dente de friccidn cinddca es = 0.3, determine el dempo 
tequerido para que se detenga el movimiento. ^Cuil es la 
fuerza en el puntal BC durante este dempo? 




17 


Prob* 17-79 


Prob* 17-81 
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17-82. La viga uniforme de 50 kg (barra esbelta) des- 
cansa en el suelo cuando el hombre ejerce una fuerza de 
F = 300 N en la cuerda, la cualpasa sobre una davija lisa 
en C. Determine la aceleracidn angular inicial de la viga. 
Adenbs, determine las reacciones horizontal y vertical 
en e l extremo A de la viga (considerado como pasador) en 
este instante. 


C 



17-83. En el instante que se muestra, dos fuerzas actdan 
en b barra de 30 lb b cual esb sujeta por medio de un pasa¬ 
dor en O. Determine La magnitud de b fuerza F y la acele- 
tacidn angular inicbl de la barra, de modo que b reaccidn 
horizontal que el pasador ejerce en la barra sea de 5 lb diri- 
gida hada la derecha. 


*17-84. El volante de 50 kg tiene un radio de giro con 
respecto a su centro de masa de k Q = 250 mm. Gira a una 
velocidad angular eonstante de 1200 rev/min antes de apli- 
car el freno. Si el coeficiente de Ericcidn cindtica entre b 
balata By el borde de la rueda es p k = 0.5 y se aplica una 
fuerza P = 300 N a la maniveb del mecanismo de frenado, 
determine el tiempo requerido para detener b rueda. 

*17-85. El volante de 50 kg tiene un radio de giro con 
tespecto a su centro de masa de k Q = 250 mm. Gira a una 
velocidad angular eonstante de 1200 rev/min antes de apli- 
car el freno. Si el coeficiente de friccidn dndtica entre 
b balata By el borde de b rueda es p k = 0.5, determine la 
fuerza eonstante P que debe aplicarse a b maniveb del 
meeanismo de frenado para detener la rueda en 100 revo- 
luciones. 



17-86. En principio, el cilindro de 5 kg esb en reposo 
cuando se le eoloca en oontactocon la pared By el rotor A. 
Si el rotor mantiene siempre una velocidad angular cons- 
lante en el sentido de bs manecilbsdel reloj de w = 6 rad/s, 
determine b aceleracidn angular inicial del cilindro. El 
coeficiente de fricddn cinetica en bs superficies de contac- 
to By Ces p k = 0.2. 



Pro b. 17-83 


Prob. 17-86 
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17-87* El tambor pesa 50 lb y su radio de giro es k A = 0.4 
pie. Una cadena de 35 pies de largo de 2 lb/pie se enrolla 
alrededor de la superficie externa del tambor de modo que 
un tramo de la cadena de s = 3 pies cuelga oomo se mues- 
tra. Si el tambor originalmente est$ en reposo, determine 
la velocidad angular despu^s de que el extremo B ha des- 
cendido s = 13 pies. Ignore el espesor de la cadena. 



*17-88* El disco D gira a una velocidad angular constan- 
te en el sentido de las manecillas del reloj de 30 rad/s, El 
disco E pesa 60 lb e inicialmente est£ en reposo cuando se 
pone en contacto con D. Determine el tiempo requerido 
para que el disco E alcance la misma velocidad angular 
que el disco D. El coeficiente de frlccidn cinetica entre los 
dos discos es p* = 0.3. Ignore el peso de la barra BC . 



*17-89* Un rollo de papel de 17 kg, originalmente en 
reposo, est3 soportado por la mgnsula AB. Si el rollo est3 
apoyado en la pared donde el coeficiente de friccidn cin£- 
tica es jl l c = 0.3 y se aplica una fuerza constante de 30 N al 
extremo de La hoja, determine la tensidn en la mdnsula a 
medida que se desenrolla el papel, y la aceleracidn angular 
del rollo. En el cilculo, trate el rollo como un cilindro. 



17-90* La cuerda se enrolla alrededor del niScleo in temo 
del carrete. Si se cuelga un bloque B de 5 lb de la cuer¬ 
da y se suelta del pun to de reposo, determine la velocidad 
angular del carrete cuando t = 3 s. Ignore la masa de la 
cuerda. El carrete pesa 180 lb y el radio de giro con res- 
pecto al eje A es k A = 1-25 pies. Resuelva el problema de 
dos maneras, primero considere el “sistema 1 * compuesto 
del bloque y el carrete y luego considere el bloque y el 
carrete por separado. 



Fftih* 17-88 


Prob* 17-90 
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17.5 Ecuaciones de movimiento: 
movimiento piano general 

B cuerpo n'gido (o los a) de la figura 17-19« se so mete a movimien- 
to piano general provocado por las fuerzas y el sistema de momentos 
de par aplicados de manera externa. Los diagramas de cuerpo libre y 
dndtico del cuerpo se muestran en la figura 17-196. Si se establece un 
sistema de coordenadas x y y inercial como se muestra, las ties ecua- 
dones de movimiento son 


1F X = m(a G ) x 
XF y = m(a G ) y 
SMc = I G a 


(17-17) 


17 



En algunos probtemas puede ser Util sumar ios momentos conrespec- 
to a un pun to Pdistinto de Gpara eliminar tantas fuerzas desconocidas 
como sea posible de la suma de momentos. Cuando se utilizan en este 
caso mjs general, las ties ecuaciones de movimiento son 


2,F X = m(a G ) x 
XF y = m(a G ) y 


(17-18) 



(b) 


En este caso S(jH. fc )p represents la suma de momentos de / c « y ma c 
(o sus componentes) con respecto a P deter min ados por los dates que 
aparecen en el diagrams cin6bco. 

Existe un tipo particular de problems que impfica un dlindro uni¬ 
forme, o un cuerpo de forma circular, que rueda sobre una superficie 
Sspera sin deslizarse. Si surnames los momentos con respecto al centro 
instantineo de velocidad cero, entonces S(jM,£) C /se vuelve Ia a - La 
comprobacidn es similar a 2M 0 = (ecuacidn 17-16), de modo que 


Fig. 17-19 


SMc/ = Ia a 


(17-19) 


Este resuitado es comparable a = Iqo, la cual se utiliza para un 

cuerpo sujeto con un pasador en 0,ecuaci6n 17-16. Vea el problems 
17-91. 
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Procedimiento para el analisis 


Los problemas cineticos que implican movimiento piano general 

de un cuerpo n'gido se resuetven con el siguiente procedimiento. 

Diagrams da cuerpo libre. 

• Establezca el sistema de coordenadas x, y i nerd a I y trace el 
diagrama de cuerpo libre del cuerpo. 

• Especifique la direccidn y sentido de la aceferaddn del centro 
de masa, a G y la aceleraeidn angular « del cuerpo. 

• Determine el mo men to de inereia I G . 

• Identifique las incognitas en el problema. 

• Si dedde utilizer la ecu add n de movimiento de rotacidn 2M t , = 
Sf.tti)/., entonces considere frazar el diagrama dndtico como 
ayuda para “visualizar” los “momentos” desanoiiados por las 
componentes m(a G \, w(a G ) y e Iq** cuando se escriban los tdr- 
minos en la suma de momentos 

Ecuaciones de movimiento. 

• Aplique las tres ecuaciones de movimiento de acuerdo con la 
convencidn de signos establedda. 

• Cuando hay fiicddn, existe la posibilidad de movimiento sin 
desiizamiento o volcadura. Cada posibilidad de movimiento 
deberfi considerarse. 

Cinematica. 

• Use cinematica si no puede obtener una soluckSn completa 
estrictamente con las ecuaciones de movimiento. 

• Si los soportes Umitan el movimiento del cuerpo, pueden obte- 
nerse ecuaciones adicionales mediante a B = a A + a B/A , la cual 
reladona las aceleraciones de dos puntos cualesquiera Ay B 
en el cuerpo. 

• Cuando una rueda, disco, cilindno o bola rueda sn deslizarse, 
entonces a G = ar. 




Qiando la aplanadoia o “rcdillo de pata 
de carnero” avanza, el rodiUo tiene 
movimiento piano general. Las fuerzas 
que se indican en su diagrama de cuerpo 
libre provocan los efectos que aparecen 
en el diagrama cinetico. Si se suman 
los momentos con respecto al centro 
de masa <5, entonces = J G a. Sin 
embargo, si se suman los momentos con 
respecto al punto A (el Cl) entonces 
C + XM,, = l (! ct + (ma G )d = I A a. 
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EJEMPLO 17.13 


ICON 



y 



78.46 N 


Determine la aceleracidn angular del carrete que se ilustra en la 
figura 17-20 a. Su masa es de 8 kg y sti radio de giro de k G = 0.35 m. 
Las cuerdas cuya masa se ignora se enrollan alrededor de su maza 
interna y borde externo. 

SOLUClON I 

Dia grama de cuerpo lib re. Figura 17-206. La fueiza de 100 N 
haoe que a c actiie hacia arriba. Ademds, tracitia en sentido horario, 
puesto que el carrete se enrolla alrededor de la cuerda en A. 

Hay fires incognitas T, a G y a. El momento de inereia del carrete 
con respecto a su oentro de masa es 

I G = mlr G = 8 kg (0.35 m) 2 = 0.980 kg ■ m 2 

Ectiadones de movimiento. 

+ tSF J =»i(fl G ) > ; T + 100 N — 78.48 N = (8 kg)« c (1) 

C +S4f c = lea- 100 N(0.2 m) - E(0.5 m) = (0.980 kg ■ m 2 )cr (2) 

Cinematics. Si se utiliza dnemdtica para relacionar a G con a se 
obtiene una solucidn comp let a. En este caso el carrete “rueda sin 
desiizarse” sobre la cuerda en A. Por tanto, podemos utilizar Eos 
resultados del ejemplo 16.4 o 16.15, de modo que 


(C +) «g = ar - Op = a (0.5 m) 

(3) 

Si resolvemos las ecuaciones 1 a 3, tenemos 


a = 10.3 rad/s 2 

Resp. 

a G = 5.16 m/s 2 


T = 19.8 N 



SOLUClON II 


0>) 



(0.980 kg- 


(8kg}ftc 
i \ 


(c) 

Fig. 17-20 


Ecuaciones de movimiento. Podemos eliminar la incdgnita T al 
sumar momentos con respecto al puntoA. De acuerdo con tos diagra- 
mas de cuerpo libre y cinddco, figuras 17-206 y 17-20c, tenemos 

C +^M a = 2(jHjt )a\ 100N(0.7m) -78.48N(0.5 m) 

= (0.980 kg ■ mV + [(8 kg)«c](0.5 m) 

Cbn la ecu acid n (3), 

a = 10.3 rad/s 2 Resp. 


SOLUD6N III 


Ecuaciones de movimiento. La forma mis simple de resolver 
este problems es darse cuenta que el punto A es el Cl del carrete. 
Entonces la ecuaddn 17-19 es aplicable. 

C + £M a = I A a ; (100 N) (0.7 m) - (78.48 N)(0-5 m) 

= [0.980 kg ■ m 2 + (8 kg)(0.5 m)V 

a = 10.3 rad/s 2 
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EJEMPLO 17.14 


La rueda de 50 lb que se muestra en ia figura 17-21a dene un radio 
de giro k G = 0.70 pie. Si se aplica un momento de par de 35 ib ■ pie 
a la rueda, determine la aceieracibn de su centre de masa G. Los 
coefidenies de friccibn estdtica y cinbtica entre la rueda y el piano 
en .4 son fi s = 0.3 y ju.* =0.25,respectivamente. 



SOLUClON 


(a) 


Diagrams de cuerpo fibre. En la figura 17-216, se ve que el 
momento de par hace que la rueda gire en el sentido de las mane- 
cillas del reloj con una aceleracibn angular a. Por consiguiente, la 
aceleracibn del centro de masa, a c ,est£ dirigida hacia la derecha. El 
momento de inercia es 

Iq = mkh = f° lb 2 C 0 ' 70 P ie ) 2 = 0.7609 slug ■ pie 2 

32.2 pi^S/s 

Las incbgnitas son iV*, F A ,a G y a. 

Ecuaciones de movlmiento. 


+ T SFj = m(ac),.; N A - 5 0 ib = 0 (2) 

C+SM c = I c a; 35 lb ■ pie -1.25 pies (F A ) = (0.7609 slug■ pie 2 )a (3) 


50lb 


.1 


35lb-pie 


125 pies 


( 50 ,b \ 


f 

\32.2 pies/s 2 / 

(I) 

VI 


(b) 

FSg* 17-21 


► 

-X 


Se requiere una cuarta ecuacibn para una solucion completa. 

Cinematica (sin deslizamiento). Si se hace esta suposrcibn, 
entonces 

(C +) a c = (1.25pies)« (4) 

Al resolver las ecuaciones 1 a 4, 

N a = 50.0 ib Fa = 21.3 lb 

a = 11.0 rad/s 2 a G = 13.7 pies/s 2 

Esta solucibn requiere que no haya deslizamiento, es decir, F A £ 
p-jAf/i- Sin embargo, como 21.3 lb >0.3(50 lb) = 15 lb, la rueda se 
desliza cuando gira. 

(Deslizamiento). La ecuacibn 4 no es v&ida, y por tanto F A = HkN A , 
obien 

F A = Q.25N a (5) 

Ai resolver las ecuaciones 1 a 3 y 5 se obtiene 

N a = 50.0 lb F A = 12.5 ib 
a = 25.5 rad/s 2 

a G = 8.05 pies/s 2 —* Reap. 
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EJEMPLO 17.15 



El poste que se ilustra en la figura 17-22s tiene una masa de 100 kg. 
Si los coeficientes de friccidn estatica y cinetica entre el extremo del 
poste y la superficie son p. s = 0.3 y p* = 0.25, respectivamente, 
determine la aceleracidn angular del poste en el instante en que se 
apkea la fiierza horizontal de 400 N. En principio, el poste est4 en 
mposo. 

SOLUCI6N 

Diagrams d« cuerpo libra. Figura 17-226. La trayectoria del 
movimiento del centre de masa G seri a to largo de una trayecto- 
ria curva desconocida de radio de curvatura p, la cual inicialmente 
coincide con una linea vertical. Sin embargo, no hay ninguna com- 
ponente normal o y de la aceleracidn porque en principio el poste 
est£ en reposo, es decir, v G = 0, de modo que (« G )y = Vg/p = 0. 
Supondremos que el centro de masa se acelera hacia la derecha y 
que el poste tiene una aceleracidn angular de a en el sentido de las 
manedllas del reloj. Las incognitas son N A , F A , a G y 

Ecuadon de movimiento. 

YF X = m(a G ) x - 400 N - F A = (100 kg)s G (1) 

+ T = m{a G ) y \ N a — 981N = 0 (2) 

C +SM C = 7 c o; F a { 1.5 m) —(400N)(l m) = {^{100 kg)(3 m) z )a (3) 


y 



1 %. 17-22 


Para una solucidn comp let a se requiere una cuarta ecuaddn. 

Cinematica (sin desllzamiento). Con esta suposicidn, el punto A 
actua como tin “pivote” de modo que a ocuire en el sentido de las 
manecillas del reloj, por tanto la direccidn de s G es hacia la derecha. 

a G = ctr AG \ a G = (1.5 m) a (4) 

A1 resolver las ecuaciones 1 a 4 te nemos 

N a = 981 N F a = 300 N 
a G = 1 m/s 2 a = 0.667 rad/s 2 

La suposiddn de que no ocuire destizamiento requiere que F A s 
(X s N a . Sin embargo, 300 N > 0-3(981 N) = 294 N y por tanto el pos¬ 
te se desKza en A. 

(DeslizamientoJ. En este caso, la ecuaddn 4 no es vdida. En cam- 
bio debe utilizarse la ecuacidn de friccidn F A = p k N A .Yot tanto, 

F a = O. 25 JV 4 (5) 


Al resolver las ecuaciones 1 a 3 y 5 simuMneamente, obtenemos 
N a = 981 N F A = 245 N a G = 1.55 m/s 2 

a = -0.428 rad/'s 2 = 0.428 rad/s 2 1) Reap. 
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EJEMPLO 17.16 


Lascuerdas ACy BD mantienenen ta posicidn de equilibrio fa baira 
de 50 kg que se muestra en la figura 17-23 a. Determine la tension 
en BD y fa aceleraddn angular de la barra inmediatamente despuOs 
de que se corta AC. 

SOLUClON 

Diagrams de cuerpo libra. Figura 17-236. Hay cuatro incogni¬ 
tas, T b , (a G ) x , ( a G ) y y «■ 

Ecu a ciones de movimiento. 




0 = (50 kg a G ) x 



( q g)x = 0 


+1 SFj, = m(a G ) y -, 

- 50(9.81)N = —(50 kg a G ) y 

(1) 

C+S M g — /(-a; 

T b ( 1.5 m) = 

^(50 kg)(3 m) 2 Ja 

(2) 


Clnematica. Como la barra est£ en reposo justo despuds de que se 
corta el cable, entonces suvelocidad angular y la velocidaddel punto 
B en este instante son iguafes a cero. Por tanto (a B ) n = Vb/pbd = 0 . 
En consecuencia, a s s<6lo tiene una componente tangencial, dirigida 
a lo largo del eje x, figura 17-23c. Al aplicar la ecuaciOn de acelera- 
don reladva a lospuntos Gy B, 


a c = as + « X — <iPt G / B 
_ («c)yj = + (« k ) X C l-5i) - 0 

-(«c)yj = a B i - l.Sofj 


y 


50(9.81) N T s 



i 

f 


X 

p 






i j m 


tb) 




rr- ( ( G \ 

(aa)i=0 

B &B 

1 — tv 

r g/b 



at = 0 €L 

r- 15 m 




tc> 




Igualamos las componentes i y j de ambos lados de esta ecuaciOn, 


Fig. 17-23 


0 = a B 
(«c)y = 1.5a 


(3) 


Al resolver las ecuaciones (1) a (3) obtenemos 

a = 4.905 rad/s 2 Resp. 

T b = 123 N Resp. 

(a G ) y = 7.36 m/s 2 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F17-13* La barra de 60 kg inicialmente esU en reposo 
sobre un piano horizontal liso cuando se aplican las fuer- 
zas. Determine la aceleracidn del centre de masa de la 
harra y la aceleraddn angular de la barra en este instante. 


20 N 


0.75 m | 

J 1 If w 

05 m 

J 



i 

{ 


SON 


F17-13 

F17-14* El cilindro de 100 kg rueda sin deslizarse sobre 
el piano horizontal. Determine la aceleraddn de su centre 
de masa y su aceleracidn angular. 



F17-15* La rueda de 20 kg tiene un radio de giro con res- 
pecto a su centre O de k Q = 300 mm. Cuando la rueda 
se somete al momento de par, se desiiza cuando gira. 
Determine la aceleraddn angular de la rueda y la acele- 
taddn de su centro O. El coefidente de frieddn cindtica 
entre la rueda y el piano es = 0.5. 



I<17-16. La esfera de 20 kg rueda hacia abajo del piano 
inclinado sin deslizarse. Determine su aceleracidn angular 
y la aceleracidn de su centro de masa. 



F17-17. El carrete de 200 kg tiene un radio de giro con 
mspecto a su centro de masa de k G = 300 mm. Si se aplica 
el momento de par al carrete y el coefidente de friceidn 
rindtica entre este y el suelo es = 0.2, determine la ace¬ 
leracidn angular del carrete, la aceleraddn de G y La ten- 
sidn del cable. 



EI7-18* La barra esbelta de 12 kg esta sujeta por medio 
de un pasador a un rodillo A que se desiiza libremente a lo 
largo de la ranura. Si la barra se suelta del reposo cuando 
S = 0°, determine su aceleracidn angular y la aceleracidn 
del rodillo inmediatamente despuds que se suelta La barra. 


3 



F17-15 


F17-18 
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PROBLEMAS 


17-9L Si un disco meda sin desUzarse sobre una super- 
ficie horizontal, demuestre que cuando se suman los 
momentos con respecto al centro instant^neo de velocidad 
cero, Cl , es posible utilizar la ecuacidn de mo men to ZM C/ 
= Icfitj donde l cs representa el momento de inercia del 
disco calculate con respecto al eje instant^neo de veloci¬ 
dad cero. 

*17-92. El disco semicircular de 10 kg gira a a> = 4 rad/s 
cuando 6 = 60°. Determine las fuerzas normal y de fric- 
ddn que ejerce en el suelo en A en este instante, Suponga 
que el disco no se desliza cuando rueda. 

•17*93* El disco semicircular de 10 kg de masa gira a ai = 
4 rad/s cuando Q = 6 0°. Si el coeficiente de Mccidn estMca 
en A es ^ = 0,5, determine si el disco se desliza en este 
instante. 



17-94* El tabldn de 50 lb est£ suspendido de las cuerdas 
C y D. Si dstas se someten a fuerzas constantes de 30 lb 
y 45 lb, respectivamente, determine la aceleracidn inicial 
del centro del tabldn y la aceleracidn angular del tabldn. 
Suponga que dste es una placa delgada. Ignore la masa de 
las poleas Ey F. 



17-95* El cohete se compone de la seccidn principal A 
de 10 Mg de masa con su centro de masa en G A . Los dos 
cohetes aceleradores gemelos B y C tienen una masa de 
2 Mg cada uno con centros de masa en G B y G c , respec¬ 
tivamente. En el instante que se muestra, el cohete va en 
ascenso y se encuentra a una altitud donde la aceleracidn 
de la gravedad es g = 8.75 m/s 2 . Si los cohetes acelerado¬ 
res B y Cde repente suministran un empuje de T s = 30 kN 
y T c = 20 kN, respectivamente, determine la aceleracidn 
angular del cohete. El radio de giro de A con respecto a 
G a es *4 = 2 m y los radios de giro de B y Ccon respecto 
a G 8 y G c son k B = k c = 0.75 m. 



*17-96* La rueda de 75 kg tiene un radio de giro con 
respecto al eje z dek z = 150 mm. Si la banda cuya masa 
se ignora se so mete a una fuerza P = 150 N, determine 
la aceleracidn del centro de masa y la aceleracidn an¬ 
gular de la rueda. La superficie es lisa y la rueda se des¬ 
liza libremente. 


z 



Psrob* 17-96 
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Cap [tu lo 17 C i Nine a p lama de u n cu er po r [gido: fu erza y ac eler ac i6n 


*17-97* La llanta pesa 30 lb y su radio de giro es k G = 0.6 
pie. Si los coefirientes de friccidn estatica y citttica entre 
ia rueda y el piano son ju s = 0.2 y ju* = 0.15, determine la 
aceleracidn angular de la llanta cuando rueda hacia abajo 
del piano inclinado. Sea & = 12°. 

17-9** La llanta pesa 30 lb y su radio de giro es k G = 0.6 
pie. Si los coeficientes de friccidn estatica y cinetica entre 
La rueda y el piano son p s = 0,2 y ^ = 0.15, determine el 
ingulo miximo 0 del piano inclinado de mode que la llan¬ 
ta ruede sin deslizarse. 



17-99* Dos hombres ejercen fuerzas verticales constan¬ 
ts de 40 lb y 30 lb en los extremes A y B de un tabldn 
que pesa 50 lb. Si £ste odginalmente est3 en reposo en la 
posicidn horizontal, determine la aceleracidn inicial de su 
centre y su aceleracidn angular. Suponga que el tabldn es 
una barra esbelta. 



*17-100* El tubo de drenaje rueda con una velocidad 
angular de to = 0.5 rad/s, cuando el hombre est3 en la posi- 
ddn que se muestra. En este instante el centre de grave- 
dad del tubo y el hombre se encuentra en G y el radio de 
giro con respecto a G es^e = 3-5 pies. Determine la acele- 
racidn angular del tubo. La combinacidn del peso del tubo 
y del hombre es de 500 lb. Suponga que el tubo rueda sin 
deslizarse y que el hombre dentro del tubo no se mueve. 



Prob* 17-100 


•17-101* La podadora de c6sped tiene una masa de 80 kg 
y un radio de giro k G = 0.175 m. Si se le empuja hacia 
delante con una fuerza de 200 N cuando la manivela est$ 
a 45°, determine su aceleracidn angular. Los coeflcientes 
de friccidn estatica y cindtica son /i, = 0.12 y = 0.1, res- 
pectivamente. 

17-102* Resuelva el problema 17-101 si p s = 0.6 y /i* = 
0.45. 


200 N 



Prob* 17-99 


Probs* 17-101/102 
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17-103* El carrete dene una masa de 100 kg y un radio de 
giro de k G = 0.3 m. Si los coefieientes de friccidn estAtica 
y cin^tica en A son ^ = 0.2 y jn* = 0-15, respectivamente, 
determine su aceleracidn angular si P = 50 N. 

*17-104* Resuelva el problema 17-103 si la cuerda y la 
fuerza P = 50 N estAn dirigidas verticalmente hacia arriba. 

*17-105* El carrete dene una masa de 100 kg y un radio 
de giro de k G = 0.3 m. Si los coefieientes de friccidn estAti- 
ca y cin£tica en A son = 0.2 y jm* = 0.15, respectivamen- 
te, determine su aceleracidn angular si P = 600 N. 



A 


Probs* 17-103/104/105 


17-106* El camidn transporta el carrete que pesa 500 lb 
y cuyo radio de giro es k G = 2 pies. Determine la acelera- 
ddn angular del carrete si no estA sujeto al camidn y Aste 
comienza a acelerar a 3 pies/s 2 . Suponga que el carrete no 
se desliza sobre la plataforma delcamidn. 

17-107* El camidn transporta el carrete que pesa 200 lb 
y cuyo radio de giro es k G = 2 pies. Determine la acele- 
racidn angular del carrete si no estA sujeto al camidn y 
£ste comienza a acelerar a 5 pies/s 2 . Los coefieientes de 
friccidn estAtica y cin^dca entre el carrete y la plataforma 
del camidn son = 0.15 y ju* = 0.1, respeedvamente. 



*17-108* Una barra pesa 10 lb y estA sujeta a un rodillo 
por medio de un pasador en A el cual rueda sobre una 
oorredera horizontal. Si la barra originalmente estA en 
leposo y se aplica una fuerza horizontal F = 15 lb al rodi¬ 
llo, determine la aceleracidn del rodillo. Ignore la masa del 
rodillo y su tamaflo Jen los cAlculos. 

•17-109* Resuelva el problema 17-108 en el supuesto de 
que el rodillo A es reemplazado por el bloque corredizo 
cuya masa se ignora. El coeficiente de Mccidn cinedca 
entre el bloque y la corredera es p k = 0.2. Ignore la dimen¬ 
sion Jy el tamaflo del bloque en los cAlculos. 



17-110* El buque pesa 4(10^) lb y su centro de gravedad 
estA en G.Se utilizan dosremolcadorescuyo peso se igno¬ 
ra para hacerlo virar. Si cada remolcador lo empuja con 
una fuerza T = 2000 lb, determine la aceleracidn angular 
de su centro de gravedad G y su aceleracidn angular. Su 
radio de giro con respecto a su centro de gravedad es k G = 
125 pies. Ignore la resistencia del agua. 


T= 20001b 



-200 pies—| 

[00 pies- 7= 2000 lb 


Probs* 17-106/107 


Prob* 17-110 
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CaP[TULO 1 7 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RfGIDO! FUERZA Y ACELERAClON 


17-111. El rilindro de 15 lb est£ micialmente en repo- 
so sobre una placa de 5 lb. Si se aplica an momento de 
par M = 40 lb ‘pie al cilindro, determine su aceleracidn 
angular y el tiempo requerido para que el extremo B de 
la placa recorra 3 pies hacia la derecha y cheque con la 
pared. Suponga que el cilindro no se desliza sobre la placa 
e ignore la masa de los rodillos bajo la placa. 


M = 40 lb-pie 



© © © © © © .© @ © © 

A I-— 3 pies— 

ProhL 17-111 


* 17-112. El ensamble se compone de un disco de 8 kg 
y una barra de 10 kg La cual est$ conectada por medio de 
un pasador al disco. Si el sistema se pone en movimiento 
desde elpunto de reposo, determine la aceleracidn angu¬ 
lar del disco. Los coeficientes de friccidn estatica y cinetica 
entre el disco y el piano inclinado son ^ = 0.6 y jut* = 0.4, 
respectivamente. Ignore la friccidn en B. 

*17-113* Resuelva el problema 17-112 sin la barra. Los 
ooeficientes de friccidn estatica y cinetica entre el disco y 
el piano inclinado son /x, = 0.15 y /x* = 0.1, respectiva- 
mente. 


17-114. El disco A de 20 kg esii sujeto al bloque B de 10 
kg por medio del sistema de cable y polea que se ilustra. 
Si el disco rueda sin deslizarse, determine su aceleracidn 
angular y la aceleracidn del bloque cuando se sueltan. 
Adem^s, icuil es la tensidn en el cable? Ignore La masa 
de las poleas. 

17-115- Determine el coeficiente de friccidn estatica en¬ 
tre el disco y la superficie en el problema 17-114 de modo 
que el disco ruede sin deslizarse. Ignore La masa de las 
poleas. 



*17-116. La placa cuadrada de 20 kg est3 conectada por 
medio de un pasador al collarfn de 5 kg. Determine la ace¬ 
leracidn angular inicial de la placa cuando P = 100 N se 
aplica al coliarfn. En principio, la placa estS en reposo. 

*17-117- La placa cuadrada de 20 kg esta conectada 
por medio de un pasador al collarfn de 5 kg. Determine 
la aceleracidn angular inicial de 6ste cuando se le aplica 
P = 100 N se aplica al collarfn. En principio, la placa est£ 
en reposo. 



Probs. 17-112/113 


Probs. 17-116/117 
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17-118* El carrete dene una masa de 100 kg y un radio de 
giro de k G = 200 mm con respecto a su centro de masa G. 
Si se aplica una fuerza vertical P = 200 N al cable, determi¬ 
ne la aceleracidn de Gy la aceleracidn angular del carrete. 
Los coeficientes de friccidn estdtica y cinetica entre el riel 
y el carrete son jut 5 = 0.3 y ju* = 0.25, respectivamente. 

17-119* El carrete tiene una masa de 100 kg y un radio de 
giro de k G = 200 mm con respecto a su centro de masa G. 
Si se aplica una fuerza vertical P = 500 N al cable, determi¬ 
ne la aceleracidn de Gy la aceleracidn angular del carrete. 
Los coeficientes de friccidn estatica y cinetica entre el riel 
y el carrete son = 0,2 y = 0.15, respectivamente. 



Probs. 17-118/119 


*17-120* Si el camidn acelera a una tasa constante de 
6 m/s 2 , a partir del punto de reposo, determine la acele- 
tacidn angular inicial de la escalera de 20 kg. Esta puede 
considerarse como una barra esbelta uniforme. El apoyo 
en Pesliso. 


*17-121* La rueda de 75 kg tiene un radio de giro con 
respecto a su centro de masa de k G = 375 mm. Si se some- 
(e a un par de torsidn de M = 100 N ■ m, determine su 
aceleracidn angular. Los coeficientes de friccidn estatica y 
dnetica entre la rueda y el suelo son p s = 0,2 y ix k = 0,15, 
respectivamente. 

17-122, La rueda de 75 kg tiene un radio de giro con res¬ 
pecto a su centro de masa de k G = 375 mm. Si se some- 
te a un par de torsidn de M = 150 N ■ m, determine su 
aceleracidn angular. Los coeficientes de friccidn estatica y 
dnetica entre la rueda y el suelo son = 0.2 y j \i k ■= 0.15, 
respectivamente. 



17-123* El tubo de drenaje de concrete de 500 kg tiene 
un radio medio de 0.5 m. Si la aceleracidn del camidn es de 
3 m/s 2 , determine la aceleracidn angular del tubo. Suponga 
que dste no se desliza sobre la plataforma del camidn e 
ignore su espesor. 



IVob* 17-120 


Prob, 17-123 
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Cap[tulo 17 CiNfricA plana de un cuerpo rIgido: fuerza v aceleraciOn 


PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P17-L Se utiliz-a el camion para remolcar el pesado con- 
tenedor. Para propordonar una traccidn m£s eficaz a las 
ruedas traseras en A , /,es mejor mantener el contenedor 
donde esti, o colocarlo en frente del remolque? Use valo- 
res numericos apropiados para explicar su respuesta. 



P17-2. El tractor est£ a punto de remolcar el avidn hacia 
la derecha. /,Es posible que el conductor ha ga que la rueda 
delantera se leva ft te del suelo cuando acelere el tractor? 
Trace los diagramas de cuerpo libre y cin^iico y explique 
algebraicamente (letras) cdmo podria ser esto posible. 


P17-3. /Cdmo podrla indicar que el conductor esti ace- 
brando este vehfculo deportivo utilitario? Para explicar su 
respuesta trace los diagramas de cuerpo libre y dngtico. 
En este caso se suministra potencia a las ruedas traseras. 
/Se verfa igual la fotografla si se proporcionara potencia 
a las ruedas delanteras? / h Seran iguales las aceleraciones? 
Use valores numericos apropiados para explicar sus res- 
puestas. 



P17-J 


P17*4* He aqui algo que no debe intentar en casa, jpor 
b me nos sin casco! Trace los diagramas de cuerpo libre 
y citbtico y muestre qud debe hacer el motociclista para 
mantener esta posicidn. Use valores numdricos apropia¬ 
dos para explicar su respuesta, 



P17-2 


P17-4 
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REPASO DEL CAPfTU LO 


Mo me ii to de inertia 

El momento de inercia mide la resis- 
tencia de un cuerpo al cambiar su 
velocidad angular. E&tA defmido por 
/ = f r 2 dm y ser£ diferente segtin el 
eje con respecto al cual se calcula. 


Muchos cuerpos est£n compues- 
tos de formas simples. Si £ste es el 
caso, entonces pueden utilizarse 
valores tabulares de /, como los que 
aparecen en la cubierta posterior 
interna de este libro. Para obtener 
el momento de inercia de un cuerpo 
compuesto con respecto a cualquier 
eje, se determina el momento de 
inercia de cada parte con respecto al 
eje y los resultados se suman. Con 
frecuencia, hacer esto requiere utili¬ 
zer el teorema de ejes paralelos. 


/ = I n + md 1 



Equation de movimiento piano 

Las ecuaciones de movimiento defl- 
nen el movimiento de traslacidn y 
rotacidn de un cuerpo rigido. Para 
explicar todos los tdrminos de estas 
ecuaciones, un diagrama de cuerpo 
libre siempre deberi acompafiar a 
su aplicacidn, y en algunos proble- 
mas tambi^n puede ser util trazar el 
diagrama cin£tico que muestre m&a 
e/c«. 


1,F X = m(a G ) x 
%F y = m(n G ) y 
2M g =0 

Traslacidn rectilfnea 


= m(a G )„ 
SE, = m(a G ) t 
YM g = 0 

Traslacidn curvilfnea 


= m(a c )„ = mur c 

'LF, = m(a G ), = mar G 

EM g = I G €L o = IqCX. 
Rotation con respecto a un eje fijo 

2F X = m(a G ) x 
2F X = m(a G ) x 
j!*M g — o 2Afp — 
Movimiento piano general 















El principle de trabajoy energia deaempena un rol important^ en cl movimiento 
del malacate que se utili^a para levantar tuberra en esta torre de perforacidn. 




Cinetica plana de 
un cuerpo rfgido: 
trabajo y energfa 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Desarrollar formulas para la energfa cindtica do un cuerpo, y defi- 
nir las diversas formas on quo una fuerza y un par realizan trabajo. 

* Aplicar el principio de trabajo y energia para resolver problemas 
de cinetica plana de un cuerpo rfgido que implican fuerza, veloci- 
dad y desplazamiento. 

* Demostrar c6mo puode utilizarse la con$ervaci6n de la energfa 
para resolver problemas de cinetica plana de un cuerpo rigido. 


18.1 Energfa cinetica 

En este capftulo aplicaremos mdtodos de trabajo y energfa para resol¬ 
ver problemas de movimiento piano que implican fuerza, veloddad y 
desplazamiento. Pero primero tendremos que desarrollar una forma de 
obtener la energfa cinetica del cuerpo cuando dste se somete a trasla- 
ddn, rot add n alrededor de un eje fijo o a movimiento piano general. 

Para hacer esto consideraremos el cuerpo rfgido que se muestra en la 
figura 18-1,el cual esti representado aquf por una losa que se mueve en 
un piano de referenda x-y inercial. Una partfcula iesima arbitraria del 
cuerpo.de masa dm.se encuentra a una distancia r del punto arbitrario 
P. Si en el instante que se muestra la partfcula tiene una veloddad v;, 
entonces la energfa dndtica de la partfcula es T t = \ dm vf. 



Fig. 18-1 
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CaP[TULO 18 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RlGIDO: TRABAJO ¥ ENERGlA 



La energfa cin6tica de todo el cuerpo se determine por la escritura 
de expresiones seme]antes para cada una de las partfculas del cuerpo y 
la integraddn de los result ados, es decir, 

T -'iL dm ' i 

Esta ecu acid n tambidn puede expresarse en funcidn de la vetocidad 
del punto P. Si la velocidad angular del cuerpo es *>,entonces de acuer- 
do con la figure 18-1 tenemos 


Fig. 18-1 


V; = Vp + V,yp 

= {Vp) x i + IfflkX (*i + yj) 

= [(«;>)* - &y \i + [(«p)j + 


H cuadrado de la magnitud de v y es, por tanto. 


V v,- = Vi = [(Vp)* - toy ] 2 + [(up),, + tax] 2 

= (vp) 2 — 2(vp) x toy + t^y 1 + (vp)J + 2(vp) y tox + arx 1 
= Vp - 2(Vp) 3 toy + 2 {Vp) y tox + to 2 r 2 

Al sustituir dsta en la ecuacidn de energfa cindtica se obtiene 


18 


' = \{j dmjvp - {vp)x<o^j y dmj + (vp) y to^J x dmj + J r 2 dmj 


La primera integral de la derecha representa toda la masa m del cuerpo. 
Como yrn = fy dm y xm = fxdm, la segunda y tercera integra¬ 
tes localizan el centro de masa Gcon respecto a P. La ultima integral 
representa el momento de inerda del cuerpo con respecto a F.calcu- 
lado con respecto at eje z que pasa por el punto P. Por tanto. 


T - 4 mVp - (vp) x toym + (vp) > toxm + klpto 1 (18-1) 


Como un caso especial, si el punto Pcoincide con el centro de masa 
Gdel cuerpo, entonces y = x = 0, y por consiguiente 


T = Imvc + \h<3- 


( 18 - 2 ) 


Ambos t6rminos del tado derecho son siemprepositivos, puesto que 
y to estin elevados al cuadrado. El primer tdrmino representa la ener¬ 
gfa cinetica de traslacton, con respecto al centro de masa, y el segundo 
la energfa cindtica de rotaddn del cuerpo con respecto al centro de 
masa. 
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T raslacion. Cuando un cuerpo rigido de mas a m se somete a tras¬ 
lacion rectiKnea o a traslacion curviKnea, figura 18-2, la eneigia cindti- 
ca producida por la rotacibn es cero, en vista de que *> = 0. La energfa 
cinetica del cuerpo es por consiguiente 


T = \mi%; 


(18-3) 


Rotation con respecto a un eje fijo. cuando un cueipo 
rigido gira alrededor de un eje fijo que pasa por el punto O, figura 18-3, 
e! cuerpo tiene energfa cinbtica tanto de traslacion como de rotacion, 
de modo que 


V 


\ a =V 

• » 

G 


Traslacion 
Fig. 18*2 


T = \rni)G + 


(18-4) 


La eneigia cinbtica del cuerpo tambibn puede formularse en este caso si 
observamos que v G = rcta, de modo que T = \{l Q + mr%)<i) 2 . Segun el 
teorema de los ejes paralelos, los tbrminos entre parbntesis representan 
e! momento de inercia lo del cuerpo con respecto a un eje perpendicu¬ 
lar at piano de movimiento y que pasa por el punto O. Por tanto,* 


T = | W 


(18-5) 





Rotacidn alrededor de un eje fijo 


Por la derivacibn, esta ecuacibn darg el mismo resultado que la ecua¬ 
cibn 18-4, puesto que toma en cuenta las energtas cine tic as tanto de 
traslacibn como de rotacidn del cuerpo. 

Movimiento piano general. Cuando un cuerpo rfgido se 
somete a movimiento piano general, figura 18-4, su veiocidad angular 
es to y la veiocidad de su centro de masa es v Q . Por consiguiente, la 
energfa cinbtica es 


T = \mv% + 


(18-6) 


Esta ecuacibn tambien puede expresarse en funcibn del movimiento 
del cuerpo con respecto a su centro instantdneo de veiocidad cero, es 
decir, 


Fig. 18-3 



G 


T = 


(18-7) 


donde lac s el momento de inercia del cuerpo con respecto a su centro 
instantbneo. La comprobacibn es semejante a la de la ecuacibn 18-5 
(vea el problems 18-1). 


Movimiento piano general 
Fig, 18-4 


*Es importante que observe la similitud entre esta derivation y la de 
ecuatidn 17-16. Tambidn puede obtenerse el mismo resultado de manera directa con 
la ecuacidn 18-1 si selectiona el punto P en O y toma en cuenta que v 0 = 0 , 


18 
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CaP[TULO 18 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RfGIDO: TRABAJO Y ENERGfA 



La energia cinetica total de esta apla- 
nadora consists on la energia cinetica 
del cuerpo o estructura de la maquina 
debido a su traslacion* y a las energlas 
dneticas de traslacion y rotacion del 
rodillo y de las medas por su movi- 
miento piano general. Aqui excluimos 
la energia cinetica adicional desarro- 
llada por las partes moviles del motor 
y el tren motriz. 



F € cos 6 


Si Sterna de cuerpos. Como la energia es tma cantidad esca- 
lar, ta energia cinetica total de cuerpos rlgjdos conectados es la suma 
de (as energlas cinOticas de todas sus partes mdviles. Segun el tipo de 
movimiento, la energia rin&ica de cada cuerpo se determina por la 
ecuacMn 18-2 o las formas altemativas antes mencionadas. 


18.2 Trabajo de una fuerza 

Con frecuencia se encuentran varios tipos de fuerzas en problemas de 
dn&ica plana que impiican un cuerpo rigido. El trabajo de cada una 
de estas fuerzas se present6 en (a seccidn 14.1 y se resume a continua¬ 
tion. 

Trabajo de una fuerza variable. Si una fuerza externa f 
acttia en un cuerpo, el trabajo realizado por ella cuando el cuerpo se 
mueve a to largo de una trayectoria j.figura 18-5, es 



(18-8) 


Aqui 0es el Sngulo entie las “colas” de la fuerza y et desplazamiento 
diferencial. La integraciOn debe expiicar la variadOn de la direcciOn y 
magnitud de la fuerza. 



Trabajo de una fuerza constante. Si una fuerza extern a F c 
acttia en un cuerpo, ftgura 18-6 y mantiene una magnitud constante 
F c y direccidn constante 8, en tanto que el cuerpo experimenta una 
traslacion s,entonces la ecu arid n anterior puede integrarse, de modo 
que el trabajo es 


Fg. 18-6 


U Fc = (F c cos 8)s 


(18-9) 
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Trabajo de un peso. Et peso de un cuerpo realiza trabajo sdlo 
cuando su centio de masa G experimenta un desplazamiento vertical 
Ay. Si este desplazamiento es hacia arriba, figura 18-7, el trabajo es 
negativo, puesto que el peso se opone al desplazamiento. 


Uw = ~W Ay 


(18-10) 



tw 


Asimismo, si el desplazamiento es hacia abajo (—Ay) el trabajo se vuel- Fig. i8-7 

ve positive. En ambos casos el cambio de elevacidn se considers mini- 
mo de modo que W, producido por la gravitacidn, es constante. 


Trabajo de una fuerza de resorte. Si un resorte el&stico 
lineal se conecta a una cuerpo, la fuerza F s = ks que actua en el cuerpo 
realiza trabajo cuando el resorte se aiarga o compiime desde si hasta 
una posiddn s 2 mas lejana. En ambos casos el trabajo serfi negativo 
puesto que el desplazamiento del cuerpo se opone a la direccidn de la 
fuerza, figura 18-8. El trabajo es 

k F, 

(18-11) 

Ibsicidn no . 

alargadadel _ _ ^ 

donde IpSjI l^il- resorte, j = 0 

Si 


u s = -{\ksi - \k$i) 


Fuerzas que no realizan trabajo. Existen algunas fuerzas 
extern as que no realizan trabajo cuando el cuerpo se desplaza. Estas 
fuerzas actuan o en puntos fijos en el cuerpo o tienen una direccidn 
perpendicular a su desplazamiento. Entre aigunos ejemplos estSn las 
reacciones en un soporte de pasador alrededor del cual gira un cuerpo, 
la reaccidn normal que actua en un cuerpo que se mueve a Eo largo de 
una superficie fija, y el peso de un cuerpo cuando su centro de gra- 
vedad se mueve en un piano horizontal, figura 18-9. Una fuerza de 
friccidn Ff-que actua en un cuerpo redondo cuando ruedasin deslizarse 
sobre una superficie fcpera tampoco realiza trabajo.* Esto es porque, 
durante cualquier instante de tiempo dt, Ff actua en un punto del cuer¬ 
po el cual tiene velocidad cero (centro instanttfneo, Cl) y por tanto 
el trabajo realizado por la fuerza en el punto es cero. Dicho de otra 
manera, el punto no se desplaza en la direccidn de la fuerza duran¬ 
te este instante. Como F> se pone en contacto con puntos sucesivos 
durante sdlo un instante, el trabajo de f}serd cero. 


*E1 trabajo realizado por una fuerza de frioddn cuando el cuerpo se desliza se analizd 
en la seccidn 143. 


Fig. 18-8 


W 



Fig. 18-9 
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CaP[TULO 18 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RlGIDO: TRABAJO ¥ ENERGlA 



(a) 



Trasladfin 

(b) 


18 


ds » Ml„o de 

2 /f 


18.3 Trabajo de un momento de par 

Considere el cuerpo de la figura 18-lQa.et cuai se somete a un momento 
de par M = Fr. Si el cuerpo experiment a un desplazamiento diferendal, 
entonces el trabajo realizado por las fuerzas del par se puede determi- 
nar si se considers el desplazamiento como la suma de una trasladdn 
distinta mis notacidn. Cuando el cuerpo se traslada, el trabajo de cad a 
fuerza to realiza sdlo el eomponente de desplazamiento a to targo de la 
Bnea de accibn de las fuerzas ds t , figura 18-106. Es obvio que el trabajo 
“positivo” de una fuerza anulael trabajo “negativo” de Ea otra. Cuan¬ 
do el cuerpo experimenta una rotacibn diferencial de aliededor del 
punto arbitrario O, figura 18-10c, entonces cada fuerza experiments 
un desplazamiento ds 6 = (r/2)d$ en la direccidn de la fuerza. Por con- 
sguiente, el trabajo total realizado es 


dU M = p{^dej + 


= M de 


{Fr) d6 


El trabajo es positivo cuando M y d& tienen el mismo sentido de direc- 
don y negativo si estos vectores estin en el sentido opuesto. 

Cuando el cuerpo gira en el piano a travbs de un ingulo finito $ 
medido en radianes, desde dj hasta 9 lt el trabajo de un momento de 
par es por consiguiente 


U M = 



(18-12) 


S el momento de par Mtiene una magnitud constante, entonces 


Rotation 

(O 


Um = M{0 2 - e t ) 


Fig. 18-10 


(18-13) 
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EJEMPLO 18.1 


La barra que se muestra en ta figura 18-11« tiene una masa de 10 kg 
y se somete a un momento de par M = 50 N ■ m y a una fuerza P = 
80 N, la cual siempre se aplka perpendicular al extremo de la barra. 
Ademfis, la longitud no alargada del resorte es de 0.5 m y permanece 
en la posickim vertical debido a la gufa de rodiQo en B. Determine el 
trabajo total realizado por todas las fuerzas que actiian en la barra 
cuando gira hacia abajo desde 0=0° hasta 9 = 90°. 


SOLUClON 

Primero se traza el diagrama de cueipo iibre con todas las fuerzas 
que actiian en el cuerpo, figura 18-116. 



= 30N/m 


1.75 m 


Peso W. Como el peso 10(9.81 )N = 98.1 N se desplaza hacia 
abajo 1.5 m, el trabajo es 


U w = 98.1 N(1.5 m) = 147.2 J 
iPor qud el trabajo es positivo? 

Momento de par M. El momento de par gira a travds de un 
singulo 9 = tt/2 rad. Por tanto, 

U M = 50N-m(ir/2) = 78.5 J 

Fuerza de resorte F a . Cuando 9 = 0° el resorte se alarga (0.75 m 
- 0.5 m) = 0.25 m y cuando 9 = 90°, el alargamiento es (2 m + 
0.75 m) - 0.5 m = 2.25 m. Por tanto, 



1 %. 18-11 


U, = -[i(30 N/m)(2.25 m) 2 - {(20 N/m)(0.25 m) 2 ] = -75.0 J 

Por inspection,el resorte realiza trabajo negativo en Ea barra puesto 
que Fs actua en la direction opuesta ai desplazamiento. Esto con- 
cuerda con el resultado. 


Fuerza P. A medida que la barra desciende, la fuerza se desplaza 
una distantia de (ir/2)(3 m) = 4.712 m. El trabajo es positive. ^Por 
qud? 

Up = 80 N (4,712 m) = 377-0 J 


Reacclones en el pasador, Las fuerzas A, y A y no reaiizan tra¬ 
bajo puesto que no se desplazan. 

Trabajo total. El trabajo de todas las fuerzas cuando la barra se 
desplaza es por tanto 

U = 147.2 J + 78.5 J - 75.0 J + 377-0 J = 528 J Resp. 
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18.4 Principio de trabajo y energia 

Apticar el principio de trabajo y energia desarrollado en la seccidn 14.2 
a cada una de las partfculas de un cuerpo rfgido y con la suma algebraica 
de los resultados, puesto que la energfa es un escalar, el principio de 
trabajo y energia para un cuerpo rigido results 


7j + 2 — T-j 


(18-14) 


Esta ecuacidn estabtece que la energia cinetica inidal de traslacidn 
y rot acid n del cuerpo, mis el trabajo realizado por todas las fuerzas 
esternas y momentos de par que actflan en el cuerpo a medida que se 
mueve desde su posiddn inicial hasta su posicidn final, es igual a su 
energia cindtica final de traslacidn y rotacidn. Observe que et trabajo de 
\as fuerzas infernos del cuerpo no tiene que considerarse. Estas fuerzas 
actuan en pares colineales iguales pero opuestos, de modo que cuando 
d cuerpo se mueve, el trabajo de una fuerza anula el de su contraparte. 
Ademas, como el cuerpo es rfgido, entre estas fuerzas no hay movi- 
mento relativo, de modo que no se realiza trabajo interno. 

Cuando vaiios cueipos n'gidos estdn conectados por pasadores, o por 
cables inextensibles o engranados unos con otros, puede apiicarse la 
ecuacidn 18-14 a todo el sistema de cuerpos conectados. En todos estos 
casos las fuerzas intemas,que mantienen los diversos miembros juntos, 
no reafizan trabajo y por consiguiente se eliminan del an£bsts. 



El trabajo del par de torsion o momento, desa- 
rroll ado por los engranes mot rices de los motores 
se transforma en energia cinelica de rotation del 
tambor. 
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Procedimiento para el anatisis 


El principio de trabajo y energia se utiliza paia resolver problem as 
rineticos que implican velocidad, juerza y desplazamiento, puesto 
que estos tdrminos intervienen on la formulacibn. Para su aplica- 
dbn, se sugiere el siguiente procedimiento. 

Energia cinetica (diagramas cinematicos). 

• La energia cinbtica de un cnerpo se compone de dos partes. La 
energia cindtica de traslacibn se refiere a la velocidad del cen- 
tro de masa, T = \mv% y la energia cindtica de rotacibn se 
determine por el momento de inercia del cuerpo eon respecto al 
oentro de masa, T = | I G a?. En el caso especial de rot acid n 
airededor de un eje fijo (o rotacibn alrededor del Cl), estas 
dos eneigias cinbticas se combinan y pueden expresarse oomo 
T = \l(/d 1 , donde I Q es el momento de inercia con respecto 
al eje de rotacibn. 

• Los diagramas cinematicos de velocidad pueden ser utiles para 
determinar it c yuopara establecer una relation entre v G ya.* 

Trabajo {diagrama de cuerpo libre). 

• Trace un diagrama de cuerpo libre del cuerpo cuando se encuen- 
tra en un punto intermedio a lo largo de la trayectoria que inciu- 
ya todas las fuerzas y moment os de par que realizan trabajo en 
el cuerpo cuando se desplaza a lo largo de la trayectoria. 

• Una fcierza realiza trabajo cuando se desplaza en su direccibn. 

• Las fuerzas que son funciones de desplazamiento deben inte¬ 
grate para obtener el trabajo. Gr4ficamente,el trabajo es igual 
al £rea bajo la curva de fueiza-desplazamiento. 

• El trabajo de un peso es el producto de su magnitud y el des- 
piazamiento vertical, U w - IVy. Es positivo cuando el peso se 
mueve hacia abajo. 

• El trabajo de un resorte es de la forma U„ = \ks 2 ,donde fees la 
tigidez del resorte y s es su alargamiento o compresidn. 

• El trabajo de un par es el producto del momento de par por el 
Angulo en radianes a travbs de los que gira, U M = M9. 

• Como se requiere la adition algebmica de los tbrminos de tra- 
hajo, es importante especificar el signo apropiado de cada tbr- 
mino. Esperificamente, el trabajo es positivo cuando la fuerza 
(momento de par) aettia en la misma direction que su despla¬ 
zamiento (rotacibn); de lo contrario es negative. 

Principio de trabajo y energia. 

• Aplique el principio de trabajo y energia, T t + = T 2 , 

Como feta es unaecuacidnescalar.puede utilizarse paradetermi- 
nar sdlo una inedgnita cuando se aplica a un solo cuerpo rfgido. 

*Un breve repaso de las secciones 16.5 a 16.7 puede ser Util cuando se resuel- 
ven pmblemas, puesto que los cAlculos de energia cinetica requieren un an Alisis 
dnemAtico de la velocidad. 


18 
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Cap[tulo 18 Cine-tic a plana de un cuerpo rIgido: trabajo y energIa 


EJEMPLO 18.2 


El disco do 30 kg que se ilustra on la figura 18-12« esta soporta- 
do por u ei pasador que pasa per su centro. Determine el ntimero 
de revoluciones que debe realizar para que afcance una velocidad 
angular de 20 rad/s a par dr del punto de reposo. En 61 aettia una 
feierza constante F = 10 N, aplicada a una cuerda enroBada alre- 
dedor de su periferia y un momento de par constante M = 5 N ■ m. 
Ignore la masa de la cuerda en el cilculo. 



M = 5 N ■ m 


soluciOn 

EnergIa cinetica. Como el disco gira alrededor de un eje fijo, e 
iiicialmente estd en reposo, entonces 

7i = 0 

T 2 = \lo4 = I[|<30 kg)(0.2 m) 2 ](20rad/s) 2 = 120 J 


2943 N 



F= ION 
(b) 

Fig. 18-12 


Trabajo (dlagramade cuerpo libre). Como se muestraen la figu¬ 
re 18-126, las reacdones en los pasadores O* y O v y el peso (294.3 
N) no realizan trabajo, puesto que no se desplazan. El momento de 
par , de magnitud constante reaiiza trabajo positivo f/ju = MO ya 
que el disco gira un dngulo de 0 rad en el sentido de las maneciDas 
del reloj y la juerza constante Freaiiza trabajo positivo U Fc = Fs ya 
que la cuerda desciende s = Or = 6»(0.2 m). 

Principio de trabajo y energIa. 


{Tx} + = {T 2 } 


{Ti} + {MO + Fs} = {T 2 } 

{0} + {(5N-m)fl+ (10N)6(0.2m)} = (120 J) 

6 = 17.14 rad = 17.14 rad( 1 — ) = 2.73 rev Resp. 

\2ir rad/ 
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EJEMPLO 18.3 


La rueda mostrada en la figura 18-13o pesa 40 lb y su radio de giro 
es kG = 0.6 pie con respecto a su centro de masa G. Si se somete a 
un momento de par en el sentido de las manecillas del reloj de 15 
lb -pie y rueda desde ei punto de reposo sin deslizarse, determine su 
veioddad angular despu6s de que su centro G se mueve 0.5 pie. La 
rigidez del resorte es k = 10 lb/pie e inicialmente no e$t£ alargado 
cuando se aplica el momento de par. 



SOLUClON 

Energia cinetka (diagrams cine mat ico). Como en principio la 

rueda est£ en reposo. 


T x = 0 

El diagrama cinemitko de la rueda cuando estfi en su poskidn final 
se muestra en la figura 18-136. La energfa cindtica final se determi- 
na por 


^2 - i^c/^4 


ir 40 lb f 401b 

= - ———;—(0.6 pief + ———;——=■ (0.8 pie) 
21.32.2 pies/s 2 \32.2pies/s 2 / 


T 2 = 0.6211 6) l 


(a) 



Trabajo (diagrama da cuarpo libra). Como se muestra en la 
figura 18-13c, sdlo la fuerza del resorte F, y el momento de par rea- 
lizan trabajo. La fuerza normal no se desplaza a lo largo de su h'nea 
de acci6n y la fuerza de friccidn no realiza trabajo, puesto que la 
rueda no se desiiza cuando rueda. 

El trabajo de F, se determine con U s = -fks 2 . En este caso el 
trabajo es negative puesto que F s actda en la direcckm opuesta 
al desplazamiento. Como la rueda no se desiiza cuando el centro G 
se mueve 0.5 pie, entonces la rueda gira B = sc/rc/ct = 0.5 pie/0.8 
pie = 0.625 rad, figura 18-136. Por tamo, el resorte se alarga 1 = 
9r Aja = (0.625 rad)(1.6 pies) = 1 pie. 

Principio de trabajo y energla. 


{T t } + {W^ 2 } 
{Ti} + {MB- \ks 2 } 

{0} + |l5 lb ■ pie (0.625 rad) - j (10 Ib/pie) (1 pie) 2 J 

d >2 = 2.65 rad/s ^ 


{Ti} 

{Ti} 

(0.6211 4 pie - lb} 

Resp. 
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18 


EJEMPLO 18.4 



El tubo de 700 kg cuelga por igual de los dos dienies del monta- 
cargas qtie se muestra en ta fotograffa. Experimenta un movimiento 
de osdladdn de modo que cuando 9 = 30° esti mome nt&neamente 
en reposo. Determine las fuerzas normal y de fricddn que act dan en 
cada uno de los dientes necesarias para sostener el tubo cuando 
9 = 0°. Las medidones del tubo y dientes se muestran en Ea figura 
18-14«. Ignore fa masa de los dientes y el espesor del tubo. 



(a) 


Kg. 18-14 


soluciOn 

Debemos utilizer las ecuaciones de movimiento para determinar 
las fuerzas en los dientes ya que estas fuerzas no realizan trabajo. 
Antes de hacerto, sin embargo, apliearemos el principio de traba¬ 
jo y energia para determinar la velocidad angular del tubo cuando 
9 = 0°. 

Energia cinetica (diagrama cinematico). Como el tubo est£ en 
un prindpio en reposo, entonces 

7j = 0 

La energia cindtica final se calcula con respecto al punto fijo O o al 
centro de masa G. Para el cSIculo consider are mos que el tubo es un 
aniUo detgado de modo que I G = mr 2 . Si se considera el punto G, 
tenemos 

T 2 = km(VG)l + \hi<A 

= |(7C)0 kg)[(0.4 m)raj 2 + ’[700 kg(0.15 m) 2 ]4 

= 63.8754 

Si se considera el punto O entonces debe utifizarse el teorema de 
bs ejes paraielos para determinar 1 0 . Por tanto, 

T 2 = ‘/o4 = £[700 kg(0.15 m) 2 + 700 kg(0.4 m) 2 ]4 
= 63.8754 
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Trabajo (diagrams da cuerpo libra). Figura 18-146. Las fuerzas 
normal y do fricddn no realizan trabajo en los dientes puesto quo 
no se mueven cuando el tubo oscila. El peso reatiza trabajo positivo 
puesto que desdende una distanda vertical Ay = 0.4 m - 0.4 cos 
30°m = 0.05359 m. 

Principio da trabajo y anargia. 

Pi} + {St/ X _ 2 } = {T 2 } 

{0} + {700(9.81) N(0.05359m)} = {63.875^} 

oh = 2.400 rad/s 

Ecuaciones da movlmiento. AE lecurrir a los diagramas de cuer- 
po libre y cinOtico mostrados en la figura 18-14c y utilizar el resul- 
tado de 0 ) 2 , tenemos 

^ S/v = m{a G )t\ Ft = (700 kg)( flG ), 

+ T SF„ = m(a G )„; Mr ~ 700(9.81) N = (700 kg)(2.400 rad/s) 2 (0.4 m) 
C +SM 0 = Ioa; 0 = [(700 kg)(0.15 m) 2 + (700 kg)(0.4 m) 2 ja 

Como («g)( = (0.4 m)a,entonces 


« = 0 , (a G ), = 0 

F t = 0 

N? = 8.480 kN 



Se utiiizan dos dientes para soportar la carga, por consiguiente. 


F' t = 0 


Resp. 



Resp. 


NOTA: deb id o al movimiento de oscilacidn, los dientes se someten 
a una fuerza normal mayor que ia que se generaria si la caiga estu- 
viera estitica,en cuyo caso N't = 700(9.81) N/2 = 3.43 kN. 




Fig. 18-14 
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EJEMPLO 18.5 


i 5 = 50N 



B 


(a) 



(b) 



(04 cos 45°) m 


B 

- (0£ sen 45°} m ■ 
Ns 

(c) 

Fig. 18-15 


La barra de 10 kg que se muestra en la figura 18-15a estfi restringida de 
modo que sus extremos se mueven a to largo de las ranuras. La barra 
inidalmente estfien reposocuando 9 = 0°. Si en el bloque corredizo B 
actua una fuerza horizontal P = 50 N, determine la velocidad angular 
de la barra cuando 9 = 45°. Ignore la mas a de los bioques A y B. 

SOLUClON 

t,Por qub puede utilizarse el prindpio de trabajo y energia para 
resolver este problems? 

Energia cinetica (diagramas cinematkos). En la figura 18-15£ 
se muestran dos diagramas cinemfiticos de la barra, cuando estfi 
en la posidbn inidal 1 y en la posidbn final 2. Cuando la barra estfi en 
la posiddn l, Zj = 0 puesto que (v G )i = ta t = 0. En la poskibn 2, la 
velocidad angular es n^y la veloddad del centre de masa es (v G ^- 
Por tanto, la energia cinbtica es 

72 = \m(va)2 + \lcp%. 

= |{10 kg)(tfe)5 + 1[^<10 kg) (0.8 m) 2 ]4 

= 5(%)1 + 0.2667(<U2) 2 

Las dos incognitas (voh y ^ pueden relackmarse con base en 
d centre instantfineo de velocidad cere de la barra, figura 18-150. 
Se ve que a medida que A desdende a una velocidad (r„) 2 , B se 
mueve horizontalmente a la izquierda a una velocidad (yah- Al 
conocer estas direcciones, el Cl se encuentra como se muestra en la 
figura. Por tanto, 

(tte )2 = r c/ci <1} 2 = (0.4 tan 45° m)<u 2 
= 0 - 4 i 6 i> 2 . 

En consecuencia, 

T 2 = Q.8<4 + 0.2667 al = 1.0667*4 
Desde luego, tambibn podemos determinar este resultado con 

^2 = 2 I C} <a 2- 

Trabajo (dlagrama da cuarpo libra). Figura 18-15c. Las fuerzas 
normaies N* y N e no realizan trabajo cuando la barra se desplaza. 
^Por qub? El peso de 98.1 N se desplaza una distancia vertical de 
Ay = (0.4 - 0.4 cos 45°) m; mientras que la fuerza de 50 N recorre 
una distancia horizontal de s = (0.8 sen 45°) m. Estas dos fuerzas 
realizan trabajo positive. ^Por qub? 

Principle de trabajo y energia. 

Pi} + {Sf/i- 2 } = {72} 

Pi} + {^Ay + P 5 } = {T 2 } 

{0} + {98.1 N(0.4 m - 0.4 cos 45° m) + 50 N(0.8 sen 45° m)} 


Si resolvemos ui^obtenemos 

o >2 - 6.11 rad/s? 


= {1.0667*4 J} 


Resp* 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F18-L La rueda de 80 kg tiene un radio de giro con res- 
pecto al centro de masa O de ko = 400 mm. Determine su 
velocidad angular despu£s de que ha realizado 20 revolu- 
dones a partir del punto de reposo. 


P = 5QN 



F18-1 

F18-2* La barra delgada uniforme de 50 lb se somete a 
un momento de par M = 100 lb * pie. Si la barra est$ en 
teposo cuando 6 = 0° s determine su velocidad angular 
cuando 6 = 90°, 



FI8-3* La barra delgada uniforme de 50 kg esen repo¬ 
so en la posicidn que se muestra cuando se aplica una 
fuerza P = 600 N„ Determine su velocidad angular cuando 
aicanza la position vertical. 



FIS-4. La rueda de 50 kg se somete a una fuerza de 50 N. 
Si comienza a rodar desde el punto de reposo sin desli- 
zarse, determine su velocidad angular despu£s de que ha 
realizado 10 revoluciones. Su radio de giro con respecto a 
su centro de masa O es k Q = 0.3 m. 



p = 5 ON 


F18-4 


F18*5. Si la barra delgada uniforme de 30 kg comienza 
a rodar del reposo en la posicidn mostrada, determine su 
velocidad angular despu^s de que ha realizado 4 revolucio¬ 
nes. Las fuerzas permanecen perpendicularesa la barra. 


30 N 



F18*5 


FI8-6. La rueda de 20 kg tiene un radio de giro con res¬ 
pecto a su centro O de k Q = 300 mm. Cuando se somete 
a un momento de par M = 50 N *m, rueda sin deslizarse. 
Determine su velocidad angular despugs de que su centro 
O ha recorrido una distancia de $ Q = 20 m s a partir del 
teposo. 



FIS-3 


F18-6 
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PROBLEMAS 


•18-L En un instante dado el cuerpo de masa m dene 
una velocidad angular y La velocidad de su centro de 
masa as v G . Demuestre que su energia cin£dea puede ra- 
presentarse como T = donde I Ci es al momento 

de inercia del cuerpo calculado con respecto al eja instan- 
tineo da velocidad cero, Localizado a una distancia r G/CI 
dal cetitro da masa, como se muestra. 


18*3* Sa aplica una fuerza P = 20 N al cable, la cual hace 
que gire al carreta de 175 kg sin deslizarse sobre ios dos 
todiQos A y B del despachador. Determine la velocidad 
angular del carreta despu£s da que ha realizado dos revo- 
luciones a par dr del reposo. Ignore la masa dal cable. Cad a 
todUlo puada considerarse como un cilindro da 18 kg con 
radio de giro de 0,1 m. El radio de giro del carreta con res¬ 
pecto a su centro da masa es k G = 0.42 m. 




Pmk 18-1 


18 


18-2. La dobla polaa se compone de dos partes conecta- 
das entre si. Pesa 50 lb y dene un radio de giro con respecto 
a su centro de masa da k Q = 0.6 pie. Si gira con una veloci- 
dad angular da 20 rad/s en al senddo da las maneciUas del 
reloj, determine la energfa cin£dca del sistama. Suponga 
que ninguno de los cables sa desliza sobre la polaa. 


to = 20 rad /s 






--- 

^-400 mm— 


Prob. 18-3 


*18-4* El carreta da cable, originalmente an reposo, dene 
una masa de 200 kg y un radio de giro da k G = 325 mm. 
Si al carreta descansa sobre dos pequefios rodillos Ay B 
y sa aplica una fuerza horizontal constanta de P = 400 N 
al extremo dal cable, determine La velocidad angular dal 
carreta cuando sa ban desenroUado 8 m da cable. Ignore la 
friccidn, la masa de los rodillos y al cable desenroUado. 



Proh. 18-2 


Ffttb. 18*4 
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•IB-5* El pdndulo de la maquina de impacto Charpy 
dene una masa de 50 kg y un radio de giro de k A = 1-75 m. 
Si se suelta desde el punto de reposo cuando 6 = 0°, deter¬ 
mine su velocidad angular justo antes de que choque con 
la muestra 5,8 =90°. 



18-6. Gada uno de los dos remolcadores ejerce una fuer¬ 
za constante Fen el buque. Estas fuerzas siempre acttian 
perpendiculares a la Ifnea de centro del buque. Si la masa 
de dste es m y su radio de giro con respecto a su centro de 
masa G es k G , determine su velocidad angular despuds de 
que gire 90°. El buque originalmente estd en reposo. 


IB-7* El tambor tiene una masa de 50 kg y un radio de 
giro con respecto al pasador en O de k Q = 0.23 tn. A1 par tir 
del punto de reposo, se permite que el bloque E de 15 kg 
suspendido caiga 3 m sin aplicar el freno ACD. Determi¬ 
ne su rapidez en este instante. Si el coeficiente de friccidn 
dnetica en la balata C es jit* = 0,5, determine la fuerza P 
que debe aplicarse en la palanca del freno de mano, el cual 
detendrd el bloque despuds de que descend# 3 m. Ignore 
el espesor de la palanca. 

*18-8. El tambor tiene una masa de 50 kg y un radio de 
giro con respecto al pasador en O de k 0 = 0.23 tn. Si el 
bloque de 15 kg desciende a 3 m/s y se aplica una fuerza 
P = 100 N a la palanca de freno, determine qud tanto des¬ 
ciende el bloque a partir del instante en que se aplica el 
freno hasta que se detiene. Ignore el espesor de la palanca. 
El coeficiente de friccidn cindtica de la balata es = 0.5, 




•IB-9* El carrete pesa 150 lb y su radio de giro es k q = 
2.25 pies. Si se enrolla una cuerda alrededor de su ndcleo 
interno y el extremo se jala con una fuerza horizontal 
de P = 40 lb, determine su velocidad angular despuds de 
que el centro O ha recorrido 10 pies a la derecha. El carre¬ 
te cotnienza a moverse del reposo y no se desliza en A 
cuando rueda. Ignore la masa de la cuerda. 



18 


Froh* 18-6 


Pftib. 18-9 
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Cap [tu lo 18 C i Nine a p lama de u n cu er po r [gido: tr a s ajo y e nergLa 


18-10. Un hombre que pesa 180 Lb se sienta an una silla 
da La rueda da La fortuna, La cual, sin al hombre, pasa 
15 000 Lb y su radio de giro as k Q = 37 pies. Si se apli- 
ca un par da torsidn M = 80I10 3 ) Lb * pie con respecto a 
O , determine la veiocidad angular da La rueda despu^s de 
que gira 180°. Ignore el peso de Las sillas y observe qua al 
hombre permanece an position vertical a medida que 
gira la rueda. La rueda comienza a girar desde al pun to 
da reposo an la posicidn que se muestra. 



F*ob. 18‘10 

18-11. Un clavadista qua pesa 150 Lb se enconcha en al 
extra mo del trampolfn como sa muestra. En esta posicidn 
al radio de giro con respecto a su cantro de gravedad es 
= 1,2 pies. Mientras mantiane esta posicidn cuando 
61 = 0°, gira sobre La punta da su pies an A hasta qua piarda 
al contacto con al trampolin cuando 6=90°. Si permanece 
rfgido, determine aproximadamente cuAntos giros realiza 
antes de chocar con al agua despu^s da caar 30 pies. 



* 18-12. El carrata tiene una masa de 60 kg y un radio de 
giro k G = 0.3 m. Si se suelta dal reposo, determine quS 
lanto descienda su centro del piano liso antes da que al- 
cante una veiocidad angular de w = 6 rad/s. Ignore la fric- 
ddn y la masa de la cuerda la dial se enroll* alrededor del 
nticleo central. 

*18-13. Resualva al problema 18-12 si el coeficiente 
de friccidn cin^tica entra al carreta y al piano en A es 
/£* = 0.2. 



18-14. El carrete pesa 500 lb y su radio de giro es k G = 
1.75 pies. Sa aplica una fuerza horizontal P = 15 lb al cable 
enrollado alrededor da su nticleo intemo. Si al carrata ori- 
ginalmenta est3 an reposo, determine su veiocidad angular 
despu^s de que al cantro de masa G ha recorrido 6 pies a 
La izquierda. El carrete rueda sin deslizarse. Ignore la masa 
del cable. 



Prok 18-11 


Ptob. 18-14 
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18-15. Si el sistema comienza a mo verse a par dr del 
pun to de reposo, determine la velocidad de los cilindros 
de 20 kg AyB despu£s de que A ha descendido una dis¬ 
tance de 2 m La polea diferencialdene una masa de 15 kg 
oon un radio de giro con respecto a su centro de masa de 
ko = 100 mm. 


*18-17. La tapa de 6 kg de la caja se mandene en equi- 
librio por medio del resorte de torsidn cuando B = 60°. Si 
la tapa se fuerza para que se cierre, B = 0°, y entonces se 
suelta, determine su velocidad angular cuando se abre a 
B =45°. 



*18-16. Si el motor M ejerce una fuerza constante de P = 
300 N en el cable enrollado alrededor del borde exter- 
no del carrete, determine la velocidad del cilindro de 
50 kg despots de que ha recorrido una distancia de 2 m. 
Inicialmente el sistema est£ en reposo. El carre te dene 
una masa de 25 kg y el radio de giro con respecto a su cen¬ 
tro de masa A es k A = 125 mm. 




Prob. 18-17 


18-18. La rueda y el carrete adjunto denen un peso 
combinado de 50 lb y un radio de giro con respecto a 
su centro de k A = 6 pulg. Si la polea B montada en el 
motor se somete a un par de torsidn M = 40 (2 - e _aie ) 
lb ‘pie, donde & est£ en radianes, determine la velocidad 
del embalaje de 200 lb despu£s de que ha ascendido una 
distancia de 5 pies, a partir del punto de reposo. Ignore la 
masa de La polea B r 


18 


18-19* La rueda y el carrete adjunto denen un peso com¬ 
binado de 50 lb y un radio de giro con respecto a su cen¬ 
tro de = 6 pulg. Si la polea B montada en el motor se 
somete a un par de torsidn M = 50 lb * pie, determine la 
velocidad del embalaje de 200 lb despues de que la polea 
ha realizado 5 revoluciones. Ignore la masa de La polea. 



Fftih. 18-16 


IVobs. 18-18/19 
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Cap [tu lo 18 C i Nine a p lama de u n cu er po r [gido: tr a s ajo y e nergLa 


*18-20* La escalera de 30 lb se coloca contra La pared a 
on Angulo de 8 = 45° como se muestra. Si se suelta desde 
el pun to de reposo, determine su velocidad angular en el 
instante justo antes de 8 =Q Q . Ignore la friccidn y suponga 
que la escalera es una barra delgada uniforme. 


18-23, Si la cubeta de 50 lb se suelta desde el punto de 
teposo, determine su velocidad antes de que haya caido 
una distancia de 10 pies. El molinete A puede considerar- 
se como un cilindro de 30 lb, mientras que los rayos son 
barras delgadas, cada una con un peso de 2 Lb. Ignore el 
peso de la polea. 



Probu 18 20 


Spies— 



*18-21* Determine la velocidad angular de Las dos barras 
de 10 kg cuando 8 = 180° si se sueltan desde el punto de 
teposo en la posicidn 8 = 60 \ Ignore la friccidn. 

18-22* Determine la velocidad angular de Las dos barras 
de 10 kg cuando 8 = 90° si se sueltan desde el punto de 
teposo en la posicidn 8 = 60°. Ignore la friccidn. 


*18-24* Si La esquina A de La placa de 60 kg se somete a 
una fueraa vertical P = 500 N y la placa se suelta desde el 
punto de reposo cuando 8 = 0°, determine su velocidad 
angular cuando 8 = 45°. 




Prohs* 18-21/22 


Prob, 18-24 
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•18-25* El carrete dene una masa de 100 kg y un radio 
de giro de 400 mm con respecto a su centra de masa O. Si 
se suelta desde elpunto de reposo, determine su velocidad 
angular despuds de que su centre O desciende per el piano 
una distancia de 2 m. La superficie de contacto entre el 
carrete y el piano inclinado es lisa. 

18-26* El carrete dene una masa de 100 kg y un radio de 
giro de 400 mm con respecto a su centra de masa O. Si se 
suelta desde el pun to de repose, determine su velocidad 
angular despuds de que su centra O desciende per el piano 
una distancia de 2 m. El coefieiente de friccidn cinedca 
entre el carrete y el piano inclinado es ju* = 0.15, 



IS-27* La puerta uniforme dene una masa de 20 kg 
y puede considerarse como una placa delgada con las 
dimemiones que se indican. Siesta conectada a un resorte 
de torsidn en A , cuya rigidez es k = 80 N * m/rad, cuan- 
do se cierra en Q = 0°, despuds de que se abre cuando 
Q = 9Q° y se suelta desde el punto de reposo, determine el 
giro inicial reladvo del resorte en radianes de modo que 
la puerta tenga una velocidad inicial angular de 12 rad/s. 
Sttgerencia:par& un resorte de torsidn, M = A0,donde it es 
b rigidez y 8 el dngulo de torsidn. 



* 18-28. El cilindro A de 50 lb va en desce nso a una rapidez 
de 20 pies/s cuando se aplica el freno. Si la rue da B debe 
detenerse despuds de haber tealizado 5 revoluciones, deter¬ 
mine la fuerza constante P que debe aplicarse a la palanca 
de freno. El coefieiente de friccidn cinetica entre la balata 
C y la rueda es fi k = 0.5. El peso de la rueda es de 25 lb 
y el radio de giro con respecto a su centra de masa es k = 
0.6 pie. 

•18-29* Cuando se aplica una fuerza P = 30 lb a la palan¬ 
ca de freno, el cilindro A de 50 lb va en descenso a una 
rapidez de 20 pies/s. Determine el ndmero de revolucio¬ 
nes que la rueda B realizard antes de detenerla. El coefi¬ 
eiente de friccidn cindtica entre la balata C y la rueda es 
= 0.5, El peso de la rueda es de 25 lb y el radio de giro 
con respecto a su centra de masa es k = 0.6 pie. 


0375 pie 



Pro bs* 18-28/29 


18-30* El bloque de 100 lb es transportado una corta dis¬ 
tancia par medio de dos radillos ciMndricos, cada uno de 
35 lb de peso. Si se aplica una fuerza horizontal P = 25 lb 
al bloque, determine su rapidez despuds de que se ha des- 
plazado 2 pies a la izquierda. Originalmente el bloque est£ 
en reposo. No hay deslizamiento. 


1 5 pies' 


2T 15 pieiy^ 3 - 


P = 25 lb 


Prob* 18-27 


Pruli* 18-30 
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18-31* La viga que pesa 150 lb esii sostenida por dos 
cables. Si el cable se corta en el extreme B de tnodo que 
b viga se suelta desde el punto de reposo cuando B = 30°, 
determine la rapidez a la cual el extreme A choca con la 
pared. Ignore la friccidn en B . 



*18-32* El ensamble se compone de dos barras delgadas 
de 15 lb y un disco de 20 lb. Si el resorte no est3 alargado 
cuando & = 45° y el ensamble se suelta desde el punto de 
teposo enesta posicidn, determine la velocidad angular de la 
barra AB cuando B = 0°. El disco rueda sin deslizarse. 


18-33* La viga pesa 1500 lb y sera levantada hasta una 
posicidn vertical mediante un jaldn muy Lento desde su 
extreme inferior A. Si la cuerda se rompe cuando B = 60° y 
b viga de hecho est£ en reposo, determine la velocidad de 
A cuando la cuerda BC llegue a su posicidn vertical. Ignore 
b friccidn, la masa de las cuerdas y trate la viga como una 
barra delgada. 



Proh. 18-33 


18-34. La barra delgada uniforme de masa m y longitud L 
se somete a una carga distribuida uniforme la cual siem- 
pre aettia de manera perpendicular al eje de La barra. Si dsta 
se suelta del punto de reposo desde la posicidn que se mues- 
(ra, determine su velocidad angular en el imtante en que ha 
girado 90°. Resuelva el problema de rotacidn en (a) el piano 
horizontal y (b) el piano vertical. 




Prob* 18-32 


Ptnli. 18*34 
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18.5 Conservation de la energia 

Giando tin sistema de fuerzas que actfia en tin cuerpo rfgido se compo- 
ne de $6lo fuerzas conservadoras,ptiede utilizarse el teorema de la con- 
servacidn de la energi'a para resolver tin problema qne de lo contrario se 
resolverfa con el prindpio de trabajo y energfa. Este teorema stieie ser 
mds ficil de aplicar puesto qtie el trabajo de una fuerza conservadora es 
independiente de la trayectoria y depende sdlo de las posiciones inidal 
y final del cuerpo. En la seccidn 14.5 se demostrd qtie el trabajo de una 
fuerza conservadora puede expresarse como la diferenda de la energfa 
potencial del cuerpo medida con respecto a una referenda o tin piano 
de referenda selecdonados. 


V s = + Wy a 



V s =-Wy a 



-ya 

L 


T 

+ yo 


Energla potential gravitational 


Fig* 18 16 


Energfa potencial gravitacional. Como el peso total de un 
cuerpo puede considerarse como conoentrado en su centro de gra- 
vedad, su energla potencial gravitacional se determina al conocer la 
altura de su centro de gravedad sobre o bajo un piano de referenda 
horizontal. 


V g = Wyc 


(18-15) 


En este caso la energfa potencial es positiva cuando yGes positiva hacia 
arriba, puesto que el peso tiene la capacidad de realizar trabajo positiva 
cuando el cuerpo regresa al piano de referenda.figura 18-16. Asimismo, 
si G estd bajo el piano de referenda (-^g), la energfa potencial gravi¬ 
tacional es negativa, puesto que el peso realiza trabajo negativo cuando 
el cuerpo vuelve al piano de referenda. 


Energfa potencial elastica. La fuerza desarrollada por un 
resorte eldstico tambidn es una fuerza conservadora. La energla poten¬ 
cial elastica que un resorte imparte a un cuerpo conectado cuando el 
resorte se alarga o oomprime desde una posicidn no deformada (s = 0) 
hasta una posicidn final s,figura 18-17, es 


K = +kte 2 



En la posicidn deformada, la fuerza del resorte que actda en el cuerpo 
siempre tiene la capacidad de realizar trabajo positivo cuando el resorte 
regresa a su posickfm no deformada original (vea la seccidn 14.5). 


Energfa potencial elastica 
Fig. 18-17 


Plano 
de refe¬ 
renda 
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CaP[TULO 18 ClNiTICA PLANA DE UN CUERPO RlGIDO: TRABAJO ¥ ENERG[A 


Conservation de la energfa. En general, si un cuerpo se 
so mete tanto a fuerzas gravitacionales como eMsticas, la energfa poten¬ 
tial total puede expresaree como una funcidn potencial representada 
como la suma algebraica 


v-v g +v. 


(18-17) 


Aquf la medicidn de V depende de la ubicacidn del cuerpo con respecto 
a un piano de referenda seleccionado. 

Como el trabajo de fuerzas conservadoras puede escribirse como una 
dtferencia de sus energfas potentiates, es decir, (Sf/^)®™ = V l - V 2 , 
ecuacidn 14-16, podemos reescribir el prindpio de trabajo y energfa 
para un cuerpo rigido como 


7l + Vi + (Sf/i-jJnooons = T 2 + V 2 (18-18) 


En este caso (Sf/^j)^ mns represents el trabajo de las fuerzas no con¬ 
servadoras, como la friccidn. Si este termino es cero, entonces 


T l + V t =T 1 + V 2 


(18-19) 



Los resortes de la parte superior de la 
puerta de la cochera se enrollan c uando 
la puerta baja. Cuando la puerta sube, la 
energfa potencial almacenada en los 
resortes se transforma entonces en ener¬ 
gfa potencial gravitacional del peso de 
la puerta, lo que fadlita su apertura. 


Esta ecuacidn se conoce como energfa mecdtica de conservaddn. Es- 
tablece que la suma de las energfas potencial y dndtica del cuerpo 
permanece constante cuando el cuerpo se mueve de una posicidn a otra. 
Tambidn es vglida para un sistema de cuerpos rigidos lisos conecta- 
dos por pasador, fibres de friccidn, cuerpos conectados por cuerdas 
mextensibles y cuerpos acoplados con otros cuerpos. En todos estos 
easos, las fuerzas que acttian en los puntos de contacto se diminan del 
anilisis, puesto que ocurren en pares colineales iguales pero opuestos 
y cada par de fuerzas se recorre una distanda igual cuando el sistema 
se desplaza. 

Es importsnte recordar que solamente los problemas que imptican 
sstemas de fuerzas conservadoras pueden resoiveise con la ecu acid n 
18-19. Como se planted en la seccidn 14.5, las fuerzas de friccidn u 
otras fuerzas resistentes al avance, las cuaies dependen de la vetoddad 
o aceleraddn, son no conservadoras. El trabajo de fuerzas como 6sas 
se transforma en energfa tdrmica utilizada para calentar las superfi- 
des de contacto, y por consiguiente esta energfa se disipa en el medio 
drcundante y no puede recuperarse. Por consiguiente, los problemas 
que implican fuerzas de friccidn se resuelven ya sea por el principio de 
trabajo y energfa de fa forma de la ecuacidn 18-18, si es pertinente, o 
por las ecuaciones de movimiento. 
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Procedimiento para el analisis 


La ecuacidn de conservaridn de la energfa se uoliza para resolver 
problemas que implican velocidad, despbzamiento y sistemas de 
fuerzas conservadoras. Para su aplicacrdn se sugiere el siguiente 
procedi mien to. 

Energia potencial. 

• Trace dos diagramas que muestren el cuerpo localizado en $us 
posiciones inicial y final a k> largo de la trayectoria. 

• Si el centro de gravedad, G, se somete a un desplazamiento 
vertical, establezca un piano de referenda horizontal fijo con 
respecto al cual se medirsi la energfa potencial gravitadonal del 
cuerpo V g . 

• Los datos de e lev add n y G del centro de gravedad del cuerpo 
con respecto al piano de referenda y de la extension o compre- 
sidn de cualquier resorte de conexidn pueden determinarse con 
la geometrfa del problema y anotaree en los dos diagramas. 

• La energfa potencial se deter min a con V = V g + V e . Donde 
V g = Wy G , la cual puede ser positiva o negativa y V e = \ks 2 , la 
oral siempre es positiva. 


Energfa cinetica. 

• La energfa cindtica del cuerpo se compone de dos partes, es 
decir, energfa dndtica de traslacidn, T = \wiVq y energfa cind- 
tica de rotacidn, T = \l G a?. 

• Los diagramas cinemiticos de velocidad pueden ser tidies para 
establecer una reladdn entre v G y n». 

Conservation do la energfa. 

• Aplique la ecu add n de conservacidn de la energfa Tj + V t = 
Ti + Vj. 
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Cap[tulo 18 Cine-tic a plana de un cuerpo rIgido: trabajo y energIa 


EJEMPLO 18.6 



La barra AB de 10 kg que se muestra en la figura 18-18aesta restrin- 
gda de modo que sus extremes se mueven eu las ranuras horizontal 
y vertical. La rigidez del resorte es k = 800 N/m y no est& afargado 
cuando B = 0°. Determine la veforidad angular de AB cuando B = 0°, 
a la barra se suelta desde el punto de reposo cuando B = 30°. Ignore 
la masa de los bloques corredizos. 

SOLUClGN 


fa) 



yi = (02 sen 


98.1 N 


Energia potencial. Los dos diagramas de la barra en sus posi- 
dones inicial y final, se muestran en la figura 18-186. El piano de 
referenda, utilizado para medir la energia potencial gravitacional, 
se coloca en linea con la barra cuando B = 0°. 

Cuando la barra es& en la posiddn 1, el centro de gravedad G 
estfl debajo del piano de referenda y por tanto SU energia potendal 
gravitacional es negativa. Ademis, en el resorte se almacena ener- 
gta potencial eldstica (positive), puesto que se alarga una distancia 
si = (0.4 sen 30°)m. Por tanto, 

Plano de 

referenda ^ =~Wy\ + \ks[ 

r, = (0.4 sen 30 °) m = - (98.1 N)(0.2 sen 30° m) + |(800 N/m) (0.4 sen 30° m ) 2 = 6.19 J 

’ Cuando la barra est& en la posicidn 2 , su energia potencial es cero, 

puesto que el centro de gravedad Gestd en el piano de referenda y 
d resorte no est4 alargado, s 2 = 0. Por consiguiente. 



'98.1 N 



* 2=0 v z = Q 

Energia cinetica. La barra se suelta del punto de reposo desde la 
posicidn 1 , por tanto (vg)i = *>i ■ 0,y entonces 


© 


7i = 0 


En la posicidn 2, la veloddad angular es &»2 y el centro de masa de la 
barra tiene una veloddad de (v G ) 2 . Por consiguiente, 


T 2 - 2 m(%)| + 

= i(10kg)(n G )| + j[^(10 kg) (0.4 m) 2 ]*4 


( v Gh 



Fig. 18-18 


Con dnemdtica, (v G ) 2 puede relacionarse con *»2 como se muestra 
en la figura 18-18c. En el instante considerado, el centro instanti- 
neo de veloddad cero (Cl) de la barra estd en el punto A-, de ahi 
que (v G ) 2 = (r G / G /)*>i = (0.2 m}*^. Si sustituimos en la expresion 
anterior y simplificamos (o utilizamos |/ C ;<ui),obtenemos 

T 2 = 0.2667*4 

Conservacion de la energia. 

{Ti} + {Vi} = {T 2 } + {V 2 } 

{0} + (6.19 J} = {0.2667*4} + {0} 

<o 2 = 4.82 rad/s!) Reap. 
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EJEMPLO 18.7 


La rueda mostrada en ta figura 18-19a pesa 30 lb y su radio do giro 
es k a = 0.6 pie. Est a conectada a un resorte do rigidez k = 2 lb/pie 
y longitud no aiargada de 1 pie. Si el disco se sueita desde el ptimo 
de reposo en ia posickin que se muestra y rueda sin deslizarse, de¬ 
termine su velocidad angular en el instante en que G se mueve 
3 pies a la izquierda. 

SOLUClGlM 

Energia pot eric I at. En la figura 18-1% se muestran dos diagra- 
mas de ia rueda, cuando esta en las posiciones initial y final. En 
este caso no se requiere un piano de referencia gravitational puesto 
que el peso no se despiaza verticalmente. Segun ta geometria del 
problems el resorte esta aiargado $x = (V3 2 + 4 2 - l) = 4pies 
pies en la posicion initial y s 2 = (4 -1) = 3 pies en ta posicidn final. 
Por consiguiente, 



Vi = \ksi = |(2 lb/pie)(4pies ) 2 = 16 J 
V 2 = ] 2 k£ = \{2 lb/pie)(3pies ) 2 = 9 J 


Energia cinetica, El disco se sueita desde el punto de reposo y 
por tanto (v(j)j ={►,<•»! = 0. Por consiguiente, 

Ti = 0 

Como el centio instantfineo de velocidad cero esta en el suelo, figu¬ 
re 18-19c, tenemos 


Tt = 2 ?C!<& 


= — 30 tb )( 0 . 6 pie ) 2 + f — 30113 2 )(0.75pie) 2 W 

2 L\32.2 pies/s 2 / \32.2 pies/s 2 / J 


pies/s 


= <142974 



© 0 

(b) 


Conservacion de la energia. 


{Ti} + {K X } = {T 2 } + {V 2 } 

{0} + {16 J} = {0.42974} + {9 J} 

6»2 = 4.04 rad/s !> Resp. 


NOTA: si el principio de trabajo y energia se utilizara para resolver 
este problems, entonces se tendrfa que determinar el trabajo del 
resorte por la consideracion tanto del cambio de magnitud como de 
direccidn de la fueiza del resorte. 


“2 



(0 

Fig. 18-19 
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EJEMPLO 18.8 



El disco homogdneo de 10 kg que se muestra en (a figura 18-20« 
estfi conectado a una barra AB uniforme de 5 kg. Si el ensamble 
se suelta desde el punto de reposo cuando 9 = 60°, determine la 
velocidad angular de ia barra cuando 9 = 0°. Suponga que el disco 
tried a sin deslizarse. Ignore la fnccidn a to largo de la gufa y ia masa 
del collarfn en B. 


SOLUClGN 


EnergIa potencial. En la figura 18-206 se muestran dos diagra- 
mas de la barra y el disco, cuando estdn en sus posiciones inicial y 
final. Por conveniencia el piano de referenda pasa por el punto A. 

CUando el sistema est£ en la posiddn 1, sdlo el peso de la barra 
tiene energfa potencial positiva. Por tanto, 


Vi = W r yi = (49.05 N)(0.3 sen 60° m) = 12.74 J 



jE’i = (03 sen 60°) m 



Cuando el sistema estd en la posicidn 2, tanto el peso de la barra 
como el peso del disco tienen energfa potencial cero. ^Porqu6? Por 
consiguiente, 

>2 = 0 

Energla cinetica. Como todo el sistema estfi en reposo en la posi¬ 
tion inicial, 

T t = 0 


En la posidOn final la barra tiene una veloddad angular (n> r ) 2 y 
su centro de masa tiene una velocidad (v G ) 2 , figura 18-20c. Como 
la barra estd totalmente extendida en esta posiddn, el disco estfi 
momentdneamente en reposo, y (*> rf ) 2 = 0 y (v^ = 0. Por lo que 
se refiere a la barra (vc!h puede relacionarse con (tu^con respec- 
to al centro instant£neo de velocidad cero, el cual se encuentra 
en el punto A, figura 18-20c. De modo que (v G ) 2 = r G/c/ (<y,) 2 o 
(ttch = 0.3(<w r )2. Por consiguiente. 



Fig. 18-20 


^2 “ 2 m r( V G)2 + 2 ^ 0(^)2 + 2 m d( V A)l + 2 


= |(5 kg)[(0.3 m)(^) 2 ] 2 + | 


12 


(5 kg) (0.6 m) 2 


(o) r )l + 0 + 0 


= 0.3{*v)! 


Conserv acton de la energla. 

m + m = m + w 

{0} + {12.74 J} = {0.3(^ft)i} + {0} 

(<u,.) 2 = 6.52 rad/s ^ Resp. 

NOTA: tambien podemos determinar la energfa cindtica final de la 
baira por medio de T 2 = 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F18-7* Si el disco de 30 kg se suelta desde el punto de 
repose cuando 8 = 0°, determine su velocidad angular 
cuando 8 =9Q°, 



F18*7 


F18-8. El carrete de 50 kg tiene un radio de giro con 
tespecto a su centra O de k Q = 300 mm. Si se suelta 
desde el punto de reposo, determine su velocidad angu¬ 
lar cuando su centro O ha descendido 6 m por el piano 
inclinado liso. 



FIS-8 

F18-9* La barra OA de 60 kg se suelta desde el punto 
de reposo cuando 8=0°. Determine su velocidad angular 
cuando 8 = 45 El resorte permanece vertical durante el 
movimiento y cuando 8= 0° no est3 alargado. 



FTS-10. La barra de 30 kg se suelta desde elpunto de repo¬ 
so cuando 8 = 0°. Determine su velocidad angular cuando 
8 =90°. Cuando 8 = 0° el resorte no esti alargado. 



ns-io 


F18-LL La barra de 30 kg se suelta desde el punto de repo¬ 
so cuando 8 = 45°. Determine su velocidad angular cuando 
8= 0°. Cuando 8 = 45° el resorte no est3 alargado. 



FIS-12* La barra de 20 kg se suelta desde el punto de 
repose cuando 8 = 0°. Determine su velocidad angular 
cuando 8 =90°. La longitud no alargada del resorte es de 
0.5 m. 



F18-9 


F18-12 
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PROBLEM AS 


18-35* Resuelva el problems 18-5 coo la ecuacido de con- 
servacidn de laeuergfa. 

*18-36* Resuelva el problem a 18-12 coo la ecuacido de 
conservacidn de la eoergfa. 

•18-37* Resuelva el problems 18-32 coo la ecuacido de con¬ 
servacidn de la energfa. 

18-38* Resuelva el problema 18-31 coo la ecuacido de 
cooservaeido de la eoergfa. 

18-39* Resuelva el problema 18-11 coo la ecuacido de con- 
servacido de La eoergfa. 

*18-40* Eo el instante que se muestra, la barra de 50 lb 
gira eo el seotido de las maoecillas del reloj a 2 rad/s. 
El resorte cooectado a su extremo siempre permaoece 
vertical debido a la gufa de rodillo C. Si la loogitud oo 
alargada del resorte es de 2 pies y su rigidez es k = 6 
Ib/pie, determine la velocidad angular de la barra eo el 
momento eo que ha girado 30° en el seotido de las mane- 
cillas del reloj. 

*1841* En el iostante que se muestra, la barra de 50 lb 
gira en el seotido de las maoecillas del reloj a 2 rad/s. El 
resorte cooectado a su extremo siempre permaoece verti¬ 
cal debido a la gufa de rodillo C. Si la loogitud oo alargada 
del resorte es de 2 pies y su rigidez es k = 12 Ib/pie, deter¬ 
mine el Angulo Q t medido coo respecto a La horizontal, 
hacia La cual la barra gira antes de que se deteoga momen¬ 
ta neamente. 


18-42* Una cadena cuya masa se ignora esti colga- 
da sobre La rueda deotada que tiene uoa masa de 2 kg y 
un radio de giro de k Q = 50 mm. Si el bloque A de 4 kg 
se suelta del puoto de reposo desde la posicido $ = 1 to, 
determine la velocidad angular de la rueda deotada cuan- 
do s = 2 m. 

18-43* Resuelva el problema 18-42 si la masa de la cadena 
por unidad de loogitud es de 0.8 kg/m. En el cilculo ignore 
la parte de la cadena colgada sobre La rueda deotada. 


100 mm 


-O 


j = lm 


Prohs* 18-42/43 

*18-44* El sistema se compone de los bloques A y B de 
60 lb y 20 lb, respectivameote y de Las poleas C y D de 5 lb 
que pueden ser tratadas como discos delgados. Determine 
la rapidez del bloque -4 desputSs de que el bloque B se ha 
elevado 5 pies, a partir del punto de reposo. Supooga que 
la cuerda no se desliza sobre las poleas e ignore la masa 
de La cuerda. 




Prohs* 1840/41 


Prob. 1844 
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•IB-45* El sistema se compone de un disco A de 20 lb, 
una barra delgada BC de 4 lb y un collarfn C de 1 lb. Si 
el disco rueda sin deslizarse, determine la velocidad del 
collarfn cuando la barra esd horizontal* es decir, d = 0°. El 
sistema se suelta desde el punto de reposo cuando & = 45°, 

IB-46* El sistema se compone de un disco A de 20 lb, una 
barra delgada BCde 4 lb y un collarfn Cde 1 lb. Si el disco 
tueda sin deslizarse, determine la velocidad del collarfn en 
el instante Q = 30°, El sistema se suelta desde el punto de 
reposo cuando 0 = 4 5°. 



IB-47* El p^ndulo se compone de una barra iL4 de 2 lb 
y un disco de 6 lb. El resorte se alarga 0.3 pie cuando la 
barra est£ horizontal como se muestra. Si el p£ndulo se 
suelta desde el punto de reposo y gira alrededor del punto 
D, determine su velocidad angular en el instante cuan¬ 
do la barra esti vertical. El rodillo C permite que el 
resorte per mane zca vertical cu a ndo la barra folia. 



*18-48* La puerta de cochera uni forme tiene una masa 
de 150 kg y corre a lo largo de correderas lisas en sus extre- 
mos. Se levanta por medio de dos resortes, cada uno de 
los cuales esfo conectado a la m£nsula de anclaje en A y la 
flecha de contrapeso en B y C Cuando la puerta sube, 
los resortes comienzan a desenrollarse de La flecha, con lo 
cual ayudan a subir la puerta. Si cada resorte propordona 
un momento de torsidn de M = (0.70) N *m, donde 0 esfo 
en radianes, determine el ingulo 0 fl al cual tan to el resorte 
de enrollado izquierdo como el resorte de enrollado dere- 
cho debefon montarse de modo que la puerta quede com- 
pletamente balanceada por los resortes, es decir, cuando la 
puerta esfo en la posicidn verticial y se le imprima una leve 
fuerza hacia arriba, los resortes la subirin a lo largo de las 
correderas laterales hasta el piano horizontal sin ninguna 
velocidad angular final. Note: la energfa potencial efostica 
de un resorte de torsidn es V e = I&0 2 , donde M = kQ y en 
este caso k = 0.7 N * m/rad. 



•18-49* La puerta de cochera CD dene una masa de 50 kg 
y puede ser tratada como una placa delgada. Determine 
la longitud no alargada de cada uno de los dos resortes 
laterales cuando la puerta esfo abierta, de modo que cuan¬ 
do la puerta caiga libremente desde la posicidn abierta se 
detenga cuando alcance su position de totalmente cerra- 
da, es detir, cuando ^4C gire 180°. Cada uno de los resortes 
laterales tiene una ngidez de k = 350 N/m. Ignore la masa 
de las barras laterales AC. 



Prob. 18-47 


Pfob* 18-49 
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18-50. El panel de puer ta rectangular uniforme dene un a 
masa de 25 kg y se man dene en equilibrio sobre la hori¬ 
zontal en la posicidn 8 = 60° por la barra BC. Determine 
la rigidez requerida del resorte de torsidn en A, de modo 
que la velocidad angular de la puerta sea cero cuando se 
derre (8 = Q°) una vez que la barra de soporte BC se quite. 
Cuando 8=6 0° el resorte no est3 deformado. 



18-5L El p£ndulo de 30 kg dene su centro de masa en 
G y un radio de giro con respecto al punto G de fc G = 300 
mm. Si se suelta desde el punto de reposo cuando 8 = 0°, 
determine su velocidad angular cuando 8 = 90°. El resorte 
AB dene una rigidez de k = 300 N/m y cuando 8 = 0° el 
resorte no est£ alargado. 


*18-52. La placa cuadrada de 50 lb est£ sujeta por medio 
de un pasador en el esquina A y conectada a un resorte 
que dene una rigidez de k = 20 ib/pie. Si la placa se suel¬ 
ta desde el punto de reposo cuando 8 = 0°, determine 
su velocidad angular cuando 8 = 9Q Q . Cuando 8 = 0°, el 
resorte no est£ alargado. 



*18-53. Un resorte que dene una rigidez de k = 300 N/m 
esta conectado al extremo de la barra de 15 kg y cuan¬ 
do 8 = 0° no esii alargado. Si la barra se suelta desde el 
punto de reposo cuando 8 = 0°, determine su velocidad 
angular cuando 8 = 30°. El movimiento ocurre en el piano 
vertical. 



0.6 m 


k = 300 N/m 



k = 300 N/m 


Pro b. 18-51 


Ftob. 18-53 
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18*54. Si la barra de 6 kg se suelta desde el punto de 
reposo cuando 8 = 30 Q , determine su velocidad angular 
cuando Q = 0°. El resorte conectado tiene una rigidez de 
k = 600 N/m, con una longitud no alargada de 300 mm. 



18-55* La barra Ci? man tiene el panel de puerta rectan¬ 
gular de 50 kg en posicidn vertical. Cuando se quita la 
barra, el panel se cierra por su propio peso. El movimiento 
del panel lo controla un resorte conectado a un cable enro- 
llado en la media polea. Para reducir los portazos esce- 
avos, la veioddad angular del panel de puerta se limita 
a 0.5 rad/s en el momento del derre, Determine la rigi¬ 
dez minima k del resorte si 6ste no est£ alargado cuando 
el panel est£ en la posiddn vertical. Ignore la masa de la 
media polea. 


41 18-56. Las barns AB y BC pesan 15 lb y 30 lb, respecti- 
vamente. El collarfn Cse desliza libremente a lo largo de la 
gula vertical que pesa 5 lb. Si el sistema se suelta desde 
el pun to de reposo cuando 8 = 0°, determine la velocidad 
angular de las barras cuando 8 = 90°. Cuando 8 = 0°, el 
lesorte no est£ alargado. 



*18*57. Determine la rigidez k de la muelle de torsidn A, 
de mode que si las barras se sueltan desde el punto de repo¬ 
so cuando 8 = 0°, la velocidad de la barra ABesde 0.5 rad/s 
en la posicidn cerrada, 8 = 90°. La muelle no esU enrollada 
cuando 8 = 0°. La masa de las barras por unidad de longitud 
es de 10 kg/m. 

18*58. La rigidez de la muelle de torsidn en A es £ = 900 
N 'm/rad y cuando 8 =0° est3desenrollada.Determine la 
velocidad angular de las barras, AB y BC , cuando 8 = 0°, 
si se sueltan desde el punto de reposo en la posicidn cerra¬ 
da, 8 = 90°. La masa por unidad de longitud de las barras 
esde 10 kg/m. 


B 




Fttih. 18-55 


Prottf* 18-57/58 
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18-59* El brazo y el asiento del juego mecanico tienen 
una masa de 1,5 Mg, con el centra de masa localizado en 
el punto Gj. El pasajera sentado en A dene una masa de 
125 kg, con su centro de masa en G 2 . Si el brazo se eleva 
a una posicidn donde & = 150° y se suelta desde el punto 
de reposo, determine la rapidez del pasajera en el instante 
6 = 0°, El radio de giro del brazo es k G i = 12 m con respec- 
to asu centro de masa G { . Ignore la estatura del pasajera. 



18-60. El ensamble se compone de una polea A de 3 kg y la 
polea Bde 10 kg. Si se cuelga un bloque de 2 kg de la cuer- 
da, determine la rapidez del bloque despu£s de que des- 
ciende 0.5 m a pardr del punto de reposo. Ignore la masa 
de la cuerda y considere las poleas como discos delgados. 
No hay deslizamiento. 


* 18 -6 L El mo vimiento de la puerta de la cochera de 80 lb 
es guiado en sus extremos por la corredera. Determine el 
alargamiento inicial requerido del resorte cuando la puerta 
esti abierta, & = 0°, de modo que, cuando caiga libremen- 
te se detenga justo cuando se cierra por completo, d = 90*. 
Suponga que la puerta puede considerate con una placa 
delgada, y que hay un sistema de resorte y polea a ambos 
lados de la puerta. 

18-62* El mo vimiento de la puerta de la cochera de 80 lb 
es guiado en sus extremos por la corredera. Si se suelta 
desde el punto de reposo cuando & = 0*, determine su 
velocidad angular en el instante cuando & =30*. En prin- 
tipio, el resorte esti alargado 1 pie cuando la puerta se 
mantiene abierta, Q = 0°, Suponga que la puerta puede 
considerate con una placa delgada, y que hay un sistema 
de resorte y polea a ambos lados de la puerta. 



18-63* La barra AB de 500 g deseansa a lo largo de la 
superficie interna lisa de un tazdn semiesfCrico. Si la barra 
se suelta del punto de reposo desde la posicidn que se 
muestra, determine su velocidad angular en el instante en 
que desciende y queda horizontal. 




Ptob* 18-60 


Fftib* 18-63 
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*18-64* La barra AB de 25 lb esii conectada a on resor¬ 
te BC cuya longitud no alargada es de 4 pies. Si la barra 
se suelta desde el punto de reposo cuando 8 = 30°, deter¬ 
mine so velocidad angular cuando 8 = 90°. 

*18-65* La barra ABde 25 lb esU conectada a on resor- 
te BC cuya longitud no alargada es de 4 pies. Si la barra 
se suelta desde el punto de reposo cuando 8 = 30°, deter¬ 
mine su velocidad angular cuando el resorte vuelva a su 
longitud no alargada. 


*18-68. La persiana uniforme AB tiene un peso total de 
0.4 lb. Cuando se suelta, se enreda en el nticleo O acciona- 
do por resorte. El movimiento lo causa un resorte dentro 
del ndcleo, el cual se enrolla de modo que ejerce un par de 
torsidn M = Q.3(1O _3 )0 lb 'pie, donde 8 esU en radianes, en 
el nticleo. Si la persiana se suelta desde el punto de repo¬ 
so, determine la velocidad angular del niteleo cuando la 
persiana est3 totalmente enrollada, esdecir, despots de 12 
tevoluciones. Cuando esto ocurre, el resorte se desenrolla 
y el radio de giro de la persiana con respecto al eje O es 
k 0 = 0.9 pulg. Norn:la energfa potential eUstica de la mue- 
lle de torsidn es V e = donde M = k8 y k = 0.3(10 -3 ) 
lb 'pie/tad. 



k = 5 lb/pie 


4 pies 


Prote* 18-64/65 


18-66* El ensamble se compone de dos barras de 8 lb 
conectadas por medio de un pasador a los dos discos de 
10 lb. Si las barras se sueltan desde el punto de reposo 
cuando 8 = 60°, determine sus velocidades angulares cuan¬ 
do 8 = 0°. Suponga que los discos giran sin deslizarse. 

18-67. El ensamble se compone de dos barras de 8 lb 
conectadas por medio de un pasador a los dos discos de 
10 lb. Si las barras se sueltan desde el punto de reposo 
cuando 8 = 60°, determine sus velocidades angulares cuan¬ 
do 8 = 30°. Suponga que los discos ruedan sin deslizarse. 



tt-iib* 18-68 


18-69* Qiando la barra AB de 10 kg est£ en position 
horizontal esU en reposo y el resorte no est£ alargado. 
Determine la rigidez k del resorte de modo que el movi¬ 
miento de La barra se detenga moment^neamente cuando 
ha girado 90° en el sentido de Lra manecillas del reloj. 



Probs* 18-66/67 


Prob* 18-69 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P18-L La hqja de la sierra de banda se enrolla alrededor 
de las dos grandes rued as A y B. Cuando se enciende, un 
motor el^ctrico hace girar la pequefla polea C, que enton- 
ces impulsa la polea tnis grande D, la cual esti conectada 
a A y gira eon ella. Explique por qu£ es una buena idea 
utilizar la polea D y las ruedas grandest y B. Use valores 
numdricos apropiados para espliear su respuesta. 


P18-3. La operacidn de esta puerta de cochera es auxi- 
liada por dos resortes AB y los elementos laterales BCD , 
los cuales estin sujetos por medio de un pasador en C. 
Suponga que los resortes no estin alargados cuando la 
puerta esti en la posicidn horizontal (abierta) y ABCD 
esta vertical, y determine la rigidez k de cada uno de los 
resortes de modo que cuando la puerta caiga a La posicidn 
vertical (cerrada), se detenga lentamente. Use valores 
numdricos apropiados para explicar su respuesta. 



P18-1 


P18-2* Para abrir y cerrar el cofre de este camidn se uti- 
lizan dos muelles de torsidn, M = £0, como auxiliares. 
Suponga que las muelles estin desenrolladas (0 = 0°) 
cuando el cofre esti abierto y determine la rigidez k (N■ m/ 
rad) de cada muelle de modo que el cofre se levante con 
facilidad; es decir, pricticamente sin que se le aplique nin- 
guna fuerza al cerrarlo. Use valores numericos apropiados 
para explicar su resultado. 


P18-3 

P18-4, Determine el contrapeso A requerido para balan- 
cear el peso de la plataforma de puente cuando 0 = 0°. 
Demuesire que este peso mantendri la plataforma en 
equilibdo considerando la energfa potencial del sistema 
cuando la plataforma esti en La posicidn arbi traria 0. Tan to 
la plataforma como estin en posicidn horizontal cuan¬ 
do 8 = 0°. Ignore los pesos de los demis miembros. Use 
valores numericos apropiados para explicar su resultado. 





P18-2 


P18-4 
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REPASO DEL CAPfTU LO 

EikergiH dn^tica 

La energfa dngtica de un cuerpo 
dgido que experimenta movitniento 
piano puede ser referida a su cen¬ 
tre de masa. Incluye una soma e$- 
calar de sus energfas cindticas de 
traslacidn y rotaddn. 


V 


a 

H 

v < 

Traslacidn 

Traslacidn 

!! 

Hii— 

i 

to™ 

^ to 



Rotacidn akdedor de an eje fijo 

°A 

T = |mi^ + \l t jai 2 

o 

Rotacidn alrededor de un eje fijo 

T = \l 0 <£ 




Movimlento piano general 

* 

G 

T = 2W; + IV 


0 


"a 

II 

hi 

Movimicnto piano general 
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Trabajo de una fuerza y un momento de par 

Una fuerza realiza trabajo cuando expert- 
men La un desplazamiento ds en la direccidn 
de la fuerza. En particular, las fuerzas de Mc- 
eidn y norm al que act nan en un eilindro o en 
cualquier cuerpo circular que rueda sin desli - 
zarsem realizan trabajo, puesto que la fuerza 
normal no se desplaza y la fuerza de friccidn 
acttia en puntos sucesivos de la superficie del 
cuerpo. 



_ 


tw 


A>i 


U w = -Wky 
Peso 



F s 


Position no 
alargada del 
resorte, s = 0 


-I 


u F = / Fcos0 ds 


U = -±kP 
Resorte 





F £ cn$6 


FcCQ$6 


U Fc = (F c cos 0)s 
Fuerza constante 


Um= / 


Mde 


u M = m ($ 2 - <h) 

Magnitud constante 
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Principle de trabajo y energia 


Los probiemas que implican velocidad, fuerza 
y desplazamiento pueden resolverse coo el prin- 
cipio de trabajo y eoergfa. La eoergfa tin£tica es 
la su m a Lanto de sus partes de rotatidn como de 
sus partes de traslatidn. Para suaplicacidn, deber£ 
trazarse uo diagrams de cuerpo libre para expli- 
car el trabajo de Lodas las fuerzas y momentos de 
par que action en el cuerpo cuaodo se mu eve a lo 
largo de la trayectoria. 

H 

n 

i 

S' 

H 

II 

Conservation de la energfa 


Si un cuerpo se somete sdlo a fuerzas conserva- 
doras, entonces puede utilizarse la ecuatidn de 
conservation de la energfa para resolver el pro- 
blema. Esta ecuacidn requiere que la suma de las 

r, + Vi =t 2 + v 2 

energfas potential y tiodtica del cuerpo perma- 
nezca igual en dos puntos cualesquiera a lo largo 
de la trayectoria. 

donde V = V g + V f 

La eoergfa potential es la suma de las energfas 
potential eUstica y gravitational del cuerpo. La 
eoergfa potential gravi tacionai sera positiva si el 
centro de gravedad del cuerpo est$ por encima 
del piano de referencia. SiesUi por debajo, enton- 
ces ser£ negativa. La energfa potencial eUstica 
siempre es positiva, sin importar si el resorte est£ 
alargado o comprimido. 



V s =Wy a 


V s =-Wy a 




+ ya 


Plano 

de refe¬ 
renda 


Encrgfa potendal gravi tacionai 




Posteitin no 
alargada del 
resone, 5 = 0 


V fl = jjfc* 


Energi'a potencial elAstica 













El acoplamiento de e$te transbordador con la Estacten Espacial International 
require la aplicacidn de principios de impulse y cantidad de movimiento para 
predecir con precitidn su movimiento orbital y orientation apropiada. 






Cinetica plana de un 
cuerpo rigido: impulso y 
cantidad de movimiento 



OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Desarrollar formulas para la cantidad de movimiento lineal y 
angular de un cuerpo. 

* Aplicar los principios de impulso y cantidad de movimiento lineal 
y angular para resolver problemas de cinetica plana de un cuerpo 
rigido que implican fuerza, velocidad y tiempo. 

* Analizar la aplicaci6n de la conservaci6n de la cantidad de movi¬ 
miento. 

* Analizar la mecanica del impacto excentrico. 


19.1 Cantidad de movimiento lineal 
y angular 

En este capitulo utilizaremos los principios de impulso y cantidad de 
movimiento lineal y angular para resolver problemas que implican fuer¬ 
za, velocidad y tiempo en el contexto de su relation con el movimiento 
piano de un cuerpo rigido. Antes de hacerlo, primero formalizaremos 
los mdtodos de obtener fa cantidad de movimiento lineal y angular de 
un cuerpo, suponiendo que dste es simdtrico con respecto a un piano 
de referencia x-y inercial. 

Cantidad de movimiento lineal. La cantidad de movimiento 
lineal de un cuerpo rigido se determina con la suma vectorial de los 
momentos lineales de todas las paru'culas del cuerpo, es decir, L = 
2m/V;. Como 2m/v; = mv c (vdase la seccidn 15.2) tambi6n podemos 
escribir 


L = nrv G (1^-1) 

Esta ecuacidn estableoe que la cantidad de movimiento lineal del cuer¬ 
po es una cantidad vectorial de magnitud m Vg, la cual comunmente se 
rnide en unidades de kg ■ m/s o slug ■ pie/s y direction definida por vg 
la velocidad de su centro de masa. 
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(a) 


Cantidad de movimiento angular. Considere el cuerpo 
que aparece en la figura 19-la, el cual se somete a movimiento piano 
general. En el instante que se muestra, el punto arbitrario P tiene una 
velocidad conodda v P y ef cueipo tiene una velocidad angular *>. Por 
consiguiente, la velocidad de la particula iesima del cuerpo es 


v, = vp + Vj/p = vp + aj X r 


La cantidad de movimiento angular de esta partlcula con respecto al 
punto Pe s igual al “momento” de su cantidad de movimiento lineal con 
respecto a P, figura 19-la. Por tamo, 


(Hp)j = r X m,v, 


Si expresamos v t en funddn de v P y utilizamos vectores cartesianos, 
tenemos 



(b) 

Fig. 19-1 


(//p)/k = mi(xi + yj) X [(v P )*i + (u P )jj + wtX (*i + yj)j 

(Hp)i = -mj(!)p)j + mix(Vp) y + mgcor 2 


Si nij —* dm e integramos a lo largo de toda la masa m del cuerpo, 
obtenemos 


H P = - 



(Vp)x + 




En este caso H? representa la cantidad de movimiento angular del 
cuerpo con respecto a un eje (el eje perpendicular al piano de movi- 
miento que pas a por el punto P. Como ~ym = fydm y xm = fx dm 
se utilizan las integrates del primero y segundo terminus de la derecha 
para localizar el centra de masa G del cuerpo con respecto a P, figura 
19-16. Ademas, la dltima integral representa el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al punto P. Por tamo, 


Hp= -ym{vp) x + xm(vp)y + If*i> (19-2) 


Esta ecuacidn se reduce a una forma m£s simple si P coincide con el 
centra de masa G del cuerpo,* en cuyo caso x = y = 0. Por consi¬ 
guiente, 


*Tambidn se reduce a la misma forma simple H P = si el punco P es un punto fijo 
(vea la ecuacidn 1.9-9) o la velocidad de P esti dirigida a lo largo de la lfuea PG * 
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Hq = Iq(i) 


(19-3) 


Aquila cantidad de movimiento angular del cuerpo con respecto a Ges 
igual al producto del momenta de inercia del cuerpo con respecto a un 
eje que pasa por Gy la velocidad angular del cuerpo. Dese cuenta que 
H G es una cantidad vectorial de magnitud IqU), la cual por lo comun se 
mide en unidades de kg ■ m 2 /s o slug ■ pie 2 /s y una direccion definida por 
to, la cual siempre es perpendicular al piano de movimiento. 

La ecuacibn 19-2 tambidn puede reescribirse en funcibn de los com- 
ponentes x y y de la velocidad del centro de masa del cuerpo, (vg)* y 
(v G ) v , y del momento de inercia I G del cuerpo. Como G se ubica en 
las coordenadas (jc,y), entonces, de acuerdo con el teorema de ejes 
paraletos. Ip = I G + m(x 2 + y 2 ). Al sustituir en la ecuacidn 19-2 y 
reordenar los tbrminos, te nemos 


Hp = ym[—(Vp) x + yta] + xm[(Vp) y + .rw] + Itfo (19-4) 


A partir del diagrama cinemitico de la figura 19-16, v c puede expre- 
sarse en funcibn de vpcomo 


v G = vp + X r 

+ (tta)vj = + (ff-)vj + (dk X (B + xi) 


Al realizarel producto vectorial e igualar los componentes i y j respec- 
tivos se obtienen las dos ecuaciones escalares 


(%)* = (Vp)* - y<* 

(%) y = (Vp),, + xai 


Si sustituimos estos result ados en la ecuacidn 19-4 obtenemos 


(C + ) Up = -ym{v G ) x + + Ic,® (19-5) 


Como se muestra en la figura 19-lc, este resultado indica que cuando 
la cantidad de movimiento angular del cuerpo se cakula con respecto al 
punto P, es equivalente al momenta de la cantidad de movimiento lineal 
mv G , ode sus componentes m(\ G ) x y m(v G ) y , con respecto a P mas la 
cantidad de movimiento angular I G to. Con estos resuitados, a continua- 
cion consider a re mos tres tipos de movimiento. 


y 



Diagrama de cantidad de 
movimJento del cuerpo 

(C) 

Fig. 19-1 (cont) 
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A 




d 


L = my a 

«-► 

G 


Traslacidn 

(a) 


Trastation. Cuando un cuerpo rigido se somete a traslacion rec- 
rilt'nea o curvilmea, figura 19-2a, entonces to = 0 y su centro de masa 
dene una vetoddad de v G = y. Por consiguiente, la cantidad de movi- 
miento lineal, y la cantidad de movimiento angular con respecto a G, 
ae convierten en 


L = mv G 
H G = 0 


(19-ti) 


S Ea cantidad de movimiento angular se cafcula con respecto a algtln 
otro punto A, el “momemo" de la cantidad de movimiento lineal L 
debe calculate con respecto at punto. Como ies el “brazo de memen¬ 
to” como se muestra en Ea figura 19-2«, entonces de acuerdo con la 
ecuacidn 19-5, H A = (d)(mvc)')- 



Rota cion respecto de un eje fijo 

(b) 

Fig. 19-2 


Rotaci6n con respecto a un eje fijo. Cuando un cuerpo rfgi- 
do giro alrededor de un eje fijo, figura 19-26, Ea cantidad de movimiento 
lineal y Ea cantidad de movimiento angular con respecto a G, son 


L = mVc 
Hq = Iq(0 


(19-7) 


En ocasiones es conveniente calcular la cantidad de movimiento angu¬ 
lar con respecto al punto O. Si observamos que L (o r G ) siempre es 
perpendicular a r G ,tenemos 


(C+) H 0 = I G <o + r c (mv c ) (19-8) 

Como Vq = r G -(o, esta ecu acid n puede escribirse como H a = (I G + 
m rh) m. Al utilizar el ieorema de ejes paralelos,* 



(19-9) 


En el calcuto, entonces, pueden utilizarse la ecuaddn 19-8 o la 19-9. 


*E$ importance observar la similitud entre esta derivacidn y la de la ecuacidn 17-16 
(SjW 0 = loa), y la ecuacibn 18-5 (t - \Tambibn observe que puede obtenerse 
d mismo resultado con la ecuaddn 19-2 si selecdona cl punto P en Q> y tiene en cuenta 

que (v 0 )r = ( v 0 ) r = 0. 









19.1 


C ANTI DAD DE MOVIMIENTO UNEAL ¥ ANGULAR 


499 


r 



\ 

d 

\ 


Movimiento piano general 
(c) 

Fig* 19-2 


Movimiento piano general. Giando uncuerpo rigidose some- 
te a movimiento piano general, figura 19-2c,la cantidad de movimiento 
lineal y la cantidad de movimiento angular con respecto a G,son 


L = mv G 
Hq — I G o> 


(19-10) 


Si la cantidad de movimiento angular secaleulacon respecto ai punto A, 
figura 19-2c, es necesario incluir el momento de L y Hg, con respecto 
a este punto. En este caso, 


(C +) H a = I G oi + ( d){mv G ) 

Aquf, d es el brazo de momento, eomo se muestra en la figura. 

Como tin caso especial, si el punto A es el centro instantsneo de velo- 
cidad cero entonces, al igual que la ecuacidn 19-9, podemos escribir la 
ecuacidn anterior como 


H C i - 


(19-11) 


donde l a c s el momento de inerda del cuerpo con respecto al Cl. Vea 
el problema 19-2. 


19 



A medida que el pendulo osdla hacia abajo, su can¬ 
tidad de m ovimiento angular con respecto al punto 
O puede determinarse si se calcula el momento de 
/ G *> y my G con respecto a O. Este es H a = + 

(mv G )d. Puesto que v G = entonces H a = / G di 
+ m(&d)d = Ua + md 2 )& = 
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19.2 Principio de impulso y cantidad de movimiento 


501 


19.2 Principio de impulso y cantidad de 
movimiento 

Como en el caso del movimiento de una partfcula, el principio de impul¬ 
so y cantidad de movimiento para tin cuerpo rigido puede desarroltarse 
si s ecombina ta ecuacidn de movimiento con cinemStica. La ecuacidn 
resultante darS una solution directa a problemas que impliquenfuerza, 
veloddad y tiempo. 

Principio de impulso y cantidad de movimiento lineal. 

La ecuacidn de traslacibn de un cuerpo rigido puede escribirse como 
2F = ma c = m(dv G /dt). Como la masa del cuerpo es constante, 

XF - 

Si se multiplican ambos lados por dt e integran de t = q, y g = (%)! a 
t = h, y g = (v 0 ) 2 se obtiene 

S / Fdt = m(Y C ) 2 - tw(v G )i 

Jt, 

Esta ecuacidn se conoce como printipio de impulso y cantidad de movi¬ 
miento lineal. Establece que ia suma de todos los impulsos creados por 
el sistema de fuerzas externas que actua en el cuerpo durante el inter- 
vato q a t 2 es igual al cambio de la cantidad de movimiento lineal del 
cuerpo durante este intervalo, figura 19-4. 

Principio de impulso y cantidad de movimiento angular. 

Si el cuerpo tiene movimiento piano general entonces 1M G = I G a = 
I G (dto/dt). Como el momento de inercia es constante, 

SM C = ^M 

Al muitiplicar ambos lados por dt e integrar de t = q, ta = toi a t = t 2 , 
to = to 2 results 


S f ^M g dt = ~ l (19-12) 

Jt, 

Del mis mo modo, para rotation con respecto a un eje fijo que pasa 
por el punto O, la ecuacidn 17-16 (2Mo = loot) cuando se Integra se 
escribe 


2 f 2 M 0 dt = Iato 2 - I c /o x (19-13) 

Jt, 

Las ecuaciones 19-12 y 19-13 se conocen como principio de impulso y 
cantidad de movimiento angulares. Ambas ecuaciones expresan que 1a 
suma del impulso angular que actua en el cuerpo durante el intervalo q 
a t 2 es igual al cambio de la cantidad de movimiento angular del cuerpo 
durante este intervalo. 







Diagrams 
de cantidad de 
movimiento iniciai 


(a) 


A dt _j_ 

\ , 

J" M, dt 

(]' 


W(4- 

r 

fVidt 






Diagrama r Fd , 

de impulso ' , n 4 


(b) 
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Diagrama 
de cantidad de 
movimiento final 


(c) 

Fig. 19-4 
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Diagrams 
de cantidad de 
movimiento initial 


(a) 


Para resumir estos conceptos, si el movimiento se desarrolla en el 
piano Jc-y,las siguientes Ires ecuaciones esca/ares pueden escribirse para 
describir el movimiento piano del cuerpo. 



(19-14) 


Los tdrminos de estas ecuaciones pueden mostrarse giific ament e por 
medio de diagramas de impulso y cantidad de movimiento del cuerpo, 
figura 19-4. Observe que la cantidad de movimiento lineal mvc se apKca 
en el centro de masa del cuerpo, figuras 19-4a y 19-4c; mientras que la 
cantidad de movimiento angular I G tn es un vector libre, y por consi- 
guiente, del mis mo modo que momento de par, puede apficarse a cual- 
quier punto del cuerpo. Cuando se traza el diagrams de impulso, figura 
19-46, las fuerzas Fy el momento M varian con el tiempo y se indican 
por medio de las integrales. Sin embargo, si F y M son constantes la 
integracidn de los impulsos da ¥(t 2 - f() y M(f 2 - ti), respectivamente. 
Tal es el caso del peso del cuerpo W, figura 19-46. 

Las ecuaciones 19-14 tambidn pueden apficarse a todo un sistema de 
cuerpos conectados en lugar de a cada uno por separado. Esto elimina 
la necesidad de induir los impulsos de in ter acrid n que aparecen en las 
conexiones puesto que son intemos al sistema. Las ecuaciones resultan¬ 
ts pueden escribirse en forma simbdlica como 


19 


ii 


Como se indica por medio de la tercera ecuacidn, la cantidad de movi¬ 
miento angular y el impulso angular del sistema deben calcularse con 
respecto al mismo punto de referenda O para todos los cuerpos del 
% 19-4 (coat) sistema. 


Diagrams 

de cantidad de 
movimiento final 


(C) 





cantidad de 
V movimiento lineal 
del sistema 

cantidad de 
’V movimiento lineal 
del sistema 

cantidad de 
V movimiento angular 
\ del sistema 


*1 


+ 


01 


2 

2 

2 


impulso lineal 
del sistema 


impulso lineal 
del sistema 


impulso angular 
del sistema 




y(l-2) 


0 ( 1 - 2 ) 


= 12 


cantidad de 
movimiento lineal 1 
del sistema } & 

cantidad de \ 
^movimiento lineal) 
del sistema Jyt. 

cantidad de \ 

V movimiento angular 

del sistema Joi 


(19-15) 
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Procedimiento para el analisis 


Los principios do impulso y cantidad de movimiento se utiiizan 

para resolver problemas dndticos que implkan velocidad, filerza y 

tiempo, puesto que estos tdrminos intervienen en Ea formulae id n. 

Diagrams de cuerpo litre. 

• Estabfezcael m arco de referenda x, y, z ,inerdal y trace el diagra- 
ma de cueipo fibre para mosirar grSficamente todas las fuerzas y 
momentos de par que producen impulses en ei cuerpo. 

• Deberfin establecerse la direccidn y sentido de Ea velocidad ini- 
dal y final del centro de masa del cuerpo, v G , y la velocidad 
angular to de dste. Si cualquiera de estos movimientos es des- 
conocido, suponga que el sentido de sus componentes es en Ea 
direccidn de las coordenadas inerciates positivas, 

• Calcule el momento de inercia I Q o l 0 . 

• Como un procedimiento aftemativo, trace los diagramas de 
impulso y cantidad de movimiento del cuerpo osistema de cuer- 
pos. Cada unode estos diagramas represents unafiguradelinea- 
da del cuerpo el cual incluye grgficamente los datos requeridos 
para cada uno de los ires tdrminos de las ecuaciones 19-14 o 
19-15, figura 19-4. Estos diagramas son particularmente iiti¬ 
les para visualizar los tdrminos de “momento” utilizados en el 
principio de impulso y cantidad de movimiento angular, si la 
aplicaddn se hace con respecto al C/o a otro punto diferente 
ctel centro de masa del cuerpo G o un punto fijo O. 

Principio de impulso y cantidad de movimiento. 

• Aplique las tres ecuaciones escalares de impulso y cantidad de 
movimiento. 

• La cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido que 
gjra con respecto a un eje fijo es el momento de mv G mds I^ta 
con respecto al eje. Este es igual a H 0 = donde Io es el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje. 

• Todas las fuerzas que actuen en el diagrams de cueipo libre 
creardn un impulso; sin embargo, algunas de ellas no reaBzardn 
trabajo. 

• Las fuerzas que son funciones de tiempo deben integrarse para 
obtener el impulso. 

• Con frecuencia se utiliza el principio de impulso y cantidad de 
movimiento angular para eliminar las fuerzas impulsoras des- 
conocidas que son paralelas o que pasan por un eje comtin, 
puesto que su momento es cero con respecto a este eje. 

Cinematica. 

• Si se requieren mas de tres ecuaciones para una soluddn com- 
pleta, puede ser posible relacionar la velocidad del centro de 
masa del cuerpo con su velocidad angular por medio de dne- 
matica. Si el movimiento parece ser complicado, los diagramas 
dnem&icos (de velocidad) pueden ser utiles para obtener la 
relacidn necesaria. 
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EJEMPLO 19.2 





Fig. 19-5 


En el disco de 20 lb mostrado en la figura 19-5a actuan un momen¬ 
ta de par de 4 lb - pie y una fuerza de 10 lb la cual se aplica a una 
cuerda enrollada alrededor de su periferia. Determine la velocidad 
angular del disco dos seg undos despu6s de que empieza a moverse 
del reposo. Adem^s, ^cuaies son los componentes de fuerza de la 
leaccidn en el pasador? 

SOLUClON 

Como la velocidad angular, la fuerza y el tiempo intervienen en 
los problemas, aplicaremos los prindpios de impulso y camidad de 
movimiento a la soluckm. 

Diagrams da cuerpo libra- Figura 19-5b. El centro de masa del 
disco no se mueve; sin embargo, la carga hace que el disco gire en 
d sentido de las manecillas del reioj. 

El momento do inercia del disco con respecto a su eje de rotacidn 
fijo es 

u - \ ■ 01747 sl “ g ' tfeZ 


Prlnciplo da Impulso y cantldad da movlmlanto- 


<*) 

m(VAx) l + S / F x dt = m(v Ax )2 
Jty 


0 + A x {2 s) = 0 

(+T) 

Ha 

m {v Ay )i + S / F ydt = m{v Ay ) 2 

Mi 


0+ Ay(2 s) - 20 Ib(2 s) - 10 lb(2 s) = 0 


m a dt = I A <*2 
0+ 41b-pie(2s) + [10 lb(2s)](0.75pie) =0.1747^ 


(C+) 


i + Sjf 


Al resolver estas ecuaciones resulta 

A x = 0 
A y = 30 lb 
( 1*2 = 132 rad/s ^ 


Resp. 

Resp. 

Resp. 
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EJEMPLO 19.3 


El carrete de 100 kg que se muestra en la figura 19-6s tiene un 
radio de giro k G = 0.35 m. Se enrofia un cable alrededor de la masa 
central del carrete y se aplica una fuerza horizontal de magnitud 
variable de P = (f + 10) N, donde t est£ en segundos. Si el carrete 
iniciaimente estg en reposo, determine la velocidad angular en 5 s. 
Suponga que el carrete rueda sin deslizarse en A. 



(a) 


SOLUClON 

Diagrams da cuerpo libra. Segtin el diagrama de cuerpo fibre, 
figura 19-66, la fuerza variable P hari que la fuerza de friccidn F A 
sea variable y por tanto los impulsos creados tanto por P como por 
F a deben determinarse por integracidn. La fuerza P hace que el 
centro de masa tenga una velocidad v c hacia la derecha y por tanto 
el carrete tiene una velocidad angular *> en ei sentido de las mane- 
cillas del reloj. 



(b) 

Fig. 19-6 


Principio de impulso y cantidad da movimiento. Puede obte- 
neise una solucidn directa para aplicando el principio de impul¬ 
so y cantidad de movimiento angular con respecto al punto A, el 
Cl, para eliminar el impulso creado por la fuerza de friccidn des- 
conocido. 


K+) 


: / 


+ 2 I M A dt = I A to 2 


0 + 


^ J 5 \t + 10) N rf/J (0.75 m + 0.4 m) = [100 kg (0.35 m) 1 + (100 kg)(0.75 m) 2 ] 


62.5(1.15) = 68.5^ 
ah = 1.05 rad/s J 


Resp. 


NOTA: trate de resolver este probtema con el principio de impulso 
y cantidad de movimiento con respecto a G y por el principio de 
impulso y cantidad de movimiento lineal en la direccidn x. 
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EJEMPLO 19.4 


El dlindro que se muestra en la figura 19-1 a tiene una masa de 6 kg. 
Cueiga de una cuerda la cual se enrolls alrededor de la periferia de 
un disco de 20 kg cuyo momento de inerda es 1a = 0.40 kg ■ m 2 . Si 
inidalmente desciende con una rapidez de 2 m/s, determine su rapi- 
dez en 3 s. Ignore la masa de la cuerda en el cdiculo. 




Fig. 19-7 


SOLUD6N ! 

Diagrams de cuerpo libra. El diagrama de cuerpo fibre del 
dlindro y disco se muestran en la figura 19-76. Tod as las fuerzas 
son constantes puesto que el peso del dlindro crea el movimiento. 
Ei movimiento descendente del dlindro, r e ,hace que la velocidad 
angular to del disco sea en el sentido de las manecillas del reioj. 

Principle de impulse y cantidad de movimiento. Podemos 
eliminar A* y A y del andlisis at apiicar ei prindpio de impuiso y 
cantidad de movimiento angular con respecto a! punto A. Por con¬ 
ag uiente 

Disco 

(C + ) i + ^ J M A dt = I a <d 2 

0.40 kg ■m 2 (w l ) + T(3s)(0-2 m) = (0-40 kg -m 2 )^ 

Cilindro 

(+T) rwafua)! + 2 J F y dt = ms(vB)i 

-6 kg(2 m/s) + T(3 s) - 58.86 N(3s) = -6kg(t> B ) 2 

Cinematka. Como to = Vsfr, entonces <o\ = (2 m/s)/(0.2 m) = 
10 rad/s y a >2 — (veh/0.2 m = 5(t>s)2. A1 sustituir y resolver las ecua- 
dones simultdneamente para (va^obtenemos 

{vb)i = 13.0 m/s i Resp. 
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SOLUClON II 

Dlagramas de Impulso y cantidad d« movimiento. Podemos 
obtener (vsh directamente al considerar el sis tenia compuesto del 
dlindro, la cuerda y el disco. Se trazaron los diagramas de impulso 
y cantidad de movimiento para darificar la aplicacidn del princi- 
pio de impulso y cantidad de movimiento angular con respecto al 
punto A, figura 19-7c. 

Principio do Impulso y cantidad da movlmianto angular. Gomo 
w, = 10 rad/s y <05 = 5(v s ) 2 ,tenemos 


camidad de \ 

( C + ) yi movimiento angular + 

del sistema ) A \ 


s? impulso angular 
del sistema 


/ cantidad de \ 

= ( V movimiento angular) 
4(1-2) \ del sistema /42 


( 6 kg)(2 m/s)(0.2 m) + (0.40 kg-m 2 ) (10 rad/s) + (58.86 N)(3 s)(0.2 m) 
= (6kg)(ti a ) 2 (0.2m) + (0.40 kg ■m 2 )[5(v fi ) 2 (0.2 m)] 


(Vb )2 = 13.0 m/s I 


Re/p. 



1 

TP 



_ (fz< 


05 m 


6kg(2m/s) 


f 

58.86 N(3s> 
(c) 

1^. 19-7 (cont) 


6kgfv a ) 2 
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EJEMPLO 19.5 



y 



(b) 

Fig. 19-8 


La prueba de impacto Chaipy se utiliza en la prueba de materials 
para determinar sus caracteristicas de absorcidn de energfa durante 
e! impacto. La prueba se realiza por medio del pdndulo mostrado 
en la figura 19-8a, el cual tiene una masa m, un centro de masa en 
G y un radio de giro k G con respecto a G. Determine la distancia 
rpdel pasador en A al punto P donde el impacto con la muestra S 
debera ocurrir de modo que la fuerza horizontal en el pasador A sea 
esencialmente cero durante el impacto. Para el caiculo, suponga que 
la muestra absorbe toda la energfa cin&ica del p6ndulo adquirida 
mientras cae y de ese modo detiene su oscilacidn cuando e = 0°. 

SOLUClON 

Diagrams de cuerpo llbre. Como se muestra en el diagrama de 
cuerpo fibre, figura 19-8f», las condiciones del problema requieren 
que la fuerza horizontal en A sea cero. Justo antes del impacto, la 
velocidad angular del pdndulo es to, y su centro de masa esta en 
movimiento a la izquierda en (%)i = r<a j. 

Principle de impulso y cantidad de movimiento. Aplicaremos 
d piindpio de impulso y cantidad de movimiento angular con res¬ 
pecto al punto A. Por tanto, 

I A a) t + YM a dt = I A a > 2 

(C+) Ia«>i ~ (^JFdt'jrp = 0 

m{v G )i + 1 jF dt = m(v G ) 2 
( ) —wzfjvwj) + JF dt = 0 

Al eliminar el impulso f Fdty sustituir I A = mkh + mr 2 se obtiene 


[i mk G + mr 2 ]^] — m(r<i}\)rp = 0 


Al factorizar maq y resolver r P , obtenemos 


rp 



Resp. 


NOTA: el punto P, asf definido, se llama centro de percusion. Al 
colocar el punto de impacto P, la fuerza desanollada en el pasa¬ 
dor sera minima. Muchos implementos deportivos, como raquetas, 
palos de golf, etc., se disefian de modo que el choque con el obje- 
to golpeado ocurra en el centro de percusion. En consecuencia, el 
jugador no tendra ninguna sensacidn de “aguijoneo” o de otra indo¬ 
le en su mano (vea ademas los problemas 17-66 y 19-1). 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F19-L La rueda de 60 kg tiene un radio de giro con res¬ 
pecto a su centro O de ko = 300 mm. Si se somete a un 
momento de par de M = (3^) N ■ m, donde t est3 en segun- 
dos, determine su veloddad angular cuando t = 4 s, a par- 
dr del reposo. 



F19-1 


F19-2* La rueda de 300 kg tiene un radio de giro con res¬ 
pecto a su centro O de k Q = 400 mm. Si se somete a un 
momento de par d eM = 300 N ■ m, determine su velocidad 
angular 6 s despu£s de que comienza a rodar del reposo sin 
deslizarse. Ademds, determine la fuerza de friccidn que se 
desarroUa entre la rueda y el suelo. 



F19-2 


F19-3* Si la barra OA de masa insignificante se some¬ 
te al momento de par M = 9 N ■ m, determine la veloci¬ 
dad angular del engrane interne f = 5 s despu£s de que 
comienza a moverse del reposo cuya masa es de 10 kg. El 
radio de giro del engrane con respecto a su centro de masa 
es kA = 100 mm y rueda sobre el engrane externo fijo. El 
movimiento se desarroUa en el piano horizontal. 



F19-4* Los engranes A y B de 10 kg y 50 kg de masa tie- 
nen radios de giro con respecto a sus respectivos centros 
de masa de kA = 80 mm y = 150 mm. Si el engrane A 
se somete a un momento de par M = 10 N ■ m, determi¬ 
ne la velocidad angular del engrane B 5 s despu^s de que 
comienza a girar del reposo. 



M 


F194 

FI9-5* El carrete de 50 kg se somete a una fuerza hori¬ 
zontal P = 150 N. Si rueda sin deslizarse, determine su 
velocidad angular 3 s despu^s de que comienza a rodar del 
reposo. Su radio de giro con respecto a su centro de masa 
es&c = 175 mm. 



F19-6. El carrete pesa 150 lb y su radio de giro con res¬ 
pecto a su centro de gravedad es k G = 1-25 pies. Si se 
somete a un par de torsidn M = 25 lb * pie y comienza a 
rodar del reposo cuando se aplica el par de torsidn, deter¬ 
mine su velocidad angular en 3 segundos. El coeficiente 
de friccidn cinetica entre el carrete y el piano horizontal 
es =015, 


1 pie 



15 pies 


F19-3 


E1SMS 
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PROBLEM AS 


*19-L El cuerpo rfgido (losa) dene una masa m y gira 
con una velocidad angular ta con respecto a un eje que 
pasa por el punto fijo O. Demuestre que los momentos de 
todas las partfrulas que componen el cuerpo pueden ser 
representadas por un solo vector de magnitud mv G y que 
actda en el punto P, liamado centra de percusi&n , el cual 
queda a una distancia = ^h/ r G/o del centro de masa 
G. Aquf k G es el radio de giro del cuerpo, calculado con 
respecto a un eje perpendicular al piano de movimiento y 
que pasa por G. 



Prob. 19-1 


19 


19-2. En un instate dado, el cuerpo dene una cantidad 
de movimiento lineal L = m\ G y una cantidad de movi¬ 
miento angular H G = /^calculado con respecto a su cen¬ 
tro de masa. Demuestre que la canddad de movimiento 
angular del cuerpo calculada con respecto al centro instan- 
t^neo de velocidad cero C/puede expresarse como H a = 
donde I C1 representa el momento de inercia del cuer¬ 
po calculado con respecto al eje instantsneo de velocidad 
cero. Como se muestra, el Cl est$ a una distancia rc/c/del 
centro de masa G. 


19-3. Demuestre que si una losa gira con respecto a un 
eje perpendicular djo a ella que pasa por su centro de masa 
G, la canddad de movimiento angular es la misma cuando 
se calcula con respecto a cualquier otro punto P. 



Proh. 19-3 


*19-4. El piloto de un avidn de reaccidn averiado pudo 
contro larlo al acelerar los dos mo tores. Si el avidn pesa 
17 000 lb y su radio de giro es de k G = 4.7 pies con respecto 
a su centro de masa G, determine su velocidad angular y la 
velocidad de su centro de masa G en t = 5 s si el empuje en 
cada motor se modifica a Tj = 5000 lb y T 2 = #00 lb, como 
se muestra, Originalmente, el avidn volaba en linea recta 
a 1200 pies/s. Ignore los efectos de resistencia al avance y 
la perdida de combustible. 



Pwah. 19-2 


Prob, 19-4 
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*19-5* El ensamble pesa 10 lb y su radio de giro es k G = 
0.6 pie coo respecto a so ceotro de masa G. La energfa 
do6dca del ensamble es de 31 pies * lb cuando est3 en La 
posicidn mostrada. Si rueda en sen Lido contrario al de las 
manecillas del reloj sobre la superficie sin deslizarse, deter¬ 
mine su cantidad de movimiento lineal en este iratante. 



19-6* La Have de impacto se compone de una barra AB 
de 1 kg y 580 mm de largo y de contrapesos cilindricos A 
y B de 20 mm de di^metro y 1 kg de masa. Este eosamble 
gira libremente con respecto a una manivela y un dado, los 
cuales est^n en contacto con la tuerca de La rueda de un 
automdvil. Si a la barra AB se le imprime una velocidad 
angular de 4 rad/sy choca con la m^nsula C de la manivela 
sin rebotar, determine el impulso angular impartido a la 
tuerca. 


19-7* El transbordador especial se encuentra en el “espa- 
do profundo 1 ' donde los efectos de la gravedad pueden ser 
ignorados. Tiene una masa de 120 Mg, un centro de masa 
en G y un radio de giro (k G ) z = 14 m con respecto al eje x. 
Originalmente viaja a v = 3 km/scuando elpiloto enciende 
el motor A que genera un empuje T = 600(1 - e -03 ') kN, 
donde *est£ en segundos. Determine la velocidad angular 
del transbordador 2 s despu£s. 


z 



*19-8* E l cilindro de 50 kg tiene un a velocidad angular de 
30 rad/scuando se pone en contacto con la superficie hori¬ 
zontal en C. Si el coeficiente de friccidn cin£fica es jnc = 
0.2, determine cuinto fiempo le Llevara al cilindro dejar 
de girar. ^Qu6 fuerza se desarrolla en el brazo AB duran¬ 
te este tiempo? El eje que pasa a trav£s del cilindro esti 
conectado a dos eslabones sim^tricos. (Sdlo se muestra el 
AB.) Para el c^lculo, ignore el peso de los eslabones. 




500 mm 


19 


Proh* 19-6 


IRrob* 19-8 
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*19-9* Si la cuerda sa somete a una fuerza horizontal P = 
150 N y La cremallera esti fija an al piano horizontal, deter¬ 
mine la veloddad angular del engrane en 4 $ a partir del 
taposo. La masa del engrane as de 50 kg y su radio da giro 
con respecto a su cantro de masa O as k D = 125 mm. 

19-10* Si la cuerda sa somete a una fuerza horizontal P = 
150 N y al engrane asti sostanido por un pasador fijo en 
O, determine su velocidad angular y la veloddad de la cre- 
mallera da 20 kg an 4 s a partir dal reposo. La masa del 
engrane as de 50 kg y su radio de giro es k 0 = 125 mm. 
Suponga qua la suparficie de contacto entra la cremallera 
y al piano horizontal as lisa. 


75 mm 



Probs, 19-9/10 


19-11* Un motor transmite un par de torsidn M = 
0.05 N * m al centro dal engrane A Determine la velocidad 
angular de cada uno de los tres angranas pequeflos (igua- 
les) 2 s despu^s de qua comienzan a girar desda el reposo. 
Los engranas pequeflos (B) est£n montados por medio de 
un pasador en sus centres y sus masas y radios de giro cen- 
troidalassa dan en la figura. 



*19-12. El volante de 200 lb dene un radio de giro con 
respacto a su cantro de gravedad O de k Q = 0.75 pie. 
Si gira an senddo contrario al de las maned 11 as del reloj 
con una velocidad angular da 1200 rev/min antes de apli- 
car al freno, determine al dampo requerido para que la 
rueda sa detenga cuando sa aplica una fuerza P = 200 lb 
a la palanca. El coafidanta de friccidn cin^dca entre la 
banda y al borda de la ruada as jit* = 0.3 (sugerencia: 
recuarde por su tax to da Est&tita que la relacidn de la 
tension en la banda esta dada por T B = donda p 

es al Angulo de contacto an radianes). 

*19-13* El volante de 200 lb dene un radio de giro con 
respecto a su centro de gravedad O de k Q = 0.75 pie. Si 
gira en senddo contrario al de las manecillas del reloj con 
una velocidad angular de 1200 rev/min antes da aplicar al 
freno, determine la fuerza requerida Pque debe aplicarse 
a la palanca para detener la rueda en 2 $. El coefidente da 
frieddn cindtica antra la banda y al borde da la rueda es 
= 03 (sugerencia* recuarde por su tax to de Estdtica qua 
la relacidn da la tensidn an la banda est£ dada por T B = 
Tce ^ t donda pas el Angulo de contacto en radianes). 



19-14* El disco da 12 kg tiene una velocidad angular de 
to = 20 rad/s Si sa aplica al freno ABC de mode qua la 
magnitud de la fuerza P varie con al tiampo como se mues- 
tra, determine al tiempo requerido para detener el disco. 
El coafidanta de friccidn dnatica an B es jt* = 0.4. Ignore 
el aspesor del freno. 


P 



Pfrob* 19-11 


Frtib* 19-14 
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19*15* La raqueta de tenis de 1.25 lb dene su centre de 
gravedad en Gy un radio de giro con respecto a G de k G = 
0.(25 pie. Determine la posicidn P donde la bola debe ser 
golpeada de modo que no se sienta “ninguna sensacidn de 
aguijoneo” en la mano que sostiene la raqueta, es decir, 
que la fuerza horizontal ejercida por la raqueta en la mano 
sea cero. 



Frab. 19-15 


*19-16* Si el boxeador golpea el costal de 75 kg con un 
impulso de / = 20 N -s, determine la velocidad angular del 
costal inmedia ta me nte despuds de ser golpeado. Tambidn, 
determine la ubicacidn d del punto B , con respecto al cual 
parece girar el costal. Trate el costal como un cilindro uni¬ 
forme. 


*19-17* La bola de boliche de 5 kg es lanzada por la pista 
con un giro inverse de = 10 rad/s y la velocidad de su 
centro de masa O es = 5 m/s. Determine el tiernpo para 
que la bola deje de girar a la inversa, y la velocidad de su 
centro de masa en este instante. El coeficiente de Mccidn 
dndtica entre la bola y el callejdn es ft* = 0.08. 



19-18* Elensamble debarraslisasmostrado esli en reposo 
cuando lo golpea un martillo en j4con un impulso de 10 N *s. 
Determine su velocidad angular y la magnitud de la velo¬ 
cidad de su centro de masa in media tamente despuds de ser 
golpeado. Las barras tienen una masa por unidad de lon- 
gitud de 6 kg/m. 




ftnb* 19-16 


Pttib* 19-18 
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19-19* El volante A dene una masa de 30 kg y un radio 
de giro de k c = 95 mm. El disco B dene una masa de 25 kg, 
esti apoyado en Dpor medio de un pasador y estS acopla- 
do al volante por una banda, la cual est£ somedda a una 
tension de modo que no se deslice en las superficies de 
contacto. Si un motor proporciona un par de torsidn M = 
(17s) N ■ m al volante en senddo contrario al de las maneci- 
Uas del reloj, donde t est£ en segundos, determine la velo- 
ddad angular del disco 3 s despu£s de que se enciende el 
motor. Lnicialmente, el volante est3 en reposo. 


•19-2L Por raaones de seguridad, el poste de soporte de 
20 kg, de una sefializacidn esli diseflado para que se romp a 
con resistencia insignificante en ifeuando el poste se some- 
le al impacto de un automdvil. Suponga que el poste esU 
sujeto en A por medio de on pasador y que puede conside- 
rarse como una barra delgada, determine el impulso que 
el parachoques del automdvil ejerce en 61, si despu6s del 
impacto el poste parece girar en el senddo de las maneci- 
Uasdel reloj a un ingulo miximo de d ^ = 150°. 




*19-20* El volante A de 30 lb dene un radio de giro con res- 
pecto a su centro de 4 pulg, El disco B pesa 50 lb y est£ aco- 
plado al volante por medio de una banda que no se desliza 
en sus superficies de contacto. Si un motor proporciona un 
par de torsidn en senddo contrario al de las manecillas del 
reloj de M = (50/) lb 'pie, donde te st£ en segundos, deter¬ 
mine el tiempo requerido para que el disco alcance una 
velocidad angular de 60 rad/s a partir del reposo. 


19-22* La barra delgada dene una masa m y cuelga del 
extreme A de una cuerda. Si recibe un golpe horizontal 
que le imprime un impulso 1 en su extreme inferior ft, 
determine la ubicacidn v del punto P con respecto al cual 
la barra parece girar durante el impacto. 




Prob* 19-20 


Prob* 19-22 
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19-23* EL disco circular de 25 kg esti montado en una 
borquilla par medio de un eje liso A. El tomillo C se utili¬ 
ze para bloquear el disco en la borquilla. Si gsta se somete 
a un par de torsidn M = (5N *m, donde t est3 en segun- 
dos y el disco est3 desbloqueado, determine la velocidad 
angular de la borquilla cuando / = 3 s, a partir del reposo. 
Ignore la masa de la borquilla. 

*19-24* El disco circular de 25 kg est3 montado en una 
borquilla por medio de un eje liso A. El tomillo Cse utili¬ 
ze para bloquear el disco en la borquilla. Si £sta se somete 
a un par de torsidn M = (5I 2 ) N *m, donde t esii en segun- 
dos y el disco est3 bloqueado, determine la velocidad 
angular de la borquilla cuando t = 3 s, a partir del reposo. 
Ignore la masa de la borquilla. 



*19-25* Si La flecha se somete a un par de torsidn M = 
(15f 2 ) N ‘m, donde t est£ en segundos, determine La veloci¬ 
dad angular del ensamble cuando t = 3 s, a partir del repo¬ 
so. Cada uno de los brazos AB y BC tiene una masa de 
9 kg. 


19-26* El cuerpo y el c ucbardn de u n minicargador pesa n 
2000 lb y su centro de gravedad se encuentra en G. Cada 
una de las cuatro ruedas pesa 100 lb y su radio de giro con 
lespecto a su centro de gravedad es de 1 pie. Si el motor 
proporciona un par de torsidn de M = 100 lb 'pie a cada 
una de Las ruedas traseras mo trices, determine la rapidez 
del minicargador en t = 10 s, a partir del reposo. Las rue¬ 
das giran sin desltzarse. 

19-27* El cuerpo y el cuchardn de un minicargador pesan 
2000 lb y su centro de gravedad se encuentra en G. Cada 
una de las cuatro ruedas pesa 100 lb y su radio de giro con 
tespecto a su centro de gravedad es de 1 pie. Si el minicar¬ 
gador alcanza una velocidad de 20 pies/s en 10 s, a partir 
del reposo, determine el par de torsidn M suministrado a 
cada una de las ruedas traseras motrices, Las ruedas giran 
sin deslizarse. 



Probs* 19-26/27 


*19-28* Cada una de las dos barras tiene una masa m y 
una longitud y descansan sobre el piano horizontal. Si se 
aplica un impulso I a un Angulo de 45° a una de las barras 
en su pun to medio coma se m uestra, determine la veloci¬ 
dad angular de cada barra justo despuSs del impacto. Las 
barras estfln conectadas por medio de un pasador en B f 



19 


Pmh* 19-25 


19-28 
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*19-29* El automdvil choca con on poste de luz, el cual 
estS disefiado para romperse por su base con una resis- 
tencia insignificante. En un video tornado de la colisidn se 
observaque al poste se le imprimid una velocidad angular 
de 60 rad/s cuando AC estaba vertical. El poste dene una 
masa de 175 kg, un centro de masa en G y un radio de giro 
con respecto a un eje perpendicular al piano del poste que 
pasa por G de k G = 2.25 m. Determine el impulse horizon¬ 
tal que el automdvil ejerce en el poste en el instante AC en 
que est£ esencialmente vertical, 


19-31* El satdlite de 200 kg tiene un radio de giro con 
respecto al eje centroidal z de k z = 1,25 m. Inicialmente 
est3 girando a una velocidad angular constante de = 
(1500 k) rev/min. Si los propulsores A y B$e encienden al 
mis mo tiempo y producen un empuje de T = (5*r aif ) kN, 
donde t est£ en segundos, determine la velocidad angular 
del sat^lite cinco segundos despuSs del encendido. 



Proh* 19-29 


19 


19-30* El bastidor del rodillo tiene una masa de 5,5 Mg y 
un centro de masa en G. El rodillo tiene una masa de 2 Mg 
y un radio de giro con respecto a su centro de masa de k A = 
0.45 m. Si se aplica un par de torsidn de M = 600 N * m a 
las rued as traseras, determine la velocidad de la aplana- 
dora en i = 4 s, a partir del reposo. No hay deslizamiento. 
Ignore La masa de las ruedas mo trices. 



*19-32* Si el eje se somete a un par de torsidn de M = 
(30e -aiJ ) N *m, donde t esli en segundos, determine la 
velocidad angular del ensamble cuando t = 5 s, a partir del 
teposo. La placa rectangular tiene una masa de 25 kg. Las 
barras AC y BC tienen la misma masa de 5 kg. 



M = 


I¥ob* 19-30 


Prob* 19-32 
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19.3 Conservacion de la cantidad 
de movimiento 


Conservacion de la cantidad de movimiento lineal. Si 

la suma de todos los impulsos lineales que acttian en un sistema de 
cuerpos rigidos eonectados es cero en una direccibn espedfica, enton- 
ces la cantidad de movimiento lineal del sistema es const ante, o se con- 
serva en esta direccibn, es decir, 



Esta ecuacibn se conoce como la conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento lineal. 

Sin inducir errores apreciabies en los cilculos, la ecuacibn 19-16 
puede ser apiicabfe en una direccibn espedfica a lo largo de la cuai los 
impulsos lineales son mi'nimos o no impulsores. De manera espedfi¬ 
ca, las fuerzas no impulsoras ocurren cuando ftierzas mtnimas acttian 
durante lapsos muy cortos. Aigunos ejemplos son la fuerza de un resor- 
te levemente deformado,Ia fuerza de contacto inidal con suelo blando, 
y en aigunos casos el peso del cuerpo. 

Conservacion de la cantidad de movimiento angular. 

La cantidad de movimiento angular de un sistema de cuerpos rfgidos 
eonectados se conserva con respecto al centro de mas a Gdel sistema, 
ocon respecto a un punto fijo O ,cuando la suma de todos los impulsos 
angulares con respecto a estos puntos es cero o apreciablemente mini¬ 
ma (no impulsores). La teroera de estas ecuaciones, 19-15, se vuelve 
entonces 




(19-17) 


Esta ecuacidn se conoce como la conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento angular. En el caso de un solo cuerpo rigido, la ecuacidn 19-17 
apticada al punto G se vuelve (/g*0i = Per ejemplo, considere 

un clavadista que ejecuta un saito mortal despuds de saitar de un tram- 
polfn. Al juntar sus brazos y piernas al pecho, reduce el momento de 
inercia de su cuerpo y, por tanto, increments su velocidad angular (Iota 
debe ser const ante). Si recobra la posicidn recta justo antes de entrar 
al agua, el momento de inercia de su cuerpo se incrementa, y por tanto 
su velocidad angular se reduce. Como el peso crea un impulso lineal 
durante el tiempo del movimiento, este ejemplo tambidn ilustra edmo 
puede conservarse la cantidad de movimiento angular de un cuerpo 
y aun asi la cantidad de movimiento lineal es no. Tales casos ocurren 
siempre que las fueizas externas que ere an el impulso lineal pasan por 
el centro de masa del cuerpo o por un eje de rotackjn fijo. 
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Procedimiento para el analisis 


La conservacidn de la cantidad de movimiento lineal o angular 

deberfi aplkarse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama da cuerpo libra. 

• Establezca el marco ineitial de referenda x, yy trace el diagra¬ 
ma de cuerpo fibre para el cuerpo o sistema de cuerpos duran¬ 
te el tiempo del impacto. A partir de este diagrama clasifique 
cada una de las fuerzas apficadas como “impulsoras” o “no 
impulsoras”, 

• Por inspeccidn del diagrama de cuerpo fibre, la conservacidn 
de la cantidad de movimiento lineal es vfifida en una direccibn 
dada cuando fuerzas impulsoras no externas actiian en el cuer¬ 
po o sistema en esa diieccibn; mientras que la conservacidn de 
la cantidad de movimiento angular es vglida con respecto a un 
punto fi]o O o en el centro de mas a G de un cuerpo o siste¬ 
ma de cuerpos cuando todas las fuerzas impulsoras externas 
que act dan en el cuerpo o sistema erean un momento cero (o 
impuiso angular cero) con respecto aOoG. 

• Como un procedimiento alternative, trace Eos diagramas de 
impuiso y cantidad de movimiento del cuerpo o sistema de cuer¬ 
pos. Estos diagramas son muy dtiles para visuaiizar los tbrminos 
de “momento” utilizados en la ecuacibn de la conservacidn de 
la cantidad de movimiento angular, cuando se ha decidido que 
los mementos angulaies tienen que calculate con respecto a un 
punto difeiente del centro de masa G del cuerpo. 

Conservacidn do la cantidad de movimiento. 

• Aplique la cantidad de movimiento lineal o angular en las 
direcdones apropiadas. 

Cinematica. 

• Si el movimiento parece ser compficado, los diagramas dnemi- 
ticos (de veloddad) pueden ser dtiles para obtener las relacio- 
nes cincmaticas necesarias. 
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EJEMPLO 19.6 


La rueda de 10 kg que se muestra en la figura 19-9a tiene un mo men - 
to de mercia I G = 0.156 kg ■ m 2 . Stiponga que la rueda no se deslice 
o rebota, determine la veiocidad minima v G que debe tener para 
apenas rodar sobre la obstruccibn en A. 

SOLUClON 

Diagramas de Imputso y cantidad de movimtento. Como no hay 
deslizamiento ni rebote, la rueda en esencia giro alrededor del punto 
A durante el contacto. Esta condicibn se muestra en la figura 19-96, 
la cual indica, respectivamente, la cantidad de movimlento de la 
rueda justo antes del impacto, ios impulses impartidos a la rueda 
durante el impacto y la cantidad de movimiento de la rueda justo 
despues del impacto. Sblo dos impulsos (fuerzas) actfian en la rueda. 
Por oomparacibn, la fuerza en A es mucho mayor que la del peso, 
y como el tiempo del impacto es muy corto, el peso puede conside¬ 
rate como no impulsor. La magnitud y la direccibn 6 de la fueiza 
imputeora F en A se desconocen. Para eliminar esta fuerza del ana¬ 
lysis, observe que la cantidad de movimiento angular con respecto a 
A en esencia se conserva puesto que (98.1Af)rf « 0. 

Conservacion de Ea cantidad de movimiento angular. Con refe¬ 
renda a la figura 19-96, 

(C +) {H A ) i = (H a ) 2 

r'm(vo)i + Ig<o i = rm(voh + la® 2 
(0.2 m - 0.03 m)(10 kg)(» c )i + (0.156 kg-m 2 )( Wl ) = 

(0.2 m)(10 kg)(tte) 2 + (0.156 kg- m 2 )^) 

Cinematica. Como no hay deslizamiento, en general = V G /r = 
va/0.2 m = 5v a . Al sustituir esta expresibn en la ecuacibn anterior 
y simplificar, obtenemos 

(v G ) 2 = 0.8921 (v G )! (1) 

Conservadon de la energla.* Para que ruede sobre la obstruc¬ 
cibn, la rueda debe pasar a la posicibn 3 que se muestra en la figura 
1 9-9c. Por consiguiente, si (u G )2 [o (v G )i] tiene que ser minima, es 
necesario que la energfa cinbtica de la rueda en la posicibn 2 sea 
igual a la energia potencial en la posicibn 3. Si colocamos el piano 
de referenda a trav6s del centre de gravedad, como se muestra en 
la figura, y aplicamos la ecuadbn de la conservacibn de la energia, 
tenemos 

{ T 2 } + {V 2 } = {7 3 } + {V 3 } 

g(10kg)(uc)i +i{0.156 kg-m 2 )^} + {0} = 

{0} + {(98.1 N)(0.03 m)} 

At sustituir u >2 — 5(VG)iy la ecuacidn 1 en esta ecuackin y resolver, 



f = (02 - 0.03) m 

+ 





(b) 


Plano de / 


referenda 


(vg)i = 0.729 m/s ■ 


Resp* 



*Este principio no es aplicabte durante el impacto s puesto que se pterde energfa 
durante la coJisidm Sin embargo, justo despuds del impacto, como en la figura 19^9c* 
s i puede utilizarse. 
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EJEMPLO 19.7 


W- 


v B = 400 m/s 


B 


30", 




035 m 


025 m 


w 


■n— 



Fig. 19-10 


La barra delgada de 5 kg que se muestra en la figura 19-10« estfi 
sujeta per medio de un pasador en O e inicialmente estfi en reposo. 
S se dispara una bala de 4g hacia la barra con una velocidad de 400 
m/s, como se muestra en la figura, determine la velocidad angular de 
la barra justo despuds de que la bala se incrusta en elia. 

soluciOn 


Diagramas d« Impulse y cantidad de movimiento. El impulse 
que la bala ejerce en la barra puede eliminarse del anfilisis y la veloci¬ 
dad angular de la barra justo despuds del impacto puede determinarse 
considerando la bala y (a barra oomo un solo sistema. Para aclarar los 
principios implicados, los diagramas de impulso y cantidad de movi¬ 
miento se muestran en la figura 19-106. Los diagramas de cantidad de 
movimiento se trazan justo antes y justo despues del impacto. Durante 
el impacto, la bala y la barra ejercen impulsos internos iguales pern 
opuestos en A. Como se muestra en el diagrams de impulso, los 
impulsos que son extemos al sistema se deben a las teacciones en O 
y a los pesos de la bala y la barra. Como el tiempo del impacto. At, 
es muy corto, la barra se mueve s61o una pequefla cantidad, y por 
tanto los “momentos” de los impulsos creados por el peso con res- 
pecto al punto O en esenda son cero. Por consiguiente la cantidad de 
movimiento angular con respecto a este punto se conserva. 




Con$ervad6n de la cantidad de movimiento angular. Segtin la 
figura 19-106, tenemos 

(C+) 2(H 0 )i = S(// 0 ) 2 

mB(wg)icos 30°(0.75 m) = wjb(i>b) 2 (0.75 m) +/n fl (v G ) 2 (0.5 m) + I G a >2 
(0.004 kg)(400 cos 30° m/s)(0.75 m) = 

(0.004kg)(ng) 2 (0.75 m) + (5kg)(v G ) 2 (0.5 m) + [&5kg)(l m) 2 ]^ 


1.039 = 0.003(t)g) 2 + 2.50 (Wg) 2 + 0.4167« 2 (1) 

Cinematka. Como la barra estfi sujeta por medio de un pasador 
en O, de acuerdo con la figura 19-10c tenemos 

(%) 2 = (0-5 m)tth (v B ) 2 = (0.75 m)^ 

Si sustituimos en la ecuacidn 1 y resolvemos, obtenemos 

ah = 0.623 rad/s !> Resp. 
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* 19.4 Impacto excentrico 


<?V 




Los conceptos quo implican el impacto central y obficuo de parKculas se 
presentaron en la seccidn 15.4. Ahora ampliaremos este tratamiento y 
analizaremos el impacto excentrico de dos cuerpos. El impacto excentrico 
ocurre cuando la Ifnea que conecta los centros de masa de los dos cuerpos 
no coincide con la li'nea de impacto.* Este tipo de impacto suele octirrir 
cuando uno o los dos cuerpos estdn limitados a girar alrededor de un eje 
fijo. Considere, por ejemplo, la colistdn en C entre los cuerpos Ay B, que 
se muestra en la figura 19-11«. Se supone que justo antes de la colisidn 
B gira en sentido contrario ai de las manedIIas del reloj a una velocidad 
angular (&> e )i y que la velocidad del punto de contacto C iocalizado en 
A es (iiyi)j. Los diagramas cinemiticos de ambos cuerpos justo antes de 
la colisidn se muestran enla figura 19-116. Siempre que los cuerpos sean 
uniformes, las fuerzas impulsoras que ejercen entre el los estdi dirigidas 
a lo largo de la Knea de impacto. Por consiguiente, el componente de la 
velocidad del punto C en el cuerpo B, el cual esta dirigido a lo largo de 
la Knea de impacto, es = (ds)ir, figura 19-116. Asimismo, en el 
cuerpo A el componente de la velocidad (u^)j a lo largo de la Knea de 
impacto es (v^)i. Para que la colisidn ocurra (tu)i > (ts)i- 

Durante el impacto se ejeroe una fuerza impulsora igual pero opuesta 
P entre los cuerpos, la cual los deforma en el punto de contacto. El impul¬ 
se resuftante se muestra en los diagramas de impulso de ambos cuerpos, 
figura 19-1 lc. Observe que la fuerza impulsora en el punto C del cuerpo 
que gira crea reacdones impulsoras en el pasador en O. En estos diagra¬ 
mas se supone que el impacto crea fuerzas que son mucho mgs grandes 
que los pesos no impulsores de los cuerpos, los euales no se muestran. 
Cuando la deform addn en el punto C es maxi ma, C en ambos cuerpos 
se mueve con una veloddad oomun v a lo largo de la Knea de impacto, 
figura 19-1 Id. Ocurre entonces un periodo de restitution durante el cual 
los cuerpos tienden a recuperar sus formas originales. La fase de resti- 
tuddn crea una fuerza impulsora igual pero opuesta R que aettia entre 
los cuerpos como se muestra en el diagrama de impulso, figura 19-lle. 
Despuds de la restituddn los cuerpos se apart an de modo que el punto 
C en el cuerpo B tiene una veloddad (ynh y el punto C en el cuerpo A 
dene una veloddad (u^, figura 19-11/, donde (v B ) 2 > (v A ) 2 . 

En general, un problema que implica el impacto de dos cuerpos 
requiere determinar las dos incognitas (v A ) 2 y (t'ah; suponemos que 
(t^)i y (v s ), son conoddas (o que pueden determinate con cinema- 
tica, mdtodos de energfa, ecuadones de movimiento, etedtera). Para 
resolver problemas oomo dsos deben escribirae dos ecuadones. Por lo 
general, la primera eemcion implica la aplicacidn de la conservacidn de 
la cantidad de movimiento angular a los dos cuerpos. En el caso de los 
dos cuerpos A y B, podemos formular que la cantidad de movimiento 
angular se conserva con respecto al punto O puesto que los impulsos en 
Cson internos al sistema y los impulsos en O crean un momento cero (o 
impulso angular cero) con respecto a O. La segundaecuacidn se obtiene 
por la definicidn del coeficiente de restitution, e, el cual es la relacidn 
del impulso de restitucidn al impulso de deformacidn. 



IJnea 

de impacto 
B 

Plano de impacto 
(a) 

Fig, 19-11 



*Cuaudo estas line as coincident ocurre el impacto central y el problema puede ana- Heaqtri un ejemplo de impacto excentrico que 

lizarse como se vio en la seccidn 15.4, ocurre entre esta bola de boliehe y el pino. 
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Sin embargo, es import ante tener en enema que este analisis tiene solo 
una aplicacion muy limitada en ingenieria, porque se encontro que los 
valores de e en este caso son muy sensibles al material, la geometna y la 
velocidad de coda uno de los cuerpos que chocan. Para estabfeeer una 
forma tidl de la ecuacidn del ooeficieme derestitucidn primero debemos 
apBcar el principio de impulso y cantidad de movimiento angular con 
mspecto al punto O a los cuerpos By A por separado. Al combiner los 
resultados, obtenemos entonces la ecuaciOn necesaria.Procediendode 
esta manera, el principio de impulso y cantidad de movimiento apBeado 
al cuerpo Sdesde el instante jus to antes de la colfeidn hasta el instante 
de maxima deformacidn,figures 19-llb, 19-llcy 19-ll<f,$e vuelve 



(C +) IoM l + rjpdt = I 0 a> (19-18) 

Donde lo&> el momento de inercia del cuerpo Scon respecto al punto 
O. Asimismo, al aplicar el principio de impulso y cantidad de movimien¬ 
to angular desde el instante de maxima deformaddn hasta el instante 
justo despuds del impacto,figures 19-lld,19-lley 19-11/, obtenemos 

(C +) Ioa> + r fRdt = bMl (19-19) 


c 

Velocidad despufis 
de la colisidn 

(0 

Fig. 19<11 (cant.) 



Si resolvemos las ecuaciones 19-18 y 19-19 para f Pdty f R dt, res- 
pectivamente, y formulamos e, tenemos 


/ 


/ 


R dt 


P dt 


r(^s)l ~ ren _ {Vb)i - V 
rm - r{<a B )i V - (v B )i 


e = 






Del mismo modo, podemos escribir una ecuacidn qtie relaciona las 
magnitudes de las velocidades (t^)i y (vaH del cuerpo A. El resul- 
tado es 


19.4 
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v - {va)i 
(Va)i - V 


At combiner las dos ecuaciones anteriores y eliminar la velocidad 
comtin use obtiene el result ado deseado, es decir. 


(+/) 


(hflh ~ {^Ah 
(tU)l - (u B )i 


(19-20) 


Esta ecuacidn es iddntica a la ecu acid n 15-11, la cual se derivd para el 
impacto central entre dos partfcufas. Establece que el coeficiente de 
restitucidn es igual a la ret acid n de la vetocidad relativa de separation 
de tos puntos de contacto (C) justo despues del impacto a la veloci- 
dad relativa a la cual tos puntos se aproximan entre si justo antes del 
impacto. Al derivar esta ecuacidn supusimos que los puntos de con¬ 
tacto de ambos cuerpos se movieron hacia arriba y a la derecha tanto 
antes como despues del impacto. Si el movimiento de cualquiera de los 
puntos en contacto ocurre hacia abajo y a la izquierda, la velocidad 
de este punto deberi considerarse como una canddad negativa en la 
ecu acid n 19-20. 



Muchas columnas de sehales de carre ter a se disehan para que se rompan durante 
un impacto en sus apoyos y colapsen con facilidad en sus articulaciones- Esto se 
muestra por medio de las conexiones ranuradas en su base y las rupturas a la mitad 
de la columna. 
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EJEMPLO 19.8 


30 pies/s 

© 

B 


15 pies 


15 pies 


(a) 



La barra de 10 lb esti colgada del pasadot en A, figura 19-12«. Si se 
lanza una boia B de 2 lb contra la barra y choca con su centro a una 
veloddad de 30 pies/s, determine la veloddad angular de la barra justo 
despuds del impacto. El coefidente de restitudbn es e = 0.4. 


soluciOn 

Conservadon de la eantldad de movfmlento angular. Cbnsi- 
dere la bola y la barra como tm sistema, figura 19-12£>. La cantidad 
de movimiento angular se conserva con respecto al punto A puesto 
que la fuerza impulsora entre la barra y la bola es interna. Ademis, 
tos pesos de la bola y la barra son no impulsores. Si observamos las 
direcdones de las velocidades de la bola y la barra justo despufe del 
impacto, como se muestra en el diagrama dnemitico, figura 19-12c, 
iequerimos 


<C+) (Ha)i = (H a ) 2 

«iB(Vfi)i(1.5pies) = n7 B (v B ) 2 (1.5pies) + /w ft (vc)2(1.5 pies) + I G <oi 


(s^^) (30pira/s)(upies| ' G^tf) t ’’ I,wt5ples) 


: pies/s 2 

10 lb 


(— 10 lb 1.5 pies) + [— (— 10 - . V 3 pies) 2 1^2 

^32.2pies/sV^ cm F ’ Ll2\32.2 pies/s 2 / " > \ 1 


Como ( v G )i = 1.5^entonces 


2.795 = 0.09317(d b )2 + 0.9317^ (1) 


Coe fide rite de restltuddn. Con referenda a la figura 19-12c, 
tenemos 


A 

v!U 


(v B )i = 30 pies/s 


B 


(*Bh 


t&2_ 


1-5 pies 




(C> 

Kg. 19-12 


_ (Vch ~ (yah (1.5 pies)a >2 - {v B )i 

g {%)i - (%)i ' 30 pies/s-0 

12.0 = 1.5<W2 — (Wb)2 

Al resolver, 


(vb) 2 = -6.52 pies/s = 6.52 pies/s 
(^2 = 3.65 rad/s !> 


Resp . 
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PROBLEMAS 


*19-33* El gimnasta de 75 kg se suelta de la barra hori¬ 
zontal en una posicidn totalmente estirada A, y gira a una 
velocidad Aguiar de to A = 3 rad/s. Estime su velocidad 
angular cuando asuma una posicidn apretada B.Considere 
al gimnasta en las posiciones A y B como una barra delga- 
da uniforme y un disco uniforme, respectivamente. 



Prt lb* 19-33 


19-34* Un hombre de 75 kg se para en la tornamesa A y 
hace girar una barra delgada de 6 kg sobre su cabeza. Si La 
velocidad angular de la barra es (o r = 5 rad/s medida con 
tespecto al hombre y se ve que la tornamesa est£ girando 
en la direccidn opuesta con una velocidad angular de = 
3 rad/s> determine el radio de giro del hombre con respec¬ 
ts al eje z - Considere la tornamesa como un disco delgado 
de 300 mm de radio y 5 kg de masa. 



19-35* Una plataforma circular horizontal pesa 300 lb y 
su radio de giro es de k £ = 8 pies con respecto al eje z 
que pasa por su centra O. La plataforma gira libremente 
alrededor del eje z e inicialmente est3 en reposo. Un hom¬ 
bre que pesa 150 lb comienza a correr a lo largo del borde 
en una trayectoria circular de 10 pies de radio. Si mantie- 
ne una rapidez de 4 pies/s con respecto a la plataforma, 
determine la velocidad angular de La plataforma. Ignore 
La Mccidn. 



*19-36* Una plataforma circular horizontal pesa 300 lb 
y su radio de giro es k z = 8 pies con respecto al eje z que 
pasa por su centra O. La plataforma gira libremente alre¬ 
dedor del eje z e inicialmente est£ en reposo. Un hombre 
que pesa 150 lb lanza un bloque de 15 lb desde el borde 
de la plataforma con una velocidad horizontal de 5 pies/s, 
medida con respecto a In. plataforma. Determine la velo¬ 
cidad angular de La plataforma si el bloque se Lanza (a) 
langente a la plataforma, a Lo largo del eje +t y (b) hacia 
fuera a lo largo de una Ifnea radial, o eje +», Ignore la esta- 
tura del hombre. 


z 



Prob* 19-34 


Prab* 19-36 
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*19-37* El hombre se sienta en la silla giratoria y sosdene 
dos pesas de 5 lb coo sus brazos extendidos. Si se pooe 
a girar a 3 rad/s en esta posicidn, determine su velocidad 
angular cuando las pesas son atrafdas y se mantienen a 
0.3 pie del eje de rotacidn. Suponga que 61 pesa 160 lb y 
que dene un radio de k t = 0.55 pie con respecto al eje z. 
Ignore la masa de sus brazos y el tamafio de las pesas en 
el c&lculo. 


19-39* Un hombre de 150 lb salta de la plataforma con 
una velocidad de v m / p = 5 pies/s, con respecto a la plata¬ 
forma. Determine La velocidad angular de la plataforma. 
Inicialmente el hombre y la plataforma estin en reposo. 
La plataforma pesa 300 lb y puede ser tratada como un 
disco uniforme. 



3 rad/s 



= 5 pies/s 


IVob* 19-39 


Pmb* 19-37 


19-38* El cuerpo C del sat61ite dene una masa de 200 kg 
y un radio de giro con respecto al eje z de k z = 0.2 m. Si 
el satdlite gira alrededor del eje z con una velocidad angu¬ 
lar de 5 rev/s, cuando los paneles solares Ay B est£n en 
una position de 0 =0', determine la velocidad angular del 
satdlite cuando los paneles solares giran a una posiddn de 
6 = 90°. Considere que cada panel solar es una placa del- 
gada de 30 kg de masa. Ignore La masa de Las barras. 


*19-40* La plataforma de 150 kg puede ser considerada 
como un disco. Dos hombres, A y B, de 60 kg y 75 kg de 
masa, respectivamente, se paran en la plataforma cuando 
esta en reposo. Si comienzan a caminar alrededor de las 
trayectorias circulares con velocidades de Va/ p = 1.5 m/s y 
Vb/p = 2 m/s, medidas con respecto a la plataforma, deter¬ 
mine la velocidad angular de 6sta. 



Prob* 19-38 


Ftob* 19-40 
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*1941. Dos niflos A y B f cad a uno de 30 kg de masa, se 
sientan en el horde del carrusel que gira a & = 2 rad/s. Si 
se exduyen los niflos, el carrusel dene una masa de 180 kg 
y un radio de giro de k z = 0.6 in. Determine la veloddad 
angular del carrusel si A salta had a fuera horizon talmen- 
te en la diretcidn -n con una rapidez de 2 m/s, medida 
con respecto al carrusel. ^Cu£l es la veloddad angular del 
carrusel si B luego salta horizontalmente en la direccidn 
—t con una rapidez de 2 m/s, medida con respecto al carru¬ 
sel? Ignore la friccidn y la estatura de cada nifio. 


z b 



to - 2 rad/s 


Fmh. 19-41 


19-42* Una placa cuadrada delgada de masa m gira sobre 
la superficie lisa a una veloddad angular ta t . Determine su 
nueva veloddad angular justo despots de que el gancho 
en su esquina choca con la clavija P y la placa comienza a 
girar con respecto a P sin rebotar. 


19-43* Una bo la de 8 kg de masa que dene una veloddad 
initial de ftj = 0.2 m/s rueda sobre una depresidn de 30 mm 
de largo. Suponga que la bola rueda sobre los hordes de 
contacto, primero A, y luego B } sin deslizarse, y determine 
su veloddad final v 3 cuando Uega al otro lado. 





fVob* 19-43 


*19-44. El aro delgado de 15 kg golpea con un escaltin de 
20 mm de alto. Determine la veloddad angular minima ajj 
que el aro puede tener de modo que apenas ruede sobre el 
escaldn en A sin deslizarse. 




mm 


Frob* 19-42 


Prob* 1944 
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•19*45* El poste uniforme tiene una masa de 15 kg y se 
cae del reposo cuando d = W. Cboca con el borde en A 
cuando d = 60°. Si el poste comienza entonces a girar con 
tespecto a este punto despite del contacto, determine su 
velocidad angular justo despu^sdel impacto. Suponga que 
el poste no se desliza en B alcaer hasta que cboca con A. 



Prob* 19-45 


19*46* El bloque de 10 lb se desliza sobre una superficie 
lisa cuando la esquina D golpea el bloque S, Determine 
la velocidad minima v que el bloque debera tener para 
que se vuelque sobre su costado y quede en la posi- 
cidn que se muestra. Ignore el tamafio de S. Sugerenctit: 
durante el impacto considere que el peso del bloque es 
no impulsor. 


19-47* H bianco es un disco circular delgado de 5 kg que 
puede girar libremente alrededor del eje z ■ U na bala de 25 g, 
que viaja a 600 m/s impacta el bianco en A y se incrusta en 
£1. Determine la velocidad angular del bianco despu£s del 
impacto. En principle est$ en reposo. 


z 



Prob* 19*47 


*19-48* Una masa de plastilina D de 2 kg cboca con 
un tabldn uniforme ABC de 10 kg con una velocidad de 
10 m/s. Si la plastilina permanece adherida al tabldn, 
determine el Angulo m£ximo 6 de oscilacidn ante de que 
el tabldn se detenga momentAneamente. Ignore el tamafio 
de la plastilina. 




IVob* 1946 


Prob* 1948 
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•19*49* Una barra delgada uniforme AB de 6 kg recibe una 
leve perturbacidn horizontal cuando esta en posicidn verti¬ 
cal y gira con respecto a B sin deslizarse. Posteriormente, 
choca con el escaldn en C. El impacto es perfectamente 
pl^stico de modo que la barra gira con respecto a C sin desli¬ 
zarse despues del impacto. Determine su velocidad angular 
cuando esta en la posicidn horizontal que se muestra. 


A 



19-50* El tabldn rfgido de 30 lb es golpeado por la cabeza 
del martillo H de 15 lb. Justo antes del impacto, el marti- 
Uo se sujeta holgadamente y tiene una velocidad vertical 
de 75 pies/s. Si el coeficiente de restitucidn entre la cabe¬ 
za del mariillo y el tabldn es e = 0.5, determine la altu- 
ra maxima alcanzada por el bloque D de 50 lb. El bloque 
puede deslizarse libremente a lo largo de las dos barras 
guia verticales. El tabldn inicialmente esta en una posicidn 
horizontal. 


19-51. El disco tiene una masa de 15 kg. Si se sueita desde 
el reposo cuando 6 = 30°, determine el Angulo m^ximo d 
de rebote despuds de que choca con la pared. El coefi- 
dente de restitucidn entre el disco y la pared es e = 0.6. 
Cbando & = 0°, el disco apenas toca la pared. Ignore la 
friccidn en el pasador C. 



*19-52. El centro de masa de la bola de 3 lb tiene una 
velocidad de (v G )i = 6 pies/s cuando choca con el extremo 
de la barra delgada uniforme de 5 lb, la cual estd en repo¬ 
so. Determine la velocidad angular de la barra con respec- 
to al eje z despuds del impacto sic = 0.8. 



05 pie 



Prob* 19-50 


Prob* 19-52 
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*19-53* La campana de 300 lb estA en repose en la posi- 
cidn vertical antes de ser golpeada por una viga de made- 
ra de 75 lb colgada de dos cuerdas de igual longitud. Si la 
viga se suelta del reposo a & = 45°, determine la velocidad 
angular de la campana y la velocidad de la viga inmedia- 
tamente despuds del impacto. El coeficiente de restitution 
entre la campana y la viga es e = 0.6. El centre de grave- 
dad de la campana se encuentra en el punto G y su radio 
de giro con respecto a G es k G = 1.5 pies. 



19-54* La barra AB de 4 lb cuelga en posicidn vertical. 
Un bloque de 2 lb, que se desliza sobre una superfieie 
horizontal lisa con una velocidad de 12 pies/s, choca con la 
barra en su extremo if. Determine la velocidad del bloque 
inmedia tamente despuds de la colisidn. El coeficiente de 
restitution entre el bloque y la barra en B es e = 0.8. 


19-55* El pdndulo consta de una esfera de 10 lb y una 
barra de 4 lb. Si se suelta desde el reposo cuando B = 90°, 
determine el Angulo B del rebote despuds de que la esfera 
choca con el suelo. Considere e = 0.8, 



*19-56* La bola sdlida de masa m se deja caer con una 
velocidad vj sobre el borde del escaldn. Si rebota horizon- 
talmente del escaldn con una velocidad v 2 , determine el 
Angulo B al cual ocurre el contacto. Suponga que no hay 
deslizamiento cuando la bola choca con el escaldn. El 
coeficiente de restitucidn ese. 



Prob* 19-54 


Ftob* 19-56 
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PROBLENIAS CONCEPTUALES 


P19-L La aplanadora de derra avanza a una velocidad 
constante al suministrar potencia a las ruedas traseras. 
Use datos num£ricos apropiados para las ruedas, el rodillo 
y el cuerpo y calcule la canddad de movimiento angular de 
este sistema con respecto al punto A en el suelo, el punto 
Ben el eje trasero y el punto G, el centro de gravedad del 
sistema. 



P19-1 


P19-2* El puente levadizo se abre y cierra con un giro 
de 90° por medio de un motor localizado debajo del cen¬ 
tro de la plataforma en A que aplica un par de torsidn M 
al puente. Si 6ste estuviera sostenido por su extremo B , 
^abriria con el mismo par el puente en el mismo dempo, 
o abrirla mis lento o mis ripido? Explique su respuesta 
por medio de valores num£ricos y un anilisis del impulse 
y canddad de movimiento. Tambiin, ^cuilesson losbene- 
ficios de que el puente tenga un peralte variable como se 
muestra? 



P19-3. ^Por qu6 es necesario que las aspas del rotor 
de cola B del heliedptero giren perpendiculares a las 
aspas del rotor principal Al Explique su respuesta por 
medio de valores num^dcosy un anilisis del impulse y 
canddad de movimiento. 



P19-3 


P19-4. El juego mecinico de un parque de diversiones 
se compone de dos gdndolas A y By dos contrapesos C y 
D que oscilan en direcciones opuestas. Con dimensiones 
y masa realistas, calcule la canddad de movimiento angu¬ 
lar de este sistema en cualquier posicidn angular de las 
gdndolas. Explique por medio de un anilisis por qui es 
una buena idea disefiar este sistema con contrapesos con 
cada gdndola. 



P19-2 


P19«4 
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REPASO DEL CAPfTULO 


Can fid act de movimiento lined] 
y angular 

La cantidad de movimiento lineal y 
angular de un cuerpo rfgido puede 
ser referida a su cento de masa G. 

Si se tiene que determinar la can- 
tidad de movimiento angular con 
respecto a un eje diferente del que 
pasa por el cento de masa, entonces 
la cantidad de movimiento angular 
se determina por La suma del vector 
H q y el momento del vector L con 
respecto a este eje. 



Trasladdn 


L = mv G 

H a^Ioto 




Rotacidn respecto de un eje fijo 



Movimiento piano general 


L = mvc 


L = mv G 


H g = 0 


Hq — I G to 


H a = (mv G )d 


H 0 — Iq(o 


L = mv G 
Hq = I G (i> 

Hj 4 = I G (o + ( mv G )d 


P Fine ip in de impukt y cantidad 
de movimiento 

Los principios de impulso y canti¬ 
dad de movimiento lineal y angular 
se utilizan para resolver problemas 
que implican fuerza, velocidad y 
tiempo. Antes de aplicar estas ecua- 
ciones, es importante establecer el 
sistema de coordenadas inerdal x 5 
y, z. Tambi£n se deber£ trazar el 
diagrama de cuerpo libre del cuer¬ 
po con todas las fuerzas y momentos 
de par que producen impulses en el 
cuerpo. 


"»(%r)i + 2 f F T dt = m{v Gl h 
Jh 

+ 2 f F y dt = m(v Gy ) 2 


I G (ti | + 2 / M g dt — l G <\>2 

if, 
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Gonseriackin de la cantidad 
de movimiento 

Siempre qua la suma de los impul¬ 
ses lineales que ftcttian en un siste- 
ma de cuerpos rfgidos conectados 
es cero en una direction particular, 
ententes la cantidad de movimiento 
line a l del sistema se conserva en esta 
direction. La conservation de la can¬ 
tidad de movimiento angular ocurre 
si los impulses pasan a trav& de un 
eje o son paralelos a 01, TambiOn se 
conserva la cantidad de movimiento 
si las fuerzas externas son pequeflas 
y crean fuerzas no impulsoras en 
el sistema. Un diagrama de cuerpo 
libre deberO acompafiar cualquier 
aplicaciOn para clasificar las fuerzas 
como impulsoras o no impulsoras y 
para determinar un eje con respecto 
al tual la canddad de movimiento 
angular puede conservarse. 

( cantidad de \ / cantidad de \ 

V movimiento lineal J = V movimiento lineal ) 
del sistema )\ del sistema Ji 

/ cantidad de \ f canddad de \ 

( y movimiento angular = V movimiento angular) 

V del sistema Jo i V del sistema J 02 

Impacto excOntrieo 

Si la Ifnea de impacto no coincide 
con La Ifnea que conecta los centres 
de masa de dos cuerpos que chocan, 
en toners ocurrira un impacto excOn- 
trico. Si se ha de determinar el movi¬ 
miento de los cuerpos justo despuOs 
del impacto, ententes es necesario 
considerar una ecuaciOn de conser¬ 
vation de canddad de movimiento 
para el sistema y utilizer la ecuaciOn 
del coeficiente de resdtucidn. 

rH 

* — s 

't. ft 

& S* 

--" W 

1 1 

£ £ 

II 








Cinematica y cinetica 
plana de un cuerpo 
rigido 


Habiendo present ado los diversos temas de cinematica y cindtica 
plana en los capftulos 16 a 19, ahora resumiremos estos principios y 
daremos la oportunidad de aplicarlos a ia soluddn de varios tipos de 
problemas. 

Cinematics. Aqul nos interesa estndiar la geometn'a del movi- 
miento, sin hacer caso de las fuereas que lo provocan. Antes de resol¬ 
ver un problem a de cinem&tica plana, primero es necesario dasificar 
d movimiento como de traslacidn rectiltnea o curviHnea, de rotacidn 
alrededor de un eje fijo o como movimiento piano general. En particu¬ 
lar, los problemas que impBcan movimiento piano general se resuefven 
con referenda a un eje fijo (an ails is de movimiento absoluto) o por 
marcos de referenda trasladantes o rotatorios (andisis de movimiento 
relativo). La opddn en general depende del tiempo de restricdones y 
de la geometn'a del problema. En todos los casos, la apticacidn de las 
ecuaciones necesarias se aclara eon el trazado de un diagrams dnemi- 
tico. Recuerde que la vebcidad de un punto siempre es tangente a la 
trayectoria de su movimiento y la acelemcion puede tener componen- 
tes en las direcciones n-t cuando la trayectoria es curva. 

Traslacion. Cuando el cuerpo se mueve con traslacidn rectiMnea o 
curvilfnea, todos sus punt os tienen el mismo movimiento. 


va = v A a B = a A 
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Rotation respecto de un eje fijo. Movimiento angular. 

Acekracion angular variable . Siempre que se d£ una relacidn mate- 
matica entre cualquiera de dos de las cuatro variables, 6, at, ay t.enton- 
ces puede determinate una tercera variable ai resolver una de las 
siguientes ecuaciones, las cuales se refieren a las tres variables. 

d6 da) 

at = —— a = —— add = at dot 

dt dt 

Acekracidn angular constant*. Las siguientes ecuaciones son apfi- 
cables cuando es cbsolutamente cierto que la aceleraddn angular es 
constante. 


0 = % + + \a t jt 1 a> = Wq + a c t aP = aft + 2a c {8 - 

Movimiento del punto P. Con o> y a determinadas, el movimien¬ 
to del punto P puede especificarse con las siguientes ecuaciones vecto- 
riales o escaiares. 

V = o)r v = to X r 

a t = ar a n = ti) 2 r a = a X r — uPr 

Movimiento piano general-analisis de movimiento relativo. 

Recuerde que cuando se colocan ejes trasladantes en el “punto base” 
A, ef movimiento relativo del punto Scon respecto a A es simpiemente 
movimiento circular de B con respecto a A. Las siguientes ecuaciones 
son apticabtes a los dos puntos Ay B localizados en el mismo cuerpo 
rigido. 


vb = v A + v B/A = v A + ta X r b/a 

a s = a A + si s/A = a A + aX t B/A ~ aPt B /A 

Con frecuencia se utilizan ejes rotatorios y trasladantes para analizar 
el movimiento de cuerpos rigidos conectados entre si por collarines o 
bloques conedizos. 


v B = y a + n X r B/A + 

ag = a>i + H X rg/ A + fl X (fl X rg/ A ) + 2fl X (va/^)^ + (Ua/A)iyi 

Cinetica. Para analizar las fuerzas que piovocan el movimien¬ 
to debemos utilizar los principios de cinetica. Cuando se aplican las 
ecuaciones necesarias, es importante establecer primero el sistema de 
coordenadas inercial y definir las direcciones positivas de los ejes. Las 
direcciones debergn ser las mismas que las seleccionadas cuando se 
escribe cualquiera de las ecuaciones de cinemfitica si llega a ser nece- 
saria una solucion simultdnea. 

Ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones se utilizan para 
determinar los movimientos acelerados o las fuerzas que provocan 
el movimiento. Si se utilizan para determinar la posicidn, velocidad 
oel tiempo del movimiento, entonces se tenditf que considerar la cine- 
m&tica para comptetar la solucidn. Antes de aplicar las ecuaciones de 
movimiento, siempre trace un diagrama de cuerpo litre para identificar 
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todas las fuerzas que actuan en el cuerpo. Ademfis, establezca las 
direcciones de la aceleracidn del centro de masa y la aceleracidn angu¬ 
lar del cuerpo. (Tambidn puede trazarse un diagrama cindtico para 
representar ma c e l G a grificamente. Este diagrama es en particular 
conveniente para descomponer mac- en componentes y para identifi- 
car los tdrminos en la suma de momentos 
Las tres ecuaciones de movimiento son 

'2F X = m(ao) * 

SFj, = 

SM C = lea o ZM P = 2(M k )p 

En particular, si el cuerpo est4 en movimiento giratorio respecto de un 
eje fijo, los momentos tambidn pueden sumaise con respecto al punto 
O en el eje, en cuyo caso 


— Ifjfit 


Trabajo y energi'a. La ecuacion de trabajo y energia se udlizapara 
resolver problemas que implican fuerza, velocidad y desplazamiento. 
Antes de aplicar esta ecuacidn, sempre trace un diagrama de cuerpo libre 
del cuerpo para identificar las fuerzas que realizan trabajo. Recuerde 
que la energt'a cindtica del cuerpo se debe al movimiento de trasfacidn 
del centro de masa, v c ,y al movimiento de rot acid n del cuerpo, to. 

7j + = T 2 


donde 


T = 2 "*t>G + 2 h^ 2 

Up = f F cos 0 ds 
Uf c = /vcosfl(s2 - $i) 
U w = -W Ay 
U s = - (2*52 - 2^Jl) 
U M = 


(fuerza variable) 

(fuerza constante) 

(peso) 

(resorte) 

(momento de par constante) 


Si las fuerzas que actuan en el cuerpo son fuerzas conservadoras, 
entonces aplicamos la ecuacion de la conservacion de la energia. Esta 
ecuacidn es m4s f4cil de utilizar que la ecuacidn de trabajo y energia, 
puesto que se aplica sdlo a dos puntos en la trayectoria y no requieren 
calcular el trabajo realizado por una fuerza a medida que el cuerpo se 
mueve a lo largo de la trayectoria. 

T l + V 1 = T 1 + V 2 

donde V=V g + V e y 

V g = Wy (energia potencia! gravitacional) 

V e = \ks 2 (energia potencial e!4stica) 
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Impulso y cantidad de movimiento. Los principios de impulso y 
cantidadde movimiento linealy angular se udlizan para resolverproblemas 
que implican fuerza, velocidad y tiempo. Antes de aplicar las ecuaciones, 
trace un diagrama de cuerpo libre para identificar todas las fuerzas que 
crean impulsos fine ales y angulares en el cuerpo. Ademds, establezca las 
direcdones de la velocidad del centra de masa y la velocidad angular del 
cuerpo justo antes yjusto despuds de que se aptican los impulses. (Como 
un prooedimiento alternativo, los diagramas de impulso y cantidad de 
movimiento pueden acompafiar la soludbn para describir grdficamente 
los tdrminos de las ecuadones. Estos diagramas son particutarmente ven- 
tajosos cuando se calculan los impulsos angulares y los mementos angula¬ 
res con respecto a un punto diferente del centro de masa del cuerpo). 


+ 2 fFdt = m{v G ) 2 

(He), + 2 fM G dt= (H c ) 2 


o 


(H<,), + 2 / M Q dt = (H 0 )i 


Conservation de cantidad de movimiento. Si en el cuer¬ 
po aetdan fuerzas no impulsoras en una direccibn particular, o si los 
movimientos de varios cuerpos intervienen en el problema, entonces 
considere aplicar la conservacibn de cantidad de movimiento lineal o 
angular en la soludbn. La investigation del diagrama de cuerpo libre 
(o el diagrama de impulso) ayudard a determinar las direcciones a 
k> largo de las cuales las fuerzas impulsoras son cero, o los ejes con 
respecto a los cuales las fuerzas impulsoras crean un impulso angular 
cero. En estos casos, 


m(v G )i = m(v G ) 2 

(H oh = («oh 


Los problemas que siguen implican la aplicacidn de todos los conceptos 
anterioies. Se presentan en orden aleatorio para adquirir pr action en la 
identification de varios tipos de problemas y desarrollar las habiKdades 
necesarias para su soluddn. 
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PROBLEM AS DE REPASO 


R2-L La transmisidn de un automdvil se compone del 
sistema de engranes planetarios que se ilustra. Si la coro¬ 
na if se mantiene fija de mode que (o R = 0, y la flecha s y 
el engrane sol £, giran a 20 rad/s, determine la veloddad 
angular de cada engrane sat^lite P y la veloddad angular 
del soporte de conexitin D , el cual gira lihremente alrede- 
dor de la flecha central $. 

R2-2* La transmisidn de un automdvil se compone del 
sistema de engranes planetarios que se ilustra. Si la coro¬ 
na R gira a a> R = 2 rad/s y la flecha s y el engrane sol S f 
giran a 20 rad/s* determine la veloddad angular de cada 
engrane del planeta sat£lite P y la veloddad angular del 
soporte de conexidn D, el cual gira lihremente alrededor 
de la flecha central $. 



Probs* R2-1/2 


R2-3* La barra esbelta AB de 6 lb se suelta del reposo 
cuando estil en posici&n horizontal tit modo que comienza 
a girar en el sentido de las manecillas del reloj. Se lanza 
una bola de 1 lb contra la barra con una veloddad v = 
50 pies/s. La bola choca con la barra en Cen el instante en 
que la barra estil en la posicidn vertical oomo se muestra. 
Determine la veloddad angular de la barra juste despu^s 
del impacto. Considere e = 0.7 y d = 2 pies. 

*R2-4. La barra esbelta AB de 6 lb originalmente est3 
en reposo, colgada en posicidn vertical. Se lanza una bola 
de 1 lb contra la barra con una velocidad v = 50 pies/s y 
choca con la barra en C. Determine la velocidad angular 
de la barra justo despu^s del impacto. Considere e = 0.7 
y d = 2 pies. 


R2-S* La barra esbelta de 6 lb originalmente esti en repo¬ 
so, colgada en posicidn vertical. Determine la distancia d 
donde una bola de 1 lb, que viaja a v = 50 pies/s> deberi 
chocar con la barra de modo que no cree un impulso hori¬ 
zontal en A. ^Cu£l es la velocidad angular de la barra justo 
despu^sdel impacto? Considere e = 0.5. 



Probs* R2-3/4/5 


R24 En un instante dado, la rueda gira con los movi- 
mientos angulares que se muestran. Determine la acelera- 
ddn del collartn en A en este instante. 
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R2-7. El pequefio engrane de masa m puede ser tratado 
oomo un disco uniforme. Si se suelta del reposo cuando 
0=0° y rueda a lo largo de la cremallera circular fija, 
determine la velocidad angular de La tinea radial AB cuan¬ 
do 6 = 90°. 


A 



*R24L El citindro de 50 kg tiene una velocidad angular 
de 30 rad/scuando se pone en contacto con la superficie C. 
Si el coefidente de friccidn cin£tica es p* = 0.2, determine 
cutinto tiempo se requerir£ para que el citindro se deten- 
ga. ^Qu£ fuerza se desarrolla en el brazo AB durante este 
tiempo? El eje del citindro esti conectado a do$ brazos 
simeiricos (sdlo se muestra el brazo AB). Para el calculo, 
ignore el peso de los brazos. 


R2-9* La cremallera tiene una masa de 6 kg y cada un 
de los engranes tiene una masa de 4 kg y un radio de 
giro k = 30 mm con respecto a su centro. Si la crema¬ 
llera originalmente se mueve haeia abajo a 2 m/s, cuan¬ 
do $ = 0, determine la rapidez de la cremallera cuando 
$ = 600 mm. Los engranes giran tibremente alrededor 
desuscentres, Ay B. 



R2-10* El engrane tiene una masa de 2 kg y un radio de 
giro k A = 0.15 m. El brazo de conexidn AB (barra delga- 
da) y el bloque corredizo B tienen una masa de 4 kg y 1 kg, 
tespectivamente. Si el engrane tiene una velocidad angu¬ 
lar (o = 8 rad/s cuando 6 = 45°, determine su velocidad 
angular cuando & = 0°. 




Prflb. R2-8 


Prob* R2-10 
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*R2-1L La operation de un dmbre requiere el mo de un 
electroim^n, que atrae el badajo de hierro AR sujeto por 
medio de on pasador en A y se compone de una barra de 
0.2 kg a la cual est3 adherida una bola de acero de 0.04 kg 
de 6 mm de radio. Si la fuerza de atraccidn del im&n en C 
es de 0.5 N cuando el interrupter estAactivado, determine 
la aceleracidn inicial del badajo. En prinripio, el resorte 
estd alargado 20 mm. 


R2-13* El cilindro de 10 lb descansa sobre la plataforma 
todante de 20 lb. Si el sistema se suelta del reposo, deter¬ 
mine la velocid ad angular del cilindro en 2 s. El cilindro no 
se desliza sobre la plataforma. Ignore la masa de las ruedas 
de la plataforma. 

R2-14* Resuelva el problema R2-13 si los coeficientes de 
friccidn esfitica y cindtica entre el cilindro y la plataforma 
todante son ft* = 0.3 y ft = 0.2, respectivamente. 




*R2*12* La puerta giratoria se compone de cuatro puertas 
fijas a un eje AB. Se supone que cada puerta es una plaea 
delgada de 50 lb. La friccidn en el eje crea un momento de 
2 lb ■ pie el cual se opone a la rotation de las puertas. Si 
una mujer pasa a fravdsde una puerta empujando con una 
fuerza P = 15 lb perpendicular al piano de La puerta como 
se muestra, determine la velocidad angular de la puerta 
despu^s de que ha girado 90°. En principio, las puertas 
estAn en reposo. 


R2-15* Cada uno de los engranes HyC tiene un peso de 
0.4 lb y un radio de giro con respecto a su centre de masa 
de (k H ) B = ( k c ) A = 2 pulg. El eslabd n AB tiene un peso de 
0.2 lb y un radio de giro de (#ab)a = 3 pulg, mientras que 
el eslabdn DE tiene un peso de 0.15 lb y un radio de giro 
de (Hbe)b = 43 pulg. Si se aplica a un momento de par 
M = 3 lb ■ pie al eslabdn ABy el ensamble originabnente 
esii en reposo, determine la velocidad angular del eslabdn 
DE cuando el eslabdn AB ha girado 300°. Se impide que 
el engrane Cgire y el movimiento ocurre en el piano hori¬ 
zontal. Adem^s, el engrane H y el eslabdn DEgiran juntos 
tespecto del rnisrno eje B. 




Pttik R2-12 


Prob* R2 15 
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*82-16- La masa interna del cojinete de rodillos gira 
a una velocidad angular de = 6 rad/s, mientras que la 
masa externa gira en la direccidn opuesta aw,=4 rad/s. 
Determine la velocidad angular de cada uno de losrodillos 
si ruedan sobre las masas sin deslizarse. 



R2-19* Determine la velocidad angular de la barra CD 
cuando & = 30°. La barra^4Bse mueve a la izquierda a una 
velocidad constante de v AB = 5 m/s. 

*82-20- Determine la aceleracidn angular de la barra 
CD cuando 6 = 30°. La barra AB tiene una velocidad cero, 
es dedr, = 0 y una aceleracidn de Uab = 2 m/s 2 a la 
derecha cuando 6 = 30°. 



82-17- El aro (anillo delgado) tiene una masa de 5 kg 
y se snelta hacia abajo del piano inclinado de modo que 
rueda a la inversa a (o = 8 rad/s y la velocidad de su centro 
es v G = 3 m/scomo se muestra. Si el coeficiente de friccidn 
dn^tica entre el aro y el piano es p k = 0.6, determine la 
distanda que el aro rueda antes de que deje de deslizarse. 

82-18- H aro (anillo delgado) tiene una masa de 5 kg 
y se suelta hacia abajo del piano inclinado de modo que 
rueda a la inversa a w = 8 rad/s y la velocidad de su centro 
es v G = 3 m/s como se muestra. Si el coeficiente de Me- 
d6n cin£tica entre el aro y el piano es p k = 0.6, determine 
la velocidad angular del aro 1 s despu^s de que se suelta. 


R2-2L Si la velocidad angular del tambor se incrementa 
de manera uniforme de 6 rad/s cuando t = 0 a 12 rad/s 
cuando f = 5 s, determine las magnitudes de la velocidad 
y aceleracidn de los puntos Ay B sobre la banda cuando 
t = Is. En este instante los puntos estin localizados como 
se muestra. 




Prohs, 82-17/18 


Prob. 82-21 
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R2*22, La polea A y el tambor B conettado Lienen un 
peso de 20 lb y un radio de giro de k B = 0,6 pie. Si la 
polea P “rueda” hatia abajo sobre la cuerda sin deslizar- 
se t determine la rapidez del embalaje C de 20 lb cuando 
$ = 10 pies. En principio, el embalaje se suelta del reposo 
cuando $ = 5 pies. Para el cilcuio, ignore la masa de la 
polea Py la cuerda. 



R2-23. A1 hacer presitin con el dedo en B , a un aro del- 
gado de masa m se le imparte una velocidad initial Wj y 
una rotation a la inversa wj cuando se retira el dedo. Si 
el coeficiente de Mccidn cinetica entre la mesa y el aro es 
fL, determine la distancia que el aro avanza antes de que 
deje de girar a la inversa. 


*R2*24* La aplanadora viaja cuesta abajo a Vj = 5 pies/s 
cuando se desembraga el motor. Determine la rapidez de 
la aplanadora cuando ha recorrido 20 pies cuesta abajo. 
El cuerpo de la aplanadora, excluidos los roditlos tiene un 
peso de 8000 lb y un centro de gravedad en G. Cada uno 
de los dos rodillos traseros pesa 400 lb y tiene un radio de 
giro de k A = 3.3 pies. El rodillo delantero pesa 800 lb y su 
radio de giro es k B = 1-8 pies. Los rodillos no se deslizan 
cuando giran. 



R2*25- El cilindro B rueda sobre el cilindro fijo A sin 
deslizarse. Si la barra CD gira con una velocidad angular 
io CD = 5 rad/s, determine la velocidad angular del cilindro 
B. El pun to Ces un pun to fijo. 




Firob. R2-23 


Prob. R2-25 
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R2*26. El disco dene una masa M y un radio R. Si un blo¬ 
que de masa mse ata a la cuerda, determine la aceleracidn 
angular del disco cuando el bloque se suelta del reposo. 
Asimismo, £cu£l es la distancia que el bloque cae del repo¬ 
so en eltiempoi? 



Pmb. R2-2G 


R2-27* La tlna de la mezcladora dene un peso de 70 lb y 
un radio de giro k G = 1.3 pies con respecto a su centro de 
graved ad G. Si se aplica un par de torsidn constants M = 
60 lb ‘pie a la rueda de vaciado, determine la velocidad 
angular de la dna cuando ba girado 8 =90°. Originalmente, 
la dna esti en reposo cuando 8 = 0°. Ignore la masa de la 
tueda. 

*R2-28* Resuelva el problema R2-27 si el par de torsitin 
aplicado es M = (508) lb ‘pie, donde 8 est£ en radianes. 


B 



R2-29* El carrete pesa 30 lb y su radio de giro es k Q = 
0.45 pie. Se enrolla una cuerda alrededor de la masa inter¬ 
na del carrete y su extremo se so mete a una fuerza horizo n¬ 
tal P = 5 lb. Determine la velocidad angular del carrete en 
4 s a pardr del reposo. Suponga que el carrete rueda sin 
deslizarse. 



R2-30* El hombre de 75 kg y el muchacho de 40 kg se 
sientan en elsube y baja horizontalcuya masa se omite. En 
el instante que el hombre levanta sus pies del suelo, deter¬ 
mine sus aceleraciones si cada uno se sienta en posicidn 
verdcal, es decir, no giran. Los centros de masa del hombre 
y el muchacho est£n en G m y G t) respecdvamente. 



R2*31* Una esfera y un cilindro se sueltan del reposo 
sobre la rampa cuando i = 0. Si cada uno dene una masa 
m y un radio r , determine sus velocidades angulares en el 
instante t. Suponga que no hay deslizamiento. 



Probs* R2-27/28 


Ftaib* R2-31 
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*R2-32. En un ins la me dado, el eslabdn AB dene una 
aceleracidn angular a AB = 12 rad/s 2 y una veloddad angu¬ 
lar (o AB = 4 rad/s. Determine la veloddad y la aceleraddn 
angularesdel eslabdn CD en este instante. 

R2-33. Eri un ins la me dado, el eslabdn CD dene una 
aceleraddn angular a CD = 5 rad/s 2 y una veloddad angu¬ 
lar (o CD = 2 rad/s. Determine la veloddad y la aceleraddn 
angularesdel eslabdn AB en este instante. 



R2-34* El earrete y el alambre enroUado alrededor de su 
mkleo tienen una masa de 50 kg y un radio de giro cen- 
troidal de ka = 235 mm. Si el coefidente de friccidn cin£- 
tica en la superfide es jti* = 0.15, determine la aceleraddn 
angular del earrete despu£s de soltarlo del reposo. 


R2*35* La barra sdlo puede moverse a lo largo de los 
pianos vertical e indinado. Si la veloddad del rodillo A es 
v A = 6 pies/scuando B = 45°, determine la veloddad angu¬ 
lar de la barra y la veloddad de Be n este instante. 

*R2-36* La barra sdlo puede moverse a lo largo de los 
pianos vertical e indinado. Si el rodillo A tiene una velo¬ 
ddad constante de v A = 6 pies/s, determine la aceleraddn 
angular de la barra y la aceleraddn de B cuando d = 4 5°. 



Probs* R2-35/36 


82-37* La viga uniforme AB tiene una masa de 8 Mg. 
Determine la fuersa axial interna, la fuerza cortante y el 
momento de flexidn en el centro de La viga si una grtia Le 
imprime una aceleraddn hacia arriba de 3 m/s 2 . 
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R2-3& Ca da uno de Los engranes tiene una mas a de 
2 kg y un radio de giro con respecto a sus centres de masa 
A y B de k s = 40 mm. Cada eslabdn dene una masa de 
2 kg y un radio de giro coo respecto a sus extremes A y B 
de k t = 50 mm. Si originalmente el resorte no esli alar- 
gado cuando se aplica el momento de par M = 20 N * m 
aleslabdn AC, determine las velocidadesangularesde los 
eslabones en el instante en que el eslabdn AC gira 0 = 
45°. Cada eograne y eslabdn est^n conectados entre sf y 
giran en el piano horizontal con respecto a los pasadores 
fijos A y B. 


200 mm 



Ftoh* R2-38 


*R2-40* Se enrolla una cuerda alrededor del borde de 
cada disco de 10 lb. Si el disco B se suelta del reposo, 
determine la velocidad angular del disco A en 2 s. Ignore 
la masa de la cuerda. 

R2-4L Se enrolla una cuerda alrededor del borde de cada 
disco de 10 lb. Si el disco B se suelta del reposo, determine 
cu&nto tiempo t se requiere antes de que A alcance una 
velocidad angular to A =5 rad/s. 



R2-39* La barra de 5 lb .Atfsoporta el disco de 3 lb por su 
extremo A . Si al disco se le impdme una velocidad angular 
(o D = 8 rad/s mientras la barra se mantiene estacionaria y 
luego se suelta, determine su velocidad angular despu^s 
de que el disco ha dejado de girar con respecto a la barra 
debido a la resistencia de friccidn en el cojinete A. El 
movimiento se desarrolla en el piano horizontal Ignore la 
friccidn en el cojinete fijo B. 


R2-42* El disco de 15 kg esta sujeto en O por medio de 
un pasador e inicialmente est£ en reposo. Si se dispara una 
bala de 10 g contra el disco con una velocidad de 200 m/s, 
como se muestra, determine el Angulo miximo 6 al cual 
oscila el disco. La bala se incrusta en el disco. 



Proh* R2-39 


Ptoh. R2-42 
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R2-43. EL disco gira a una velocidad constante de 4 rad/s 
cuando cae libremente de modo que su centro de grave- 
dad G tiene una aceleraeidn de 32.2 pies/s 2 . Determine Las 
aceleraciones de Los puntos Ay Ben$\ borde del disco en 
el instante que se muestra. 


A 



*R2-44. H funcionamiento de £ *reversa” de una transmi- 
sidn automotm de tres velocidades se ilustra esquem^ti- 
camente en la figura. Si La flecha G gira con una veiocidad 
angular de to G = 60 rad/s, determine la velocidad angular 
de La flecha motm H. Cada uno de Los engranes gira res- 
pecto de un eje fijo. Observe que Los engranes A y B,Cy 
D, E y Fe st£n acoplados. EL radio de cada uno de estos 
engranes se reporta en la figura. 


R2-45* Se muestra el engranaje intemo de un barreno 
udlizado para perforar pozos petroleros. Con una aceie- 
racidn angular constante, el motor M hace girar La flecha 
S a 100 rev/min en t = 2 s, a partir del reposo. Determine 
la aceleracidn angular de la conexidn del tubo de perfora- 
cidn D y el ntimero de revoluciones que realiza el arran- 
que de 2 s. 



fVob* R2-45 


R2-46, El engrane A tiene una masa de 0.5 kg y un radio 
de giro de k^ = 40 mm y el engrane B tiene una masa de 
0.8 kg y un radio de giro de k B = 55 mm. El eslabtin esli 
sujeto en Cpor medio de pasador y su masa es de 0.35 kg. 
Si el eslabdn puede ser tratado como una barra delgada, 
determine su velocidad angular despu^s de que el ensam- 
ble se suelta del reposo cuando 0 = 0° y cae a & = 90°. 



Prob* R2-44 


Proh* R2-46 
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R2-47. El cilindro de 15 kg gira con una velocidad angu¬ 
lar de (o = 40 rad/s. Si se aplica una fuerza F = 6 N a la 
taarra AB , como se muestra, determine el tiempo requed- 
do para detener la rotacidn. El coeficiente de fricddn cine- 
tica entre AB y el cilindro es = 0.4. Ignore el espesor 
de labarra. 


R2-49* Si el aro delgado tiene un peso W y on radio r y 
se lanza sobre una superficie dspera con una velocidad v G 
pa rale I a a la superficie, determine La rotacidn in versa to 
que se le debe impartir para que deje de girar en el mismo 
instante en que su velocidad hacia delante es cero. No es 
necesario conocer el coeficiente de friccidn cinetica en A 
para el c^Iculo, 


/’ = 6N 




Pmb* H2-47 


Prob* R2 A9 


*R2-4$L Si el eslabdn AB gira a = 6 rad/s, de termine 

las velocidades angulares de los eslabones BC y CD en el 
instante que se muestra. 


R2-50. La rueda tiene una masa de 50 kg y un radio de 
giro de k G = 0.4 m. Si rueda sin deslizarse bacia abajo 
del tabldn inclinado, determine los componentes hori¬ 
zontal y vertical de la reaction en A y la reaccidn normal 
en el apoyo B en el momenta en que la rueda est£ a la 
mi tad del tabldn. Este tiene un espesor insignificante y 
una masa de 20 kg. 




Prob* R2-48 


Prob* R2-50 





























El movimiento tridimensional de este robot industrial debe especificarse con 
precisidn. 





Cinematica 
tridimensional 
de un cuerpo rfgido 

OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Analizar !a cinematica de un cuerpo sometido a rotaci6n alrede- 
dor de un eje o punto fijo y movimiento piano general. 

* Analizar el movimiento relativo de un cuerpo rigido mediante 
ejes trasladantes y rotatorios. 


20.1 Rotacion alrededor de un eje fijo 

Cuando un cuerpo rfgido gira alrededor de uneje o punto fijo, la distan¬ 
ce r del punto de una partfcula localizada en el cuerpo es la misma para 
cmlquier position del cuerpo. Por tanto, la trayectoria del movimiento 
de la partfcula queda en la superficie de urn esfera de radio r con su cen¬ 
tre en el punto fijo. Como el movimiento a fo largo de esta trayectoria 
ocurre sdlo con una serie de rotaciones realizadas durante un intervalo 
finito, primero nos familiarizaremos con aigunas de las propiedades de 
tos desplazamientos rot acio nates. 



La plum a puede girar hacia arriba y 
hacia abajo y como esta articulada en 
un punto del eje vertical alrededor del 
cual gira, se ve sometida a rotacion 
alrededor de un punto fijo. 


20 
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Teorema de Euler. El teorema de Euler establece que dos rota¬ 
dones “componentes” alrededor de ejes diferentes que pasan por un 
ptinto equivalen a una sola rotacidn resuitante alrededor de un eje que 
pasa por el punto. Si se aplican m4s de dos rotadones, pueden combi- 
narce en pares y cada par puede reducirse y combinarse aun m4s en 
una rotaddn. 

Rotadones finitas. Si las rotadones componentes utilizadas en 
d teorema de Euler son finitas, es importante mantener el arden en el 
que se aplican. Para demostrar esto, constdere las dos rotaciones finitas 
+ <t 2 aplicadas al bloque en la figure 20-la. Cada rotaddn tiene una 
magnitud de 90° y una direccidn definida por la regia de la mano dere- 
cha, como se indica con la flecha. La posicidn final del bloque se mues- 
tra a la derecha. Cuando estas dos rotadones se aplican en el oiden 
#2 + e t ,como se muestra en la figura 20-lb, la posiddn final del bloque 
no es la misma que la de la figura 20-la. Como las rotaciones finitas no 
obedecen la ley conmutativa de la adkidn + & 2 + #i), no pue¬ 

den ciasificarse como vectores. Si se hubieran utiiizado rotaciones m4s 
pequefias, aunque finitas, para ilustrar este punto, por ejemplo 10° en 
kigar de 90°, la posicion final del bloque despuds de cada combinaddn 
de rotadones tambidn serfa diferente; no obstante, en este caso, la dife- 
rencia es s6lo una cantidad minima. 


20 





Wig* 20-1 
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Rotaciones infinitesimales. Qiando se definen !os movimien- 
tos angulares de un cuerpo so metido a movimiento tridimensional, sblo 
se considerardn las rotaciones qne son infinitesimalmente pequenas. 
Tales rotaciones pueden clasificarse como vectores,puesto que pueden 
sumarse de manera vectorial de cmlquier modo. Para demostrar esto, 
por simplicidad consideremos que ei cuerpo n'gido es una esfera a la 
que se le permite girar alrededor de su punto central fijo O, figura 
20-2a. Si apticamos dos rotaciones infinitesimales, d8^ + d8 2 al cuerpo, 
se ve que ei punto Pse mueve a lo largo de la trayectoria dfl, x r + d0 2 
X t y termina en P'. Si hubieran ocurrido dos rotaciones sucesivas en 
el orden d0 2 + d0 u en ese caso ios desplazamientos resultantes de P 
habrfan sido d0 2 X r + d8 t x r. Como el producto vectorial obedece la 
ley distributiva, al comparar (d0 1 + dS 2 ) X r = (d8 2 + tffli) X r. Aqui 
las rotaciones infinitesimales d8 son vectores, puesto que estas canti- 
dades tienen tanto magnitud como direccibn por lo que el orden de la 
adicibn (vectorial) no es importante, esto es, d8j + d8 2 = d8 2 + d8 h 
Por consiguiente, como se muestra en la figura 20-2a, las dos rotacio¬ 
nes “componentes” d8 t y d0 2 equivalen a una sola rotacibn resuitante 
d8 = d8i + dS 2 , una consecuencia del teorema de Euler. 

Velocidad angular. Si el cuerpo se somete a una rotation angu¬ 
lar d8 alrededor de un punto fijo, la velocidad angular del cuerpo se 
define por medio de la derivada con respecto al tiempo. 



( 20 - 1 ) 


La line a que especifica la direccibn de *», la cual es colineal con d0 se 
conoce como eje de rotacion instantaneo, figura 20-2&. En general, este 
ejecambiadedireccibn durantecadainstame. Como dS es una cantidad 
vectorial, mtambibn lb es, y se desprende de la adicibn vectorial que 
si el cuerpo se somete a dos componentes de movimientos angulares 
(u, = 0, y *i 2 = 0 2 ,la veloddad angular resuitante es + m 2 . 


Aceleracion angular. La aceleracibn angular del cuerpo se 
determina con la derivada con respecto al tiempo de su velocidad 
angular, es decir. 



( 20 - 2 ) 


Para movimiento con respecto a un punto fijo, a debe responder del 
cambio tanto de magnitud como de direccibn de &>, asi que, en general, 
fa direccibn de «noes a to largo del eje instantaneo de rotacibn, figura 
20-3. 

A medida que cambia la direccibn del eje instantaneo de rotacibn (o 
la Ifnea de accibn de *>) en el espacio, el lugar geombtrico del eje genera 
un cono espacial fijo, figura 20-4. Si el cambio de direccibn de este eje 
se considers con respecto al cuerpo que gira, el lugar geombtrico del 
eje genera un cono corporal. 

En un instante dado, estos conos se encuentran a lo largo del eje ins- 
tantbneo de rotacibn, y cuando el cuerpo estb en movimiento, el cono 



(a) 


Eje instantaneo 
de rotacidn 



(b) 

Fig. 20-2 



Eje instantineo 
de rotacidn 


Fig. 20-3 
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Eje instantanco 
de rot acid n 




corporal parece que rueda sobre Ja superficie interna o sobre la super¬ 
ficie externa del cono espacial fijo. Dado que la cabeza del vector ro 
describe las trayectorias definidas por los extremes abiertos de los conos, 
entonces «debe actuar tangente aestas trayectorias en cualquier inst an¬ 
te dado,puestoque el cambiocon respecto al tiempo de roes igual a «, 
figura 20-4. 

Para ilustrar este concepto, considere el disco mostrado en la figura 
20-5a que gira alrededor de la barra en ro s , mientras que la barra y 
d disco experimentan precesibn con respecto al eje vertical a ta p . La 
velocidad angular resultante del disco es por consiguientero = ro, + ro ;> . 
Como tanto el punto O como el punto de contacto Ptienen velocidad 
cero, entonces tanto rocomo el eje instantfineo de rotacibn ocurren a 
b largo de OP. Por consiguiente, a medida que gira el disco, este eje 
parece moveise a lo largo de la superficie del cono espacial fijo que se 
muestra en la figura 20-56. Si el eje se observa desde el disco rotatorio, 
entonces parece que el eje se mueve sobre la superficie del cono corpo¬ 
ral. En cualquier instante, estos dos conos se encuentran a lo largo del 
eje OP. Si ro tiene una magnitud constante, entonces a indica sbto el 
cambb de la direccibn de ro,la cual es tangente a los conos en la punta 
de ro como se muestra en la figura 20-56. 


Velocidad. Cbn ro espedficada, la velocidad de cualquier punto en 
un cueipo que gira alrededor de un punto fijo se deter mina con los mis- 
mos metodos utilizados para un cuerpo que gira alrededor de un eje o 
punto fijo. Por consiguiente, de acueido con el pioducto vectorial. 


v = ro X r 


(20-3) 


Donde r define La posicibn del punto medida con respecto al punto fijo 
O, figura 20-3. 


Eje instanlineo 
de rotaddn 


(a) 


Aceleracion. Si en un instante dado ro y a son eonocidas, la ace- 
leracibn de un punto se obtiene con la derivada con respecto al tiempo 
de la ecuacibn 20-3, la cual results 


a = «Xr + roX (roXr) 


(20-4) 


Cono espacial 


Cbno corporal 



* 20.2 


lo Eje instanilneo 
de rotaddn 


Derivada con respecto al tiempo 
de un vector medido con 
respecto a un si sterna fijo o a un 
si sterna trasladante-rotatorio 


(b) 

Fig. 20-5 


En muchos tipos de problemas que imptican el movimiento de un cuer¬ 
po con respecto a un punto fijo, la velocidad angular rose especifica en 
funcibn de sus componentes. Entonces,si tiene que determinarfa acele- 
racibn a del mis mo cuerpo, con frecuencia es mis f£cil calcular la deri¬ 
vada con respecto al tiempo de ro mediante un sistema de coordenadas 
que tenga una rotaddn definida por uno o m&s de los componentes de ro. 
Por ejemp!o,en el caso del disco de la figura 20-5a,donde ro = ro., + to p , 
a los ejes .r, y, z se les puede impartir una velocidad angular de ro ;) . Por 
eso, y para otros usos mSs adelante, ahora se derivarS una ecuacibn, la 
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cual relaciona la derivada con respecto at tiempo de cualquier vector A 
definido con respecto a una referenda trasladante-rotatoria a su deriva¬ 
da con respecto al tiempo definida con respecto a una referenda fija. 

Considere que los ejes jc, v, z del marco de referenda mdvil giran a 
una velocidad angular Cl, medida con respecto a los ejes fijos X, Y, Z, 
figura 20 -6a En el siguiente planteamiento, sera conveniente expresar 
el vector A en funddn de sus componentes i, j, k, las cuales definen las 
direcciones de los ejes mdviles. Por consiguiente, 

A = A x \ + + A t k 

En general, la derivada con respecto al tiempo de A debe tener en 
cuenta el cambio tanto de magnitud como de direcddn. Sin embargo, 
si esta derivada se considers con respecto at marco de referenda mdvil, 
sdlo debe tenerse en cuenta el cambio de las magnitudes de las compo¬ 
nentes de A, puesto que las direcciones de las componentes no cambian 
con respecto a la referenda mdvil. Por consiguiente. 



(A)jf^ — A x i + Ayj + A z k (20-5) 

Cuando la derivada con respecto al tiempo de A se considers con 
respecto al marco de referenda fijo, las direcciones de i, j y k cambian 
sdlo debido a la rotacidn ft de los ejes y debido a su traslacidn. De ahi 
que, en general, 

A = A x \ + A y j + A z k + A x i + A y j + A z k 

A continuacidn se considerarSn las derivadas con respecto al tiempo 
de los vectores unitarios. Por ejemplo, i = dif dt representa sdlo el cam¬ 
bio de la direccion de icon respecto al tiempo, puesto que la magnitud 
de i aempre es 1 unidad. Como se muestra en la figura 20-66, el cam¬ 
bio, di, es tangente a la trayectoria descrita por la punta de fiecha de i a 
medida que iosdla debido a la rotacidn ft. Si tenemos en cuenta tanto 
la magnitud como la direccidn de (&,podemos definir por consiguiente 
ipor medio del producto vectorial, i = ft X i. En general, entonces 


i=ftXi j = ftXj k = ft Xk 

Estas formulaciones tambidn se desarrotlaron en la seccidn 16.8 en 
relacidn con el movimiento piano de los ejes. Al sustituir estos resulta- 
dos en la ecuacidn anterior y utilizar la ecuacidn 20-5 obtenemos 


A = (A)^ + ft X A 


( 20 - 6 ) 


Este resultado es importante, y se utilizara a lo largo de la seccidn 20.4 
y en el capttuio 21. Establece que la derivada con respecto al tiempo 
de cualquier vector A observada desde el marco de referenda A', Y, Z 
6jo es igual al cambio con respecto al tiempo de A observado desde 
el marco de referenda trasladante-rotatorio x, y, z, ecuacidn 20-5, mis 
ft X A, el cambio de A causado por la rotacidn del marco x, y, z- Por 
consiguiente, siempre deberd utilizarse la ecuacidn 20-6 siempre que 
ft cambie la direccidn de A vista con respecto a la referenda X, Y, Z. 
Si no ocurre este cambio, es decir, ft = 0, entonces A = (A)^ y por 
tanto el cambio con respecto al tiempo de A observado desde ambos 
sis te mas de coordenadas sera el mis mo. 



i en el instante t+dt 

fjf . A 

t en el instanie t ' -t 

(b> 

Kg. 20-6 


20 
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El disco de la figura 20-7 gira alrededor de su eje a una velocidad 
angular constante <u 5 =3 rad/s, mientras quo la plataforma horizon¬ 
tal sobre la cual esti montado el deco gira alrededor del eje vertical 
a una velocidad constante ta p = 1 rad/$. Determine la aceleracidn 
angular del disco y la velocidad y aceleracidn del punto A del disco 
cuando estS en la posicidn mostrada. 



<stv = 1 


Fig. 20-7 


soluciGn 

El punto O represents un punto fijo de rot acid n para el disco si 
consideramos la extensidn hipotdtica del disco hasta este punto. 
Para determinar la velocidad y aceleracidn del punto A, primero es 
necesario determinar la velocidad angular m y aceleracidn angular 
a del disco, ya que estos vectores se utilizan en las ecuaciones 20-3 
y20-4. 

Velocidad angular. La velocidad angular medida con respecto a 
X , Y, Z, es simplemente la suma vectorial de sus dos movimientos 
oomponentes. Por tanto. 


*i = a»j + ai p = {3j - lk} rad/s 
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Aeeleracbn angular. Cbmo ta magnitud dewes const a ate, sdlo 
un cambio de su direccidn, visto desde la referenda fija, crea la ace- 
leracidn angular a del disco. Una forma de obtener a es calcular 
la derivada con respecto al tiempo de cada mo de los dos compo- 
nentes de mcon la ecuacidn 20-6. En el mstante que se muestra en 
la figura 20-7, imagine que el marco de referenda fijo X, Y, Z y 
un marco x, y, z rotatorio coinciden. Si el marco rotatorio x, y, z 
se etige de modo que tenga una velocidad angular (1 = a> p {-lk} 
rad/s, entonces n> s sempre estarii dirigida a lo largo del eje y (no del 
Y), y el cambio con respecto al tiempo de « s visto desde x, y, z es 
cero, es decir, (nij)^ = 0 (la magnitud y direccidn de m, es cons- 
tante). Por tanto, 


»s = + nip X <o s = 0 + (-lk) X (3j) = {3i} rad/s 2 


Con fa misma seleccidn de rotacidn de ejes, fl = *>f,o incluso con 
O = ft, la derivada con respecto al tiempo (ni p )^ = 0, como *»/., 
dene una magnitud y direccidn constantes con respecto a x, y, z- 
Entonces, 


m p 1 nip X nip 0 1 0 ft 


La aceleracidn angular del disco es por consiguiente 


« = iu = nij + nip = {31} rad/s 2 


Resp. 


Velocidad y aceleracidn. Como n> y « ya se determinaron, la 
velocidad y aceleracidn del punto A se determinan con las ecuacio- 
nes 20-3 y 20-4. Habida cuenta de que t a = {lj + 0.25k} m, figura 
20-7, tenemos 

v 4 = m X = (3j - lk) X (lj + 0.25k) = {1.751} m/s Resp. 
= a. X t a + to X (n> X r^) 


= (3i) X (lj + 0.25k) + (3j - lk) X [(3j - lk) X (lj + 0.25k)] 


= {—2.50j - 2.25k} m/s 2 


Resp. 
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EJEMPLO 20.2 


En el instante 0 = 60°, el girdscopo que se ilustra en la figura 20-8 
tiene tres componentes de movimiento angular dirigidos como se 
muestra con magnitudes definidas como: 

Rotation: a» s = 10 rad/s, que se increments a razdn de 6 rad/s 2 . 
Nutation: <u„ = 3 rad/s que se increments a razdn de 2 rad/s 2 . 
Precesidn: a> p =5 rad/s, que se increments a razdn de 4 rad/s 2 . 
Determine la velocidad y aceleracidn angulares del girdscopo. 


soluciGn 


m p = 5 rad/s 
= 4 rad/s 1 
Siempre -~n 
en la 



Vetaddad angular* El girdscopo hace movimiento de roiacidn 
respecio del punto fijo O. Si los marcos fijo y rotatorio coinciden en 
d instante mostrado,entonces la velocidad angular puede represen- 
tarse en funcidn de las componentes i, j, k, con referenda al marco 
x t decir, 


m t = 10 rad/s 
di s = 6 rad/s 2 


direction Z^t = J rad/s 

A £ = 2rad/s 

Siempre en el piano x-y 
20-8 


tm = —<d„ i + ^sendj + (<Up + ru s cOS0)k 

= —3i + 10 sen 60°j + (5 + 10 cos 60° )k 

= {-3i + 8.66j + 10k} rad/s Resp. 

Ace I e ration angular. Como en la solucidn del ejemplo 20.1, la 
Y aceleracidn angular « se determinard en investigacidn por separado 


del cambio con respecto al tiempo de cada uno de los componentes 
de la velocidad angular observado desde el marco de referenda X, 
Y, Z fijo. Selecdonaremos una fi para la referencia x,y, z de modo 
que el componente de *> considerado se vea como de direction 
constante al observarto desde x, y, z. 

Un ex a men cuidadoso del movimiento del girdscopo reveia que 
&> s tiene una direction constante con respecto a x, y, z si estos ejes 
giran a A = a>„ + a> p . Por tanto, 

dt s = (w s )^ + («u + « P ) X 


= (6 sen 60°j + 6 cos 60°k) + (-3i + 5k) X (10 sen 60°j +10 cos 60°k) 
= {—43.30i + 20.20j - 22.98k} rad/s 2 


Como *>„ siempre queda en el piano X-Y fijo, este vector tiene una 
direction constante si el movimiento se ve desde los ejes x, y, z que 
tienen una rotacibn de A = a> P (no fl = m s + ta p . Por tanto, 

«i. = {«») w +<B f X to n =-2i +(5k) X (—3i) = { —2i -15j} rad/s 2 


Por ultimo, la componente siempre estd dirigida a lo largo del 
eje Z de modo que no es necesario pensar en el marco x, y, z como 
rotatorio, es decir, 0 = 0. Al expresar los datos en funcidn de los 
componentes i, j, k, tenemos por consiguiente 

+ 0 X to p = {4k} rad/s 2 


Por tanto, la aceleracidn angular del girdscopo es 
a = dt s + + dt p = {—45.3i + 5.20j — 19.0k} rad/s 2 Resp. 
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20.3 Movimiento general 


Hn la figura 20-9 se muestra un cueipo sometido a movimiento general 
en tres dimensiones con una velocidad angular to y una aoeleracion 
angular a. Si se sabe que el punto A tiene un movimiento de v A y s» A , el 
movimiento de cuaiquier otro punto B se determina por medio de un 
an&lisis de movimiento relative. En esta seccidn se utiiizarg un sistema 
de coordenadas trasladante para definir el movimiento relative, y en 
la siguiente seeckm se considerari una refereneia que es tanto rotato¬ 
ria como trasladante. 

Si el origen del sistema de coordenadas trasladante x, y,z(& = 0) 
se encuentra en el “punto base” A, entonces, en el instante mostrado, 
el movimiento del cuerpo puede considerarse como la suma de una 
traslacidn instant£nea del cuerpo que tiene un movimiento de v A y 0 a> 
y una rotacidn respecto de un eje instantineo que pasa por el punto 
A. Como el cuerpo es rtgido, el movimiento del punto B medido por 
un observador localizado en A es por consiguiente el mis mo que la 
rotation del cuerpo respecto de un punto fijo. Este movimiento relativo 
ocurre con respecto af eje instant^neo de rotacidn y se define como y B /a ~ 
to x r b/a, ecuacidn 20-3 y a b/a = « X r b/a + *> X (*> X t b /a), ecuacidn 
20-4. Para ejes trasladantes, los movimientos relativos se retacionan con 
los movimientos absolutes por medio de r B = r A + v B /a ya fi = a A + 
*b/a> ecuaciones 16-15 y 16-17, de modo que la velocidad y aceleracidn 
absolutas del punto B se determinan con las ecuaciones 


vs = v A + to X t b/a 


(20-7) 


x 


Eje instant£neo 
de rotation 



y 


y 


Kg. 20-9 


20 


*»B = *A + « X r B/A + at X {to X r fi/A ) 


( 20 - 8 ) 


Estas dos ecuaciones son iddntkas a las que describen el movimiento 
piano general de un cuerpo rfgido, ecuaciones 16-16 y 16-18. Sinembar- 
go, su aplicacidn se complica cuando el movimiento es tridimensional, 
porque a ahora mide el cambio tanto de magnitud como de direccidn 
de to. 
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EJEMPLO 20.3 



Si el coltarin en C que se ilustra en ta figura 20-10a se mueve hacia 
B a ana rapidez de 3 m/s, determine la veiocidad del cotlarin en D 
y la veiocidad angular de la barra en el instame que se muestra. La 
barra est4 conectada a tos coltarines en sus extremos por medio de 
artkulaciones de rbtuia esfbrica. 

SOLUClON 

La barra CD esti sometida a movimiento general. ^Por qu6? La 
veiocidad del punto D en la barra puede relacionarse con la veioci¬ 
dad del punto C mediante ta ecuacibn 

v/> = v c + *> X t D/c 


z,z 

- 3 ih/s 



(b) 

Hg. 20-10 


Se supone que los marcos de reterencia fijo y trasiadante coinciden 
en el instante considerado, figura 20-106. Tenemos 

v c = {3j} m/s 

r D/c = {lr + 2j — 0.5k} m ta = eo x i + a> y j + ta z k 
A1 sustituir en la ecuacibn anterior tenemos 


-t?/>k = 3j + 


i 

<i) x 

1 


to., 


k 

-0.5 


Expandir e igualar las respectivos componentes i, j, k, results 

-0.5^ — 2<o z = 0 (1) 

0-Sti)^ + ItOj + 3 = 0 (2) 

2tii x — lo)y + Vd = 0 (3) 


Estas ecuadones contienen cuatro incbgnitas.* Puede escribirse 
una cuarta ecuadbn si se especifica la direccibn de ta. En particular, 
cualquier componente de ta que actda a to laigo del eje de la barra 
no afecta el movimiento de los cotlarines. Esto se debe a que la 
barra gira Ubremente alrededor de su eje. Por consiguiente, si ta se 
especifica como perpendicular at eje de la barra, entonces ta debe 
tener una magnitud tinica para satisfacer las ecuaciones anteriores. 
La perpendicularidad esti garantizada siempre que el producto 
escalar de ta y r^sea cero (vea la ecuadbn C-14del apbndice C). 
Por consiguiente, 

ta -t D / C = (tOji + tw^j + ta z k) ■ (li + 2j — 0.5k) = 0 

ltUj + 2to (l - 0-StOj = 0 (4) 


A1 resolver las ecuaciones 1 a 4 simultineamente, obtenemos 
<a x = -4.86 rad/s <a y = 2.29 rad/s <a z = -0.571 rad/s Resp. 

Vd = 12.0 m/s i Resp. 


*Aunque £ste es el caso, puede qbtenerse la magnitud de v^. Por ejemplo, resuelva 
las ecuadones l y 2 para at y y en funddn de <u, y sustituya en la ecuaddn 3. Se 
observari que se ellntina, lo que permite una soluddn para v D . 
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PROBLEMAS 


*20-L El anemd metro locali 2 ado en el pun to A del 
barco oscila alrededor de su propio eje a razdn de o> s , 
mientras que el barco gira con respecto al eje x a razdn 
de (o x y con respecto al eje y a razdn de to y . Determine la 
velocidad y aceleracidn angulares del anemdmetro en el 
instante en que el barco esd nivelado como se muestra. 
Suponga que las magnitudes de todos los componentes de 
velocidad angular son constantes y que el movimiento 
de rodamiento provocado por el mar es independiente en 
las direccionesxy y. 



20-3* En un instante dado, la antena parabdlica tiene 
un movimiento angular = 6 rad/s y = 3 rad/s 2 
alrededor del eje z. En este mismo instante Q = 25°, el 
movimiento angular con respecto al eje x es = 2 rad/s y 
6*2 = 1.5 rad/s 2 . Determine la velocidad y aceleracidn de 
la bocina de sefiales A en este instante. 


“in **1 


y 


Prob* 20-3 



Prob. 20-1 

20-2. El movimiento del trompo es tal que en el ins¬ 
tante que se muestra gira alrededor del eje z a <Oj = 
0.6 rad/s, mientras que gira alrededor de su propio eje a 
ft >2 = 8 rad/s. Determine la velocidad y aceleracidn angula- 
res del trompo en este instante. Exprese el resultado como 
un vector cartesiano. 


z 



*20-4* El ventilador est3 montado en un apoyo giratorio 
de modo que en el instante mostrado est£ girando respec¬ 
to del eje z awj= 0.8 rad/s, que se incrementa a 12 rad/s 2 . 
El aspa gira a to 2 = 16 rad/s, la cual se reduce a 2 rad/s 2 . 
Determine la velocidad y aceleracidn angulares del aspa 
en este instante. 


z 



Plrob. 20-2 


P*ob. 20*4 
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*20-5* Los engranes A y B est£n fijos mientras que los 
engranes C y D giran libremente alrededor del eje 5. Si 
£ste gira alrededor del eje z a una velocidad constante de 
(Oi = 4 rad/s, determine la velocidad y aceleracidn angula- 
tes del engrane C, 


20-7* Si el engrane superior B gira a una velocidad cons- 
tante de determine la velocidad angular del engrane A , 
el cual gira Ubremente alrededor del eje y rueda sobre el 
engrane fijo inferior C. 




Prob. 20-5 


Prob* 20-7 


20-6* El disco gira respecto del eje z a = 0.5 rad/s 
sin deslizarse sobre el piano horizontal. Si en este mismo 
instante o> z se incrementa a w z = 0.3 rad/s 2 , determine la 
velocidad y aceleracidn del punto A en el disco. 


*20-8* El telescopic est£ montado en el bastidor Fque 
permite didgirlo a cualquier punto del cielo. Cuando B = 
30°, el bastidor tiene una aceleracidn angular de oy = 
0.2 rad/s 2 y una velocidad angular de ay = 0,3 rad/s respec¬ 
ts del eje /, y & = 0.5 rad/s 2 mientras que 8 = 0.4 rad/s. 
Determine la velocidad y aceleracidn de la cApsula de 
observacidn Ceneste instante. 


z 


20 




rad/s 

rad/s 2 


Prob 20-6 


P*ob*20 -8 
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*20-9* Cuando d = 90°, el cuerpo del sat^lite gira con 
una veloddad angular de wj = 15 rad/s y una aceleracidn 
angular de wj = 3 rad/s 2 . Al mismo tiempo, los paneles 
solares giran con una velocidad angular de ^ = 6 rad/s 
y una aceleracidn angular de <o 2 = 1,5 rad/s 2 . Determine 
la velocidad y aceleracidn del punto B en el panel solar en 
este instante, 

20-10* Cuando 0 = 90°, el cuerpo del satglite viaja en la 
direccidn xton una veloddad de \ Q = {5001} m/sy una 
aceleracidn de a q = {501} m/s 2 . Simulbneamente, el 
cuerpo tambidn gira con una velocidad angular de o) X = 
15 rad/s y una aceleracidn angular de wj = 3 rad/s 2 . Al 
mismo tiempo, los paneles solares giran con una veloci¬ 
dad angular de ^ = 6 rad/s y una aceleraddn angular de 
d >2 = 1,5 rad/s 2 . Determine la veloddad y aceleracidn del 
punto B en el panel solar. 


z 



F*ohs. 20-9/10 

20-11* El cono rueda en drculos y gira alrededor del eje 
Z a una veloddad constante = 8 rad/s. Determine la 
velocidad y aceleracidn angulares del cono si rueda sin 
deslizarse. Adem^s, ^cu&les son La velocidad y aceleracidn 
del punto A? 


z 



V 


*20-12. En el instante que se muestra, el motor gira alre¬ 
dedor del eje z con una veloddad angular de wj = 3 rad/s y 
aceleracidn angular de = 1.5 rad/s 2 -Simult&neamente, 
la flectaa OA gira con una velocidad angular de ^ = 
6 rad/s y aceleracidn angular de = 3 rad/s 2 y el collarln 
C se desliza a lo largo de La barra A B con una veloddad 
y aceleracidn de 6 m/s y 3 m/s 2 . Determine la velocidad y 
aceleracidn del collarfn Cen este instante. 



Prob* 20-12 


*20-13. En el instan te q ue se muestra, la grti a gira respec- 
to del eje z con una velocidad angular wj = 0.25 rad/s 5 la 
cualse incrementa a 0.6 rad/s 2 . La pluma OAbaja con una 
velocidad angular ^ = 0.4 rad/s* la cual se incrementa 
a 0.8 rad/s 2 ,Determine la velocidad y aceleraeidn delpunto 
A localizado en el extreme de la pluma en este instante. 


z 



Prob* 20-11 


P*ob* 20-13 
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20-14. La flecha DE impuIsa a l engrane C, mientras que 
el engrane B gira libremente respecto de su propio eje 
GF ; el cual precesa libremente respecto de la flecha DE a 
una velocidad angular constante de o) DE = 10 rad/s. Si el 
engrane A se man tie ne fijo (to A = 0), determine la veloci¬ 
dad angular del engrane B. 

z 


C 



150 mm 


Prok 20-14 

20-15* La flecha DE imp u Isa al engrane C, mientras que 
el engrane tfgira libremente respecto de su eje GF ; el cual 
precesa libremente alrededor de la flecha DE, Si el engra¬ 
ne A es propulsado a una velocidad angular constante de 
tu 4 = 5 rad/s y la flecha DE gira a una velocidad angular 
constants de a DE = 10 rad/s^ determine la velocidad angu¬ 
lar del engrane B . 


z 


y 



J <»DE = 10 rad/s 

t» F 


150 mm 


150 mm 


150 mm 


*20-16. Cuando d = 0°, el cuerpo del sat£lite gira a una 
velocidad angular de w* = 20 rad/s y su aceleracidn angu¬ 
lar es wj =5 rad/s 2 . Simultineamente, los paneles solares 
giran a una velocidad angular de (o 2 = 5 rad/s y acelera- 
cidn angular de 6 ^ = 3 rad/s 2 - Determine la velocidad y 
aceleracidn del pun to B localizado en el extremo de uno 
de los paneles solares en este instante. 


z 



•2&-17. Cuando 0 = 30°, el cuerpo del sat£lite gira a una 
velocidad angular de wj = 20 rad/s y su aceieraeidn angu¬ 
lar es j = 5 rad/s 2 . Simult^neamente, los paneles solares 
giran a una velocidad angular constante de = 5 rad/s. 
Determine la velocidad y aceleracidn del punto B localizado 
en el extremo de uno de los paneles solares en este instante. 

20-18. Cbando & = 30°, el cuerpo del sat^lite gira a una 
velocidad angular de = 20 rad/s y su aceleracidn angu¬ 
lar es rij = 5 rad/s 2 . En el mismo instante, el sat£lite viaja 
en la direccidn x a una velocidad de v Q = {50004} m/s, 
y su aceleracidn es = {5001} m/s 2 . Sim ultine amen te, 
los paneles solares giran a una rapidez angular constante 
de &>2=5 rad/s* Determine la velocidad y aceleracidn del 
punto B localizado en el extremo de uno de los paneles 
solares en este instante. 



Prob. 20-15 


frobs* 20-17/18 
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20*19* La pluma OA de la grfia gira alrededor del eje z a 
una velocidad angular constante de ^ =0.15 rad/s, mien- 
tras que baja a una velocidad angular constante de ^ = 
0.2 rad/s. Determine la velocidad y aceleracidn delpunto 
A localizado en el extremo de la pluma en el instance que 
se muestra. 



*20-20* Si el armazdn gira a una velocidad angular cons¬ 
tante de top = {— 10k} rad/s y elengrane horizontal B gira 
a una velocidad angular constante de to B = {5k} rad/s, 
determine La velocidad y aceleracidn angulares del engra¬ 
ne cdnico A. 


z 



*20-21* La barra A B esti conectada a los collarines en sus 
extremes por medio de articulaciones de rdtula esfiSrica. Si 
la velocidad del collarfn A es v A = 3 pies/s, determine la 
velocidad angular de la barra y la velocidad del collarfn B 
en el instante mostrado. Suponga que La direccidn de La 
velocidad angular de la barra es perpendicular a la barra. 

20-22* La barra ABestA conectada a los collarines en sus 
extremes por medio de articulaciones de rdtula esf£rica. 
Si la aceleracidn del collarfn A es a A = {81} pies/s 2 y su 
velocidad v A = {3i} pies/s, determine la aceleracidn angu¬ 
lar de la barra y la aceleracitin del collarfn Sen el instante 
que se muestra. Suponga que la aceleracidn angular de la 
barra es perpendicular a la barra. 



20-23* La barra AB esli conectada a los collarines en sus 
extremes por medio de articulaciones de rdtula esfi£rica. Si 
el collarfn A sube con una velocidad de v A = {8k} pies/s, 
determine la velocidad angular de la barra y la rapidez del 
collarfn B en el instante que se muestra. Suponga que la 
direction de la velocidad angular de la barra es perpen¬ 
dicular a ella. 

*20-24* La barra AB est£ conectada a los collarines en sus 
extremes por medio de articulaciones de rdtula esf£rica. Si 
el coUarCn A sube con una aceleracidn de a A = {4k} pies/s 2 , 
determine la aeeleracidn angular de la barra AB y la magni- 
tud de la aceleracidn del collarfn B. Suponga que la direccidn 
de la aceleracidn angular de la barra es perpendicular a ella. 


z 



Prob. 20-20 


Probs* 20-23/24 
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*20-25* Si el collarfn A se mueve a una velocidad cons- 
tante de v A = {101} pies/s* determine La velocidad del 
collarln B cuando la barra AB est3 en la posicidn que se 
muestra. Suponga que la velocidad angular de AB es per¬ 
pendicular a la barra. 

20-26* Oiando La barra AB esii en La posicidn mostrada, 
el collarfn A se mueve a una velocidad \ A = {101} pies/s y 
aceleracidn de = {21} pies/s 2 . Determine la aceleracidn 
del collarfn ifen este instante. Suponga que la velocidad 
y la aceleracidn anguLares de AB son perpendiculares a la 
barra. 


z 



20-27* Si el collarfn A se mueve a una velocidad cons- 
Lante de = {31} m/s determine la velocidad del colla¬ 
rfn B cuando la barra AB est3 en la posicidn mostrada. 
Suponga que la velocidad angular de AB es perpendicular 
a La barra. 

*20-28* Cbando la barra AB est£ en la posicidn que se 
muestra, el collarln se mueve a una velocidad de v A = 
{31} m/sy aceleracidn de ft 4 = {0,51} m/s 2 . Determine la 
aceleracidn del collarfn B en este instante. Suponga que 
La velocidad y aceleracidn angulares de AB son perpen¬ 
diculares a la barra. 


z 



*20-29* Si la palanca BC gira con una velocidad angular 
constante de io BC = 6 rad/s, determine la velocidad del 
collarfn A. Suponga que la velocidad angular de AB es 
perpendicular a la barra. 

20-30* Si la palanca BC gira con una velocidad angular 
de to BC = 6 rad/s y una aceleracidn angular de lo BC = 
1.5 rad/s 2 , determine la aceleracidn del collarfn A en este 
instante. Suponga que La velocidad y aceleracidn angulares 
de AB son perpendiculares a la barra. 



20-31* La barra ABest£ conectada a los coUarines en sus 
extremes por medio de articulaciones de rdtula esfdrica. 
Si el collarfn A tiene una velocidad v A = 15 pies^te en el 
instante que se muestra, determine la velocidad del colla¬ 
rfn B. Suponga que la velocidad angular es perpendicular 
a la barra. 

*20-32* La barra AB esti conectada a los coUarines en 
sus extremes por medio de articulaciones de rdtula esfd- 
rica. Si el collarfn A tiene una velocidad de v A = {151} 
pies/s y una aceleracidn de * A = {21} pies/s 2 en el instante 
que se muestra, determine la aceleracidn del collarfn B . 
Suponga que la velocidad y aceleracidn angulares son per¬ 
pendiculares a la barra. 


z 



Probs* 20-27/28 


Pfobs* 20-31/32 
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*20-33* La barra AB esli conectada a los collarines 
en sus extremes por medio de articulaciones de rdtula 
esf^rica. Si el collarfn A tiene una veloeidad v A = 3 m/s, 
determine la rapidez del collarfn B en el instante que se 
muestra. Suponga que la veloeidad angular es perpendi¬ 
cular a la barra. 

20-34, Si el collarfn A del problem a 20-33 tiene una 
aceleracidn de = {-2k} m/s 2 en el instante en qua 
5u veloeidad es v A = {-3k} m/s, determine la magnitud 
de la aceleraeidn del collarfn B en este instante. Suponga 
que la veloeidad y aceleracidn angulares son perpendicu- 
lares a la barra. 


z 



20-35* La placa triangular ABC est£ soportada en A por 
una articulaeidn de rdtuia esfdrica y en C por el piano 
x-z, El lado AZf queda en el piano x-y. Cuando 6 = 60°, 
6 = 2 rad/s y el punto C tiene las coordenadas que se 
muestran. Determine la veloeidad angular de la plaea y la 
veloeidad del punto C en este instante. 

*20-36* La placa triangular ABC esta sostenida en A 
por una articulacidn de rdtula esfdrica y en C por el piano 
x -Zp El lado AB queda en el piano x-y. Cuando 6 = 60°, 
6 = 2 rad/s 6 = 3 rad/s 2 y el punto C tiene las coorde¬ 
nadas mostradas. Determine la aceleracidn angular de la 
placa y la aceleracidn del punto Cen este instante. 


z 



*20-37. El disco A gira a una veloeidad angular eonstante 
de 10 rad/s. Si la barra iJCesli unida al disco y a un collar 
por medio de articulaciones de rdtula esfiSrica, determine 
la veloeidad del collarfn B en el instante que se muestra. 
AdetMs, ^cuil es la veloeidad angular de la barra w 8C si 
su direccidn es perpendicular a su eje? 


z 



Pttib. 20-37 


20-38* Resuelva el problem a 20-37 si la conexidn en 
B eonsiste en un pasador como se muestra en la figura 
siguiente, en lugar de una articulacidn de rdtula esferica* 
Sugerenctir la restrieddn permite la rotacidn de la barra 
Ian to en tomo a la barra DE (direction j ) como respecto 
del eje del pasador (direccidn n), Como no hay compo- 
nente rotadonal en la direccidn u, es decir, perpendicular 
a n y j donde u = j X n, se puede obtener una ecuacidn 
adicional para la solueidn apartir de *i ■ u = 0. El vector n 
esta en la misma direccidn que t B/c X T D f C , 



Prohs. 20-35/36 


Proh. 20-38 
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*20.4 Analisis de movimiento relativo 


por medio de ejes trasiadantes y 
rotatorios 


La manera mas general de anafizar el movimiento tridimensional de 
un cueipo rfgido requiere el tiso de ejes x, y, z que se trasladen y giren 
oo n respecto a un segundo marco X, Y, Z. Este an4lisis tambidn per- 
mite determinar tos movimientos de do$ puntos A y B localizados en 
miembros distintos de un mecanismo y el movimiento relativo de una 
pam'cula con respecto a otra cuando una o ambas partfculas se mueven 
a lo laigo de trayectonas curvas. 

Como se muestra en la figura 20-11, las ubicaciones de los puntos^ y 
B se especifican con respecto al marco de referenda X, Y, Z por medio 
de vectores de posicidn r^ y r fi . El punto base A represents el otigen 
del sistema de coordenadas x,y,z ,el cual se traslada y gira con respecto 
a X, Y, Z. En el instante considerado, la velocidad y aceleracidn del 
punto A son la velocidad y acelerarion angulares de los ejes 

x, y, z son fly fl = dfl/ dt. Todos estos vectores se widen con respecto 
al marco de referencia X, Y, Z, aunque pueden expresatse en forma de 
componentes cartesianos a lo largo de cualquier sistema de ejes. 


z 


ft 




O' 


Fig* 20-11 
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Posicion. Si la posiddn de “S con respeeto a A” se espedfica por 
medio del vector de posicion relativa r b/a, figure 20-11, entonces, por adi- 
d6n vectorial, 


t b — *A + t b/a 


(20-9) 


donde 


r fi = posiddn de B. 
t a = posiddn del origen A. 
t b/a = posiddn de “Scon respeeto a A”. 


Velocidad. La veloddad del punto B medida con respeeto a X, 
Y, Z se puede determinar al considerer fas derivadas con respeeto al 
tiempo de la ecuacidn 20-9. 


*b — *a + *B/A 


Los primeros dos tdrminos representan v fi y v, 4 . El ultimo tdrmino debe 
evaluarse mediante la aplicacidn de la ecuacidn 20-6,puesto que r B , A se 
nride con respeeto a una referenda rotatoria. De modo que, 


Tb/a = {TB/A)xyz + ff X Tb/a = ( v a/^)j>yi + ^ X t b/a (20-10) 


Por consiguiente, 




20 

V B = V A + ax t b/a + (v B/j4 )^ 

(20-11) 


donde 

v s = veloddad de B. 

v A = veloddad del origen A del marco de referenda x,y,z- 

( v B/jdxyi = velocidad de “S con respeeto a A” medida por un 
observador situado en el marco de referencia rotatorio 
x, y, z. 

A = veloddad angular del marco de referencia x,y,z- 
Tb/a = posiddn de “Scon respeeto a A”. 
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Aceleracion. La aceleraddn del punto B medida con respecto 
a X, Y,Z se determine por la derivada con respecto al tiempo de la 
ectiacidn 20-11. 


vs = Vjl + 11 X + 11 X 






Las derivadas con respecto al tiempo definidas en el primero y segun- 
do t6rminos representan a /( y a A , respectivamente. El cuarto tdrmino 
se evalfia con la ectiacidn 20-10 y el dttimo tdrmino se evaJua con la 
ectiacidn 20-6, la cual resnlta 

^BfA) X yz = {VBIjdxyz + = {*B/A)xyz + X ( V B,m)^ 

En este caso (a B/A) xyz la aceleraddn de B con respecto a A medida 
ton respecto a x> y> z. Si sustitnimos este resuttado y fa ectiaddn 20-10 
ai ta ectiacidn anterior y simpMcamos, tenemos 


a# = &A + ft X t B / A + ft X (O X T B j A ) + 2fl X {v B f A )xyz + {*BfA)xyz 

( 20 - 12 ) 


donde 



El movimiento espacial complicado de la cu- 
beta de concrete B ocurre debido a la to- 
tacion de la pluma alrededor del eje Z, el 
movimiento del carro A a lo largo de la 
pluma, y la extension y oscilacion del cable 
AB. Puede establecerse un sistema de coor- 
denadas x, y, z tras 1 adante-rotatorio en el 
carro, y entonces puede aplicarse un analisis 
de movimiento relativo para estudiar este 
movimiento. 


a s = aceleracion de B. 

as = aceleracidn del origen A del marco de refe¬ 
renda*,)', z- 

(*B/A)xyz> (’ V a/A)xyz = aceleraddn y velocidad relativa de “B con 
respecto a A” medidas por un observador 
situado en el marco de referenda rotatorio x, 
y,z. 

11,11 = aceleracidn y velocidad angulares del marco 
de referenda x,y,z- 

*b/a = poskidn de “B con respecto a A”. 

Las ecuaciones 20-11 y 20-12 son identic as a las que se utifizaron en la 
secddn 16.8 para analizar el movimiento piano relativo.* En ese caso, 
an embargo, se simplified puesto que 11 y 11 tienen una direction com- 
tante , la cual siempre es perpendicular al piano del movimiento. Para 
movimiento tridimensional, 11 se cakula con la ecuacidn 20-6, puesto 
que n depende del cambio tanto de magnitud como de direccidn de fl. 


♦Remitase a la seocidn 16.8 para una imerpretacidn de los terminus. 
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Procedimiento para el analisis 


El movimiento tridimensional de partlcuias o cuerpos rigidos 
puede analizarse con fas ectiaciones 20-11 y 20-12 mediante el 
siguience procedi miento. 

Ejes de coordenadas. 

• Selecckme la ubicacidn y orientacidn de los ejes de cooidena- 
das X, Y, Z ,y x,y, z- Con mucha frecuenda fas soluciones son 
fdciles de obtener si en el instante considerado: 

(1) los orfgenes coindden. 

(2) los ejes son cofineafes. 

(3) los ejes son paraieios. 

• Si varies componentes de veloddad angular intervienen en un 
problems, fos cidculos se reduction si los ejes x, y, z se seteccio- 
nan de tal modo que s61o un componente de veloddad angular 
se observe con respecto a este marco (ft^,,), y dste gira a Q 
definida por los demis componentes de vefbcidad angular. 

Ecuadones de cinematica. 

• Una vez que se define el origen de la referenda mdvil, A, y 
el punto mdvil Bsc especifica, deber£n escribirse entonces las 
ecuaciones 20-11 y 20-12 en forma simbdiica como 

Vfi = V^ + ft X Tg/A + (\B/A)xyz 

*B = *A + ft X r B/A + n X (ft X t B ! A ) + 2ft X + (Ab!a)x}Z 

• Si parece que t a y ft cambian de direction cuando se les obser- 
va desde la referenda X, 1', Z fija, entonces utilice un sistema 
de ejes de referenda primos x', y' t z que tenga una rot acid n 
ft'= ft. Se utiiiza entonces la ecuaddn 20-6 para determinar ft 
y el movimiento v,, y del origen de fos ejes x, y, z mbviles. 

• S parece que (r^)^ y ft„. cambian de direccidn observa- 
dos desde x, y, z, entonces utilice un sistema de eje de refe¬ 
renda biprimos x", y'\ z" con ft" = y aplique la ecuaddn 
20-6 para determinar ft ^ y el movimiento relativo (v fl ^) IJFZ y 

( a B/A)xyz- 

• Una vez que se obtienen las formas finales de ft, v^, a^, ft^, 
(vB/A)xyz y (^BjA)xyz, se sustituyen los datos numdricos del pro- 
bfema y se evaldan los tdrminos cinemdticos. Los componentes 
de todos estos vectores se seleccionan a io largo de los ejes X, 
Y, Z ,o de los ejes x,y,z -La selecddn es arbitraria siempre que 
se utilice un sistema de vectores unitarios consistente. 


20 
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Ecuactones clnemdtlcas. Las ecuaciones 20-11 y 20-12 apEicadas 
a Eos puntos C y A se vuelven 

r c = r A + (1 X t c/A + (v CM )^ 

= 9a + ft X tc/A + ft X (ft X Tc/a) + 2ft X {vC)'A)xyz + (*C/x)jryz 

Movimlento da A . Aquf cambia de direccidn con respecto a 

X, Y, Z. Para determinar las derivadas con respecto al (tempo de 
utilizaremos un sistema de ejes x', y', z’ coincidentes con Em ejes X, 

Y, Z que giran afl' = m p . Por tamo, 

ft = *) p = {5k} rad/s (ft no cambia de direccidn respecto a X, Y, Z) 
ft = dip = (2k) rad/s 2 
t a = {21} m 

v a = i \4 = {i A )^ + *>,, X t a = 0 + 5k X 2i = {10j} m/s 
•a = t a = [{i*'x)yyV + X (r. 4 )yyy] + tej, X r A + ta p X i A 
= [0 + 0] + 2k X 21 + 5k X lOj = {-501 + 4j} m/s 2 

MovimEanto da C eon respecto a A. Aqui {iqa)x V z cambia de 
direccidn con respecto a x, y, z- Para determinar las derivadas con 
respecto al (tempo de {tqA) X yz u Slice un sistema de ejes x", y", z" 
que giren a ft" = ft,^ = &>m- Por tanto, 

ft ry, = at M = {31} rad/s (ftjy, no cambia de direccidn respecto a x,y,z) 

= {11} rad/s 2 

{ r C!A)xyz = {-0.25k} m 

{ v C/A)xyz = {*C/A)xyz = (tfc/x) jf/z’ + “JM X ( r C/x)^i 

= -3k + [31 X (-0.25k)} = {0.75j - 3k} m/s 

(a C/A)xyz = (r C/A)xyz = {{tC!A)x‘y’z“ + X (tc/A^fz"] + X {t C !A)xyz + * (*t/x)jy^ 

= [-2k + 31 X (-3k)] + (11) X (-0.25k) + (31) X (0.75j - 3k) 

= {18.25j + 0.25k} m/s 2 

Movimlento do C. 

v c = r A + ft X r c/A + (v C /A)xyz 

= lOj + [5k X (-0.25k)] + (0.75J - 3k) 

= {10.75J - 3k} m/s Rap. 

a C = + ft X Tq A + ft X (ft X t C j A ) + 2 ft X {Vc/A)xyz + ( a C'/X)jrvz 

= (-501 + 4j) + [2k X (-0.25k)} + 5k X [5k X (-0.25k)} 

+ 2[5k X (0.75j - 3k)] + (18.25j + 0.25k) 

= {-57.51 + 22.25J + 0.25k} m/s 2 Reap. 
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EJEMPLO 20.5 


El pdndulo de la figura 20-13 se compone de dos barras; AB esti 
aoportada en A por medio de un pasador y oscila sdlo en el piano 
Y-Z, mientras que un cojinete en B permite que la barra BD gire 
en to mo a la barra AB. En un instame dado, las banras tienen los 
movimientos angulares que se muestran. Incluso, un col farm C, loca- 
Izado a 0.2 m de fltiene una velocidad de 3 m/sy una aceleraddn de 
2 m/s 2 a lo largo de la banra. Determine la veloddad y aeeleracidn 
del collari'n en este instante. 

SOLUD6N I 

Ejes de coordenadas. El origen del marco X, Y, Z fijo se colo- 
cara en A. El movimiento de collarfn se observa oonvenientemente 
desde B, por lo que el origen del marco y, z se tocaiiza en este 
punto. Seteccionaremos fl = a>i y (l xyz = ai 2 . 

Ecuaeiones cinemattcas. 

▼C = + H X r c/B + {^C/B)xyz 

a c = «b + fl X r c/B + fl X (fl X Tc/b) + 20 x (vc/b) jyi + (®c/b) jryr 

Movimiento de B. Para determinar las derivadas con respecto at tiempo de r s sean los ejes x\ /, z que 
giren con fl' ~ aij. Entonces 

fl' = ai, = {4i} rad/s O' = <0, = {1.5i} rad/s 2 
t B = {-0.5k} m 

vb = *b = + Ai]Xr B = 0 + 4iX (-0.5k) = {2j} m/s 

+ Aii X (rB)y/ z j + Ai| X t B + aii X i* B 
= [0 + 0} + 1.5i X (-0.5k) + 4i X 2j = {0.75j + 8k} m/s 2 

Movimiento de Ceon respecto a B. Para determinar las derivadas con respecto ai tiempo de (tc/Bhyz* 
sean los ejes x", y", z" que giren con Sl xy , = a> 2 . Entonces 

fl^ = ai 2 = {5k} rad/s fl lVi = w 2 = { -6k} rad/s 2 
(rc/s)jyi = {0.2j} m 

(vc/sjiyi = (ic/aW = (rc/aVyv + *>2 X (fc/aWi = 3j + 5k X 0.2j = {-li + 3j} m/s 

(*C/B)xyz = (*C<B)xyz = E(i*C/B)j”yV + "2 X {tc/B)x*y“A + *»2 X {t C iB)xyz + Al 2 X (i C /B)xyz 

= (2j + 5k X 3j) + (-6k X 0.2j) + [5k X (-li + 3j)J 

= {-28.8i - 3j} m/s 2 

Movimiento de C. 

V C = V B + fl X tc/B + ( v c/a)jryz = 2j + 4i X 0.2j + (—li + 3j) 

= {—li + 5j + 0.8k} m/s Reap. 

ac = a B + fl x t C /B + fl x (fl x r C j S ) + 2fl x (yc/b)^ + {*ctB)xyz 

= (0.75j + 8k) + (1.5i X 0.2j) + [4i X (4i X 0.2jj] 

+ 2[4i X (-li + 3j)l + (—28.8i - 3j) 

= {—28.8i - 5.45j + 32.3k} m/s 2 Reap. 


z, z, z’, z” 
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SOLUCI6N II 

Ejes de coordenadas. Aqtn' consideraremos que los ejes x, y, z 
giran a 

ft = ail + = {4i + 5k} rad/s 

Ento nces Cl xyz = 0. 

Movimlento de 0. Pbr las restricciones del problems w, no cam- 
biadedireccidn conrespecto a X, Y, Z;sinembargo,la direedem de 
0*2 se cambia por *>,. Por tanto, para obtener fl constdere que los 
ejes x, y', z coindden con los ejes X, Y,Z en.4 de modo qne fl' = 
*>]. Ento nces al considerar la derivada de los componentes de Cl, 

Cl = ft), + *» 2 = [{ft»i)yyy + X W|j + + "i X to 2 J 

= [1.5i + 01 + [-6k + 4i x 5k] = {1.5i - 20j - 6k} rad/s 2 

Ademds, to\ cambia la direeddn de r s de modo que las derivadas 
con respecto al tiempo de t s se determinan con los ejes primos antes 
definidos. Por consiguiente, 

vs = is = (ra)yyr + *»i X r B 
= 0 + 4i X (-0.5k) = {2j} m/s 

a B = = [(*B)*yy + to 1 X (r B )yyJ + ai, X r B + * 1 , X r B 

= [0 + 01 + 1.5i X (-0.5k) + 4i X 2j = {0.75j + 8k} m/s 2 

Movimlento de C con respecto a B. 


Q'xyz 

= 0 


tyz 

= 0 


i r C/B)xyz 

= {0.2j} m 

('' r C/B)jr ( . I 

= {3j} 

m/s 

(OC/b)jd-i 

= {2j} 

m/s 2 

Movimiento de 

C. 

p 

11 

+ n x 

rc/fi 


Resp. 


= 2j + [(4i + 5k) X (0.2j)J + 3j 
= {—li + 5j + 0.8k} m/s 
= a B + ^ X r C / B + fl X (H X t C j B ) + 2Cl X (yc/B)xyz + {^C'B)xyz 
= (0.75j + 8k) + [(1.5i - 20j - 6k) X (0.2j)] 

+ (4i + 5k) X [(4i + 5k) X 0.2j] + 2[(4i + 5k) X 3j] + 2j 
= {—28.8i - 5.45j + 32.3k} m/s 2 Resp. 
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PROBLEMAS 


20-39* Resuelva el problema 20-5 de modo q ue los ejes x , 
y f z se muevan con translacidn curvilfnea, ft = 0 en cuyo 
caso parece que el collarfin tiene tan to velocidad angular 
ft^ = como movimiento radial. 

*20-40* Resuelva el ejemplo 20-5 con los ejes x f y , z fijos 
en la barra ED de modo que ft = En este caso 

parece que el collarfn se mueve sdlo radialmente hacia 
ftiera a lo largo de ED*, por consiguiente ft w = 0. 

•20-4L En el instante que se muestra, la flecha gira con 
una velocidad angular de io p = 6 rad/s y su aceleracidn 
es de o> p = 3 rad/s 2 . En el mismo instante, el disco gira 
alrededor de su eje con una velocidad angular de = 
12 rad/s, la cual se incrementa a una raztin constante de 
= 6 rad/s 2 . Determine la velocidad del punto Clocali- 
zado en el borde del disco en este instante. 

20-42* En el instante que se muestra, la flecha gira con 
una velocidad angular de wp = 6 rad/s y su aceleracidn 
angular es de a> p = 3 rad/s 2 . En el mismo instante, el disco 
gira alrededor de su eje con una velocidad angular de oi, = 
12 rad/s, la cual se incrementa a una razdn constante de 
= 6 rad/s 2 . Determine la aceleracidn del punto C loca- 
lizado en el borde del disco en este instante. 


z 



20-43* En el instante que se muestra, la cabins de la exca- 
vadora gira respecto del eje z con una velocidad angu¬ 
lar constante de (o z = 0.3 rad/s. En el mismo instante 
6 = 60° y la pluma OEC tiene una velocidad angular de 
6 = 0.6 rad/s, la cual se incrementa a 0=0.2 rad/s 2 , 
ambas medidas con respecto a la cabina. Determine la 
velocidad y aceleracidn del punto C en la grapa en este 
instante. 

*20-44* En el insLante que se muestra, la estructura de la 
excavadora avanza en la direccidn y con una velocidad de 
2 m/s y una aceleracidn de 1 m/s 2 , mientras que la cabina 
gira respecto del eje z con una velocidad angular de = 
0.3 rad/s, la cual se incrementa a a z = 0.4 rad/s 2 . En el 
mismo instante d = 60°, y la pluma OEC tiene una velo- 
ddad angular de 0 = 0.6 rad/s, la cual se incrementa a 
0 = 0.2 rad/s 2 ; ambas medidas con respecto a la cabina. 
Determine la velocidad y La aceleracidn del punto C para 
tratar de coger algo en este instante. 


z 




* 


Probs* 20-41/42 


Fifths. 20-43/44 
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*20-45* La grtsa gira alrededor del eje Z con una veloci- 
dad constante = 0.6 rad/s* mientras que La pluma baja a 
una veloddad constante m 2 = 0.2 rad/s. Determine La velo- 
ddad y la aceleracidn del pun to A localizado en el ex tre¬ 
me de la pluma en el instante que se muestra. 

20-46* La grda gira alrededor del eje z a una veloddad 
de wj = 0.6 rad/s, la cual se incrementa a wj = 06 rad/s 2 . 
Adem£s, la pluma baja a una veloddad ^ = 0.2 rad/s, La 
cual se incrementa a o >2 = 0.3 rad/s 2 .Determine La veloci- 
dad y aceleracidn del punto A localizado en el extreme de 
b pluma en el instante que se muestra. 


z 



20-47* El motor gira respecto del eje z a una veloddad 
angular constante de = 3 rad/s. Simult^neamente, la 
flecha OA gira a una veloddad angular constante de «2 = 
6 rad/s. Adenitis* el col Larin C se desliza a lo largo de 
b barra AB con una veloddad y aceleracidn de 6 m/s y 
3 m/s 2 . Determine la veloddad y aceleracidn del collarfn C 
en el instante que se muestra. 


z 



*20-48, En el instante que se muestra, el helicdptero se 
eleva con una veloddad v H = 4 pies/sy aceleracidn de a H = 
2 pies/s 2 . En el mismo instante la estructura //, no el aspa 
horizontal, gira alrededor de un eje vertical con una velo¬ 
ddad angular = 0.9 rad/s. Si el aspa del rotor de cola B 
gira con una veloddad angular constante to B j H = 180rad/s, 
medida con respecto a H, determine la veloddad y acele¬ 
racidn del punto P, Localizado en el extreme del aspa, en el 
instante en que el aspa esU en posiddn vertical. 


z 



*20-49* En un instante dado la pluma AB de la grba gira 
alrededor del eje z con el movimiento que se muestra. En 
este mismo instante *0 = 60° y la pluma desciende de modo 
quefl = 0.4 rad/s y0 = 0.6 rad/s 2 . Determine la veloddad 
y aceleracidn del extremo de La pluma A en este instante. 
La longitud de la pluma es l AB = 40 m. 



Fftih* 20-47 


Pttib* 20-49 
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20-54* En el instante que se muestra, la base del brazo 
tobdtioo gira alrededor del eje z con una veloddad angu¬ 
lar de ioi =4 rad/s, la cual se increment* a = 3 rad/s 2 . 
Adem^s, La pluma 5Cgira a una veloddad constante de 
w EC = 8 rad/s. Determine la velocidad y aceleracidn de la 
parte Csujetada en su mordaza en este instante. 

z 


Prob* 20-54 


20-55* En el instante que se muestra, la base del brazo 
tobdtico gira alrededor del eje z con una velocidad angu¬ 
lar de wj = 4 rad/s, la cual se esti incrementando a wj = 
3 rad/s 2 . Tambi^n, la pluma BC gira a una veloddad 
constant® de w BC = 8 rad/s, La cual se incrementa a wgc = 
2 rad/s 2 . Determine La velocidad y aceleracidn de La parte 
Csujetada en su mordaza en este instante. 


20-50* En el instante que se muestra, el tubo gira alre¬ 
dedor del eje z con una veloddad angular constante = 
2 rad/s, mientras que al mis mo tiempo el tubo gira hacia 
arriba a una velocidad constante ^ = 5 rad/s. Si La bola 
es impulsada por aire a trav£s del tubo a una veloddad 
r = 7 m/s y aceleracidn r = 2 m/s 2 , determine su veloci- 
dad y aceleracidn en el instante que se muestra. Ignore el 
tamaflo de La bola. 

20-51* En el instante que se muestra, el tubo gira alre¬ 
dedor del eje z con una veloddad angular constante wj = 
2 rad/s, mientras que al mismo tiempo el tubo gira hacia 
arriba a una velocidad constante ^ = 5 rad/s. Si La bola es 
impulsada por aire a trav6s del tubo a una velocidad cons¬ 
tante t = 7 m/s, determine su velocidad y aceleracidn en 
el instante que se muestra. Ignore el tamaflo de La bola. 

z 


Probs* 20-50/51 


*20-52* En el instante & = 30°, la estructura de la grda y la 
pluma AB giran a una velocidad angular constante de ^ = 
1.5 rad/s y ^ = 0.5 rad/s, respectivamente. Determine la 
velocidad y aceleraddn del punto Ben este instante. 


*20-53* En el instante & = 30°, la estructura de la grfla y 
La pluma AB giran a una velocidad angular constante de 
wj = 1.5 rad/s y aceleracidn angular de = 0.5 rad/s 2 , 
mientras que la pluma Aif gira a una velocidad angular de 
102 = 0.5 rad/s y aceleracidn angular de ^ = 0.25 rad/s 2 . 
Determine la velocidad y aceleracidn del punto B en este 
instante. 




B = 30 " 


Probs* 20-52/53 


Ftob* 20-55 
























Repaso del capItulo 


577 


REPASO DEL CAPfTULO 


Rataddn alrededor de tin ft unto fijo 

Cuando un cuerpo gira alrededor de un 
punto fijo Q, entonces los puntos en el 
cuerpo siguen una trayectoria que queda 
en la superficie de una esfera con su een- 
troen O. 

Como la aceleracidn angular es un cam- 
bio con respecto al tiempo de la velori- 
dad angular, entonces es necesario tener 
en cuenta los cambios de magnitud y 
direccidn de cuando se determine su 
derivada con respecto al tiempo. Para 
hacer esto, a menudo se especifica la 
velocidad angular en funcidn de sus 
movimientos componentes, de modo que 
la direction de algunos de estos com¬ 
ponentes permanezcan constantes con 
respecto a ejes rotatories x , y, z. Si £ste 
es el caso, entonces la derivada con res¬ 
pecto al eje fijo puede determinarse con 

A - (A) w + 11 X A. 

Una vez conocidas y a, entonces pue- 
den determinarse la velocidad y acelera- 
ddn de cualquier punto P del cuerpo. 

jP 

y Eje insmnt&neo 

/ ** de rotacidn 

/ OsT* 

—* 

v = at X r 

a=aXr + wX(wXr) 

Movimiento general 

Si el cuerpo expedmenta movimiento 
general, entonces el movimiento de un 
punto B del cuerpo puede relacionar- 
se con el movimiento de otro punto A 
median te un an^lisisde movimiento rela- 
tivo, con ejes trasladantes fijos en A. 

Vs = X I B/A 

= + a x I B,‘A + to X (to X t B / A ) 

Artalisis de movimiento relativo por 
medio de ejes trasladantes y rotatories 

El movimiento de dospuntos A y ffde un 
cuerpo, una serie de cuerpos conectados, o 
cada punto localizado en dos trayectorias 
diferentes, puede relacionarse por medio 
de un anilisisde movimiento relativo con 
ejes rotatoriosy trasladantes en A. 

Cuando se aplican las ecuaciones para 
determinar v B y a B , es importante tener 
en cuenta los cambios de magnitud y 
direceidn de t Ai (r b/a)^ ft, cuan- 

do se consideran sus derivadas con res¬ 
pecto al tiempo para determinar v A , 
(Vfi/A)iy r , n y Para hacer 

esto de manera correcta debemos utilizar 
la ecuacidn 20-6. 

Vy = V A + fl X t BjA + (Vg /A ) xyi 

*B = “A + A X r B/A + fl X {ft X r B/ A ) + 2(1 X (y B/ a) xyz + (®B/i4)ij* 












El diserio de jyegos mecanicos require un analisis de fuereas que depende de 
su movimiento tridimensional. 









Cinetica 
tridimensional 
de un cuerpo rfgido 
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OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Presentar Ids m£todo$ de determiner Ids momentos de inercia y 
Ids productos de inercia de un cuerpo con respecto a varios ejes. 

* Demostrar c6mo $e aplican los principios de trabajo y enargfa, y 
cantidad de movimiento angular y lineal a un cuerpo rfgido que 
tiene movimiento tridimensional. 

* Desarrollar y aplicar las ecuaciones de movimiento en tres dimen- 
siones. 

* Estudiar el movimiento girosc6pico y sin par de torsi6n. 


*21.1 Momentos y productos de inercia 

Giando se estudid la cinetica plana de un cuerpo, fue necesario pre¬ 
sentar el momento de inercia la . el cual se calculb con respecto a un 
eje perpendicular at piano de movimiento y que pasa por et centro 
de masa G. Para el analisis cindtico del movimiento tridimensional en 
ocasiones ser£ necesario catcutar seis cantidades inerciales. Estos tdr- 
rninos, llamados momentos y productos de inercia, describen en una 
forma particular la distribucidn de la masa de un cuerpo con respecto a 
un sistema de cooidenadas proporcionado con su orientacidn y punto 
de origen especificados. 
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z 



Momento de inercia Considere el cuerpo rigido que se mues- 
tra en !a figura 21-1. El momento de inertia de un elemento diferencial 
dm del cueipo con respecto a cualquiera de los tres ejes de eoorde- 
nadas se define como el producto de la masa del elemento por el 
oiadrado de la distancia mis corta del eje al elemento. Por ejemplo, 
como se indica en la figura, r x = Vy 2 + r, por lo que el momento de 
inercia de masa del elemento con respecto al eje x es 


dl xx = r~ dm = (y 2 + z 1 ) dm 


B momento de inercia para el cuerpo puede determinarse al inte- 
grar esta expresidn a lo largo de toda su masa. Por oonsiguiente, para 
cada uno de los ejes, podemos escribir 



( 21 - 1 ) 


Se ve que el momento de inercia siempre es una cantidad positiva, pues- 
to que es la suma del producto de la masa dm,la cual siempre es posi¬ 
tiva y las distances al cuadrado. 

Producto de inercia. El producto de inertia de un elemento 
diferencial dm con respecto a un sistema de dos pianos ortogonales 
se define como el producto de la masa del elemento por las distancias 
peipendiculares (o mis cortas) de los pianos al elemento. Por ejemplo, 
esta distancia es jc al piano y-z , y y al piano x-z, figura 21-1. Por consi- 
guiente, el producto de inercia dl xy para el elemento es, 

dl xy = xy dm 


21 


Observe tambidn que dl^ = dl xy . Al integrarlos a largo de toda la masa, 
los productos de inercia <iel cuerpo con respecto a cada combinacidn de 
pianos pueden expresarse como 



( 21 - 2 ) 
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(a) 


Fig. 21-2 



A diferencia del momento de inercia, el cual siempre es positivo, el 
producto de inercia puede ser positivo, negativo, o cero. El resultado 
depende de los signos atgebraicos de las dos cooidenadas definitorias, 
las cuales varian independientemente ana de otra. En particular, si 
alguno o ambos pianos ortogonales son pianos de simetriapara. la masa, 
el producto de inercia con respecto a estos pianos ser£ cero. En esos 
casos, los eiementos de masa ocurrirfri en pares localizados a cada lado 
del piano de simetria. En on lado del piano el producto de inercia del 
elemento seri positivo, mientras que en el otro el producto de inercia 
del elemento correspondiente sera negativo, la suma por consiguiente 
es cero. Ejemplos de esto se muestran en las figuras 21-2. En el primer 
caso, figura 21 -2a, el piano y-z es un piano de simetria y por consiguien¬ 
te I X y = 4 , = 0. El c&culo de I yz dari un resultado positivo, puesto que 
todos los eiementos de masa se locaiizan al utilizarsblo coordenadas y 
y z positivas. Para el dlindro, con los ejes de coordenadas localizados 
oomo se muestra en la figura 21-2b, los pianos x-z y y-z son pianos de 
simetria. Por tanto, I xy = I y . = I zr = 0. 


Ejes paralelos y teoremas de piano paralelo. En la sec- 


cidn 17.1 se describieron las tScnicas de integracibn que se utiiizaion 
para determinar el momento de inercia de un cuerpo. Ademds se ana- 
tizaron m^todos para determinar el momento de inercia de un cuerpo 
compuesto, es decir, un cuerpo compuesto de eiementos mgs simples, 
los cuales aparecen en las tablas de la cubierta posterior interna. En 
estos dos casos, con frecuencia se utiliza el teorema de ejes paralelos 
en los caiculos. Este teorema, desarrollado en la seccidn 17.1, nos per- 
mite transferir el momento de inercia de un cuerpo de un eje que pasa 
por su centre de masa G a un eje paralelo que pasa por algtin otro 
punto. Si las coordenadas de Gson r G , y G , z G definidas con respecto a 
los ejes x,y, z ,figura 21-3, entonces las ecuaciones de los ejes paralelos 
utibzadas para calcular los momentos de inercia con respecto a los ejes 
*,y,?son _ 


= (4v)c + m (yi + zb) 

r yy = + m (xh + zb) 

hr = (4v)g + m (*b + yh) 


(21-3) 



Fig. 21-3 
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Fig. 21-3 (repetida) 


Los productos de inercia de un cuerpo compuesto se calculan de la 
misma manera que los moment os de inercia de un cuerpo. Eneste caso, 
an embargo, ei teorema del piano pamlelo e$ importante. Este teorema 
se utiliza para transferir los productos de inercia del cuerpo con respec- 
6o a un sistema de ties pianos ortogonales que pasan por el centre de 
masa del cuerpo a un sistema correspondiente de tres pianos paralelos 
que pasan por algdn otro punto O. Ai definir las distancias perpendicu- 
lares entre los pianos como xg, )’g y zg, figura 21-3, las ecuaciones del 
piano paralelo se escriben como 


hy = + mxoyQ 

tyz = (Vi')c + m ycZG 
= {/*v)c + mZGXQ 


(21-4) 


La derivacidn de estas formulas es simitar a la de la ecuacidn de los ejes 
paralelos, seccibn 17.1. 

Tensor de inercia. Por consiguiente, las propiedades inerciales 
de un cuerpo estgn caracterizadas por nueve ter mi nos, seis de los cua- 
les son independientes unos de otros. Este conjunto de tbrminos se 
define por medio de las ecuaciones 21-1 y 21-2 y se escribe como 


hx 


-hz 

1 

r 

*yy 



~hy 




Las dinamicas del transborda- 
dor espacial durante su orbita 
alrededor de la Tierra se pueden 
predecir solo si sus momentos 
y productos de inercia son cono- 
cidos respecto de su centro de 
masa. 


Esta matriz se denomina tensor de inercia. * Tiene un conjunto unico de 
valores para un cuerpo cuando se determina para cada ubicacidn del 
erigen O y orient acid n de los ejes de coordenadas. 

En general, para el punto O podemos especificar una inclinacidn 
tinica de los ejes con la cual los productos de inercia del cuerpo son ce¬ 
nt cuando se calculan con respecto a estos ejes. Al hacerto asf se dice 
que el tensor de inercia estfi “diagonalizado” y puede escribirse en la 
forma simplificada 


(h o o\ 

0 I y 0 I 

\0 0 J 

En este caso, I x = I y = l yy e I z = I zz son ios denominados momentos 
de inercia principals del cuerpo, los cuales se calculan con respecto a 
los ejes de inercia principales. De estos tres momentos principals de 
inercia, uno sera mdximo y otro un mini mo del momento de inercia 
del cuerpo. 


*Los signos negatives est4n aqut como una consecuencia del desairoJlo de una canti- 
dad de movimiento angular, ecuaciones 21-10. 













21.1 MoMEMTOS ¥ PRODUCTOS DE INERCIA 


583 


La determinacibn matematica de las direcciones de los ejes de 
inercia principales no se analizaran aqui (vea el problems 21-20). Sin 
embargo, hay muchos cases en los cuates los ejes principales se deter - 
minan por inspeccibn. Del planteamiento previo se desprende que si 
los ejes de coordenadas estan orientados de modo qtie dos de los ires 
pianos ortogonales qne los contienen son pianos de simetria del cuer- 
po, entonces todos los productos de inercia del cuerpo son oero con 
respecto a estos pianos de coordenadas, y por consiguiente estos ejes 
de coordenadas son ejes de inercia principales. Por ejemplo, los ejes x, 
y, z de la figura 21-2 b representan los ejes de inercia principales del 
cihndro en el pun to O. 

Momento de inercia con respecto a un eje arbitrario. 

Considere el cuerpo que se muestra en la figura 21-4, donde los nueve 
elementos del tensor de inercia se determinaron con respecto a los 
ejes x, y, z con su origen en O. En este caso deseamos determiner el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje Oa, cuya direedbn 
est£ definida por el vector unitario u fl . Por definicibn I 0a = ft? dm, 
donde b es la distancia perpendicular de dm a Oa. Si la poskibn de dm 
se localiza por medio de r, entonces b = r sen 9, la cual represents fa 
magnitude producto vectorial “a x r. Por consiguiente, el momento 
de inercia se express como 


ha ~ 




ti D X r) ■ (u fl X r)dm 


Siempre que Ua = u x i+ u y j + u.ky r = xi + yj + zk, entonces u a X r = 
(uyZ — + (mjX — «^)j + (ux)’ — «jx)k. Luego de sustituir y realizar A 

el producto escaiar, el momento de inercia es 


ha = I [{u y z ~ u z y) 2 + (u z x - u x z) 2 + (ujcy ~ Uyx) 2 ]dm 
Jm 

= d* I (y Z + t^dm + I (z 2 + x 2 )dm + u\ i (x 2 + y 2 ) dm 
Jm Jm Jm 

- 2u x u y f xy dm — 2u y u z I yz dm — 2ujU x f zx dm 
Jm Jm Jm 


Si reconocemos que las integrals son los momentos y productos de 
inercia del cuerpo, ecuaciones 21-1 y 21-2, tenemos 



Fig. 21-4 


ha = + (y.X + ~ 2I xyU x U y ~ 2 I yz U y U z ~ 21 .JUJU x 


(21-5) 


21 


Por tanto, si el tensor de inercia se especifica para los ejes x, y, z , el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje indinado Oa puede 
determinarse. Para el calculo, debe determinarse la direedbn de los co¬ 
se nos u x ,u y ,u z de los ejes. Estos tbrminos especifican los cosenos de los 
ingulos de direedbn de las coordenadas a, j3, y formados entre el eje posi- 
tivo Oa y los ejes positivos x,y, z, respectivamente (vea el apbndice C). 
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EJEMPLO 21.1 


Determine el momento de inercia de la barra acodada que se ilustra 
at la figura 21 -5scon respecto al eje Aa. La masa de cada uno de tos 
ires segmentos $e propordona en la figura. 

SOLUClON 

Antes de aplicar la ecuacidn 21-5 es necesario determinar primero 
bs mementos y productos de inerda de ia barta con respecto a los 
<jes x, y, z. Esto se hace mediante la fdrmula del momento de iner¬ 
da de una barra delgada, / = yyml 2 y los teoremas de ejes paralelos 
y del piano paraleto, ecuaciones 21-3 y 21-4. At dividir la barra en 
tres partes y localizar el centro de masa de cada segmento, figura 
21-56, te nemos 

1,1 = [ n (2)(0.2 f + 2(0.1 ) 2 ] + [0 + 2(0.2) 3 ] 

+ [n(4)(0.4f + 4((0.2) 2 + (0.2 ) 2 )] = 0.480 kg■ m 2 
lyy = [ n ( 2 )( 0 . 2) 2 + 2 ( 0.1 ) 2 ] + fe ( 2 )( 0 . 2) 2 + 2 (( 0-1 ) 2 + ( 0 . 2 ) 2 )] 
+ [0 + 4((—0.2) 2 + (0.2 ) 2 )] = 0.453 kg-m 2 
hz = [0 + 0] + [^(2)(0.2) 2 + 2(—0.1) 2 ] + fe{4)(0.4) 2 + 

4((—0.2) 2 + (0.2 ) 2 ) ] = 0.400 kg-m 2 
I xy = [0 + 0] + [0 + 0] + [0 + 4(-0.2) (0.2)] = -0,160 kg-m 2 
I yz = [0 + 0] + [0 + 0] + [0 + 4(0.2) (0.2)] = 0.160 kg ■ m 2 
/„ = [0 + 0 ] + [0 + 2 ( 0 . 2 ) (- 0 . 1 )] + 

[0 + 4(0.2) (-0.2)] = -0.200 kg-m 2 

El eje Aa se define por medio del vector unitario 


z 



B 


»Aa = 


= -0.4081 + 0.816j + 0.408k 


2 kg 

{-0.1.0,0.2) 


• c 

* D 

4 kg 


(-02,02,02) 


, s 
{0,0,0.!} 

- y 


(b> 

Fig. 21-5 


t d _ -0.21 + 0.4j + 0.2k 

r b V (- 0 . 2) 2 + (0.4) 2 + ( 0 . 2) 2 

Portanto, 

u x = -0.408 u y = 0.816 u z = 0.408 
Si sustituimos estos resultados en la ecuaddn 21-5,obtenemos 

^Aa = I X zf*l + iyjty + J *i*4 _ 2I zy u zMy ~ 2I yz u y u z ~ 2 

= 0.480(-0.408) 2 + (0.453) (0.816 ) 2 + 0.400 (0.408) 2 

- 2(-0.160) (-0.408) (0.816) - 2(0-160) (0.816) (0.408) 

- 2(-0.200)(0.408)(-0.408) 


= 0.169 kg-m 2 


Resp. 
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PROBLEMAS 


•21-L Demuestre que la suma de los momentos de iner- 
da de un cuerpo, + l yy + I zzt es independiente de la 
orientacidn de los ejes*, y, z y que por tanto depende de 
la ubicaddn de su origen. 

21-2* De termine el momen to de inercia del cono con res- 
pecto a un eje vertical y que pasa por el centro de masa 
del cono. ^Cuil es el memento de inercia con respecto a 
un eje paralelo / que pasa a travds del diimetro de la base 
del cono? La masa del cono es m. 


*21-4* Determine por integracidn directa el producto de 
inercia l yz del prisma homogdneo. La densidad del mate¬ 
rial es p. Exprese el resultado en funcidn de la masa total 
m del prisma. 

*21-5* Determine por integracidn directa el producto de 
inercia del prisma homogdneo. La densidad del mate¬ 
rial es p. Exprese el resultado en funcidn de la masa total 
mdel prisma. 



a 



Ptab* 21-2 


y 


X 


Prohs, 21-4/5 



21-3* Determine los momentos de inercia I z e I y del para- 21-6* Determine el producto de inercia I iy del tetrae- 

boloide de revolucidn. La masa del paraboloide es m. dro homogdneo. La densidad del material es p. Exprese 

el resultado en funcidn de la masa total m del sdlido, 
Sugerenckt: use un elemento triangular de espesor dz y 
luego exprese dl xy en funcidn del tamafio y masa del ele¬ 
mento con el resultado del problema 21-5. 



Froh. 21-3 


Prob* 21-6 
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21-7. Determine Los momentos de inertia del cilindro *21-9. La barra delgada tiene una masa por unidad de 

homog^neo de masa m con respecto a los ejes jt', y *, z\ longitud de 6 kg/m. Determine los momentos y productos 

de inertia con respecto a los ejes x , y t z. 



z 


P*ob. 21-7 


z 



Prob. 21-9 


*21-8. Determine el producto de inercia 1^ del bloque 21-10. Determine los produetos, l yz e I xl del sdlido 
triangular homog£neo. La densidad del material es p. bomogdneo. La densidad del material es de7,85 Mg/m 3 P 
Exprese el resultado en funcidn de la masa total m del 
bloque. 



Prob. 21-8 


P*nb. 21-10 
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21-11* Elensamble se compone de dos placas delgadas A 
y B las cuales tienen una masa de 3 kg cada una y una placa 
delgada C la cual dene una masa de 45 kg. Determine los 
momentos de inercia 4, I y e I z , 


z 



*21-12* Determine los productos de inercia 4 r I yz e 4* 
ds la placa delgada. La demidad del material por unidad de 
£rea es de 50 kg/m 2 . 


*21-13* La barra acodada pesa 1.5 lb/pie. Lscalice el 
centra de gravedad G( x, y) y determine los momentos de 
inercia principals 4, Iy e L de la barra con respecto a los 
ejesx', y\ z\ 


t 



21-14* El ensamble se compone de una barra delgada de 
10 lb y un disco circular delgado de 30 lb. Determine su 
momento de inercia con respecto al eje /. 



Fftib* 21-12 


Prob* 21-14 
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21-15* El girdscopo se compone de un cooo de 0.7 kg de 
masa y una semiesfera de 0.2 kg de masa. Determine el 
momento de itiercia L cuando el trompo est3 en la posi- 
cidnque se muestra. 


*21-17. Determine el producto de inercia de la barra 
acodada. Su masa por unidad de longitud es de 2 kg/m. 

21-18* Determine los momentos de inercia 4*, I yyi I lz 
de la barra acodada. Su masa por unidad de longitud es de 
2 kg/m. 


Z 


Frob. 21-15 


z 



*21-16. Determine los productos de inercia I ty , I yZ e 21-19. Determine el momento de inercia del ensamble 

de la placa delgada. La masa del material por unidad de de barras y anillo con respecto al eje z. La masa de las 
irea es de 50 kg/m 2 . barras y el anillo por unidad de longitud es de 2 kg/m. 




Prob* 21-16 


Fftib. 21-19 
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21.2 Cantidad de movimiento angular 

En esta seccidn desarralfaremos las ecuaciones neces arias que se usa- 
ron para determinar ia cantidad de movimiento angular de un cuerpo 
rfgido con respecto a un punto arbitrario. Estas ecuaciones permitirdn 
desarrollar tanto et principio de impulso y cantidad de movimiento 
como las ecuaciones de movimiento de ratacidn de un cuerpo rfgido. 

Considers el cuerpo rfgido que se muestra en la figura 21-6, el cual 
tiene una masa m y centra de gravedad en G. El sistema de coordena- 
das A’, y, Z representa un marco de referenda inertial, y por tamo, sus 
ejes estin fijos o se trasladan a una vebcidad constants La cantidad de 
movimiento angular medida a partir de esta referenda se determinari 
con respecto a! punto arbitrario A. Los vectores de position t A y p A se 
trazan del origen de las coordenadas al punto A y de 6ste a la partfcula 
i&ima del cuerpo. Si la masa de la partfcula es m;,Ia cantidad de movi¬ 
miento angular con respecto al punto A es 


(H a ); = p A X 


donde v; representa la veloddad de la partfcula medida a partir del 
sistema de coordenadas X, Y, Z. Si la velocidad angular del cuerpo es 
*»en el instante considerado, v* puede relacionarse con la velocidad de 
A ap lie undo la ecuacidn 20-7, es decir, 


v,. = v A + w X p A 


Por tanto, 


(HJ/ = Pa X m,{v A + « X p A ) 

= (pA"ii) Xv A + p A X (at X PaK 


La suma de bs mementos de todas las partfculas del cuerpo requiere 
una integracidn. Puesto que m, —* dm, tenemos 


H a 



Xy a + 



(&> X p A )dm 


( 21 - 6 ) 



Fig. 21-6 
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Fig. 21-7 


Punto fijo O. Si A I teg a a ser un punto fijo O en el cuerpo, figura 
21-7fl,enfonces y a = &y la ecuacidn 21-6 se reduce a 



(21-7) 


Centro de masa G . St A estfi en el centro de masa G del cuerpo, 
figura 21-7£>,entonces f m p A dm = 0 y 


H C = 


L 


PgX (*) x po)dm 


( 21 - 8 ) 


z 



Punto arbitrario A. En general, A puede ser un punto diferente 
de O o G,figura 21-7cen cuyo caso, la ecuacidn 21-6 puede, sin embar¬ 
go, simptificarse a la siguiente forma (vea el problem a 21-21). 


Ha = Pg/a X mv a + H c 


(21-9) 


Aquila cantidad de movimiento angular se compone de dos partes —el 
momento de la cantidad de movimiento lineal mv c del cuerpo con res- 
pecto al punto A sumado (vectorialmente) a la cantidad de movimiento 
angular He. Tambidn puede utilizarse fa ecuacidn 21-9 para determinar 
la cantidad de movimiento angular del cuerpo con respecto a un punto 
fijo O. Los resultados, desde luego, serfin tos mismos que se determi- 
naron con la ecuacidn 21-7 mfis conveniente. 


Componentes rectangulares de H. Para un uso practice 
de las ecuaciones 21-7 a 21-9, la cantidad de movimiento angular debe 
espresarse en funcidn de sus componentes escalares. Para este propd- 
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sito, es conveniente selecdonar un segundo sistema de ejes x, y, z con 
una orient acidn arbitraria con respecto a los ejes X, Y, Z, figura 21-7, 
y para una formuiaddn general, observe que las ecuadones 21-7 y 21-8 
son de La forma 




p X {tu X p)dm 

A1 expresar H, p y to en funckm de componentes x,y,z, tenemos 

H x \ + Hyj + H z k = (xi + yj + zk) X [(w^i + + <o ? k) 

Jm 

X (jd + >'j + jk)]d«i 

Si expandimos los productos vectoiiales y combinamos Eos tdrminos 
obtenemos 


H x i + Hyj + H t k = L, I {y 2 + z 2 )dm - <Oy I xy dm — <1% I xz dm i 
L Jm Jm Jm J 

+ —o) x j xy dm + (o y j (x 2 + z 2 )dm — a* z f yz dm j 
L Jm Jm Jm _T 

+ ~<o x I zx dm — d) y I yz dm + j (x 2 + y 2 )dm Ik 
Jm Jm Jm J 


AI igualar las componentes i, j, k respectivas y reconocer que las inte- 
grales representan los momentos y productos de inerda, obtenemos 


H x = - I xy M y ~ 

Hy = -Iyjp} x + Iyy(Oy - lyM), 

H z = ~hx“>x ~ Izy<*y + hPz 


( 21 - 10 ) 


Estas ecuaciones pueden simplificarse a sin mds si los ejes de coor- 
denadas x, y, z estdn orientados de modo que Lleguen a ser los qes de 
inertia principals del cuerpo en el punto. Cuando se utilizan estos ejes, 
los productos de inercia I xy = I yz = I Z!C = 0, y si los momentos de inenda 
prindpales con respecto a los ejes x,y, z se representan como I x = l xx , 
l y = Iyy e /. = I zz , las tres componentes de cantidad de movimiento 
angular son 


21 


fix = fx^x Hy = IytDy H z = I z a> z 


( 21 - 11 ) 
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Cap [tu lo 2 1 C i n£tica tridi m e^ional de u n cu er po r\g\do 



El movimiento del astronauta se con¬ 
trols por medio de pequenos cohetes di- 
recdonales propnlsores mo nt ados en su 
traje espaeial Los impulses que estos 
cohetes proporcionan deben ser espe- 
dficados con cuidado para evitar el mo- 
vimieuto descontrolado y la perdida de 
orientaci6n. 


Principio de impulso y cantidad de movimiento. Ahora 
que ya se desarrolld la formuladdn de la cantidad de movimiento angu¬ 
lar de un cuerpo, el principio de impulso y cantidad de movimiento, estu- 
diado en la secddn 19.2, puede us arse para resolver problemas dndticos 
que implican/uer^a, velocidad y tiempo. En este caso, las dos siguientes 
ecuadones vectoriales est3n disponibles: 


wa(-v G )i + 2 f F dt = m(v G ) 2 
Jt, 


( 21 - 12 ) 


(Ho)! + £ 



M c dt = (H 0 ) 2 


(21-13) 


En tres dimensiones cada tdrmino vectorial puede ser repiesentado 
por tres componentes escalates, y porconsiguiente puede escribirse un 
total de seis ecuaciones escalares. Tres ecuaciones relackman el impulso 
y cantidad de movimiento lineales en las direcciones x,y,z ,y las otras 
tres relacionanel impulso y cantidad de movimiento angulares del cuer¬ 
po con respecto a los ejes x, y, z ■ Antes de apficar las ecuaciones 21-12 
y 21-13 a la solucidn de problemas, deberi repasarse el material de las 
secciones 19.2 y 19.3. 


21.3 Energfa cinetica 



Fig. 21-8 


Para aplicar el principio de trabajo y energfa en la solucidn de proble¬ 
mas que implican el movimiento general de un cuerpo rfgido, primero 
es necesario formular expresiones para la energfa cindtica del cuerpo. 
Para esto, considers el cuerpo rfgido que se muestra en la figura 21-8, 
d cual tiene una masa m y centro de mas a en G. La energfa cindtica de 
la partfcula idsima del cuerpo tiene una masa m t velocidad v„ medidas 
con respecto al marco de referenda inercial X, Y, Z,es 

T i = l m iVf = ^-(v-v,) 

Siempre que se conozca la velocidad de un punto arbittario A en el 
cuerpo, V/ puede relacionarse con con la ecuacidn v i = v A + a>y p A , 
donde a> es la velocidad angular del cuerpo, medido con respecto al 
sstema de coordenadas X, Y, Z, y p A es un vector de posiridn que se 
estiende de A a i. Con esta expresidn, la energfa dndtica de la partfcula 
se escribe como 

Ti = \ m t (v A + to X p A ) ■ (v 4 + X p A ) 

= 1 + *A m (*» X PaH + \{ta X p A ) ■ (m X p A )mj 

La energfa cindtica de todo el cuerpo se obtiene al sumar las energfas ci- 
itotkas de todas las partfculas del cuerpo. Esto requiere una integra¬ 
tion. Como m* —> dm, obtenemos 


T = 


'fa ■ v^) + v A ■ (oj X j"P A dmJ + \J (*i X p a )-(m X p A )dn 









El ultimo termino del lado derecho puede reescribirse mediante la 
klentidad vectorial aXb-c = abXc, donde a = *>, b = p A , yc = 
m x p A . El resuttado final es 


T = \m{\ A -v A ) + v^- 



(21-14) 


Esta ecuaddn rara vez se utiiiza porque los calculos implican integra¬ 
tes. Se simplifica, no obstante, si el punto de referenda A es o bien tin 
pun to fijo o el centro de masa. 

Punto fijo O. Si A es un punto fijo O en el cuerpo, figura 21 -la, 
entonces v A = 0, y con la ecuaddn 21-7 podemos expresar la ecuaddn 
21-14 como 


T =\m H 0 

Si los ejes x, y, z representan los ejes principates de inercia del cuer¬ 
po, entonces to = oifi + + w,k y H 0 = I/a x i + + I z ta z lt. Al 

sustituir en la ecuaddn anterior y realizar las operaciones de producto 
vectorial se obtiene 


T = + \^ y + 


(21-15) 


Centro de masa G. Si A se ubica en el centro de masa G del 
cuerpo, figura 21-7b, entonces f p A dm = 0 y, con la ecuaddn 21-8, 
podemos escribir la ecuaddn 21-14 como 


T = {mvc + !*»■ H c 


Del mis mo modo que con un punto fijo, el ultimo termino del lado 
derecho puede represent arse en forma escalar, en cuyo caso 


T = \rnv% + 


(21-16) 


Se ve que la energia cindtica consta de dos partes; a saber, la energia 
cindtica de traslactdn del centro de masa, \mpQ, y la energfa cindtica 
de rotaddn del cuerpo. 


Principio de trabajo y energfa. Una vez formulada la ener¬ 
gia cindtica de un cuerpo, puede apficarse el principio de trabajo y 
energia para resolver problemas cindticos que implican fuerza , veioci- 
dad y desplazamiento. En este caso sdlo puede esciibiise una ecuacion 
escalar para cada cuerpo, a saber, 


7j + S(/i_2 = 72 


(21-17) 


Antes de apficar esta ecuacidn, es recomendable repasar el material 
del caprtulo 18. 
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Cap[tulo 21 Ci n£tica tridime^ional de um cuerpo r[gido 


EJEMPLO 21.2 



La barra de la figura 21-9a dene tin peso por unidad de fongitud 
de 1.5 Ib/pie. Determine su velocidad angular jus to despuds de 
que el extremo A cae sobre el gancho en E. Este funciona como 
una conexidn permanente para la barra debido a su mecanismo de 
cerrojo de rescue 5. Juste antes de chocar con el gancho, la barra 
cae con una velocidad de (t>c)i = 10 pies/s. 

SOLUClON 

Se utilizard el prindpio de impulso y cantidad de movimiento pues- 
to que se trata de un impacto. 

Diagrams* de impulso y cantidad de movimiento. Figura 21-96. 
Durante el corto tiempo At, la fuerza impulsora Fque actua en A 
cambia la cantidad de movimiento de la barra. (El impulso creado 
por el peso de la barra W durante este tiempo es minimo compara- 
do con f F dt, de modo que puede omitiise, es dedr, el peso es una 
fuerza no impulsora.) Por consiguiente, la cantidad de movimien¬ 
to de la barra se conserve* con respecto al punto A puesto que el 
momento de /F dt con respecto a A es cero. 

Conservacion de la cantidad de movimiento angular. La ecua- 
don 21-9 debe utilizaise para determinar la cantidad de movimien¬ 
to angular de la barra, puesto que A no llega a ser un punto fijo 
hasta despues de la interaccidn impulsora con el gancho. Por tanto, 
con referenda a la figura 21-96, (H^ = (H A ), o 



m(v c )i 





(b) 

Fig. 21-9 


*C/A X m { v G )l = *G/A X oi(v G ) 2 + (H c ) 2 (1) 


Segiin la figura 21 -9a, r CjA = {-0.6671 + 0.5j} pies. Adem&s, los 
qes primes son ejes prindpales de inerda para la barra porque /yy = 
/yy = I,y = 0. Por consiguiente, de acuerdo con las ecuaciones 21-11, 
(Ho), = /yWji + Jyfcjyj + L'W.k. Los momentos de inerda prindpales 
son/y =0.0272 slug-pie 2 ,/y =0.0155 slug-pie 2 ,/-' =0.0427 slug-pie 2 
(vea el problem a 21-13). Si sustituimos en la ecuaddn 1, tenemos 


(-0.6671 + 0.5j)X 



= (-0.6671+0.5j)X 



{-Vchk 


+ 0.0272^1 + 0,0l55<u y j + 0,0427o) z k 


AI expandir e igualar las componentes 1, j, k respectivas obtenemos 
-0.699 = -0.0699 (%), + 0.0272*), (2) 

-0.932 = -0.0932(%) 2 + 0.0155^ (3) 

0 = 0.0427^ (4) 

Cinemitica. Hay cuatro incognitas en las ecuaciones anterio- 
ies; sin embargo, puede obteneise otra ecuaddn al relacionar at 
ton (vo) 2 por dnemdtica. Como at z = 0 (ecuacidn 4) y despuds del 
impacto la barra gira alrededor del punto fijo A, puede aplicarse la 
ecuacidn 20-3, en cuyo caso (vg )2 = *> X ta/A, o 


~(Vg)i k = (^1 + Wyj) X (-0.6671 + 0.5j) 

— (v G ) 2 = 0.5d, + 0.667dJ„ (5) 

Si resolvemos las ecuadones 2,3 y 5 simultSneamente, obtenemos 
( y c )2 = {-8.41k} pie/s at = {-4.091 - 9.55j} rad/s Reap. 
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EJEMPLO 21,3 


Se aptica un par de toradn de 5 N ■ m a la fiectia vertical CD que 
se muestra en la figura 21 -10s, la cual permite que el engrane A de 
10 kg gire fibremente alrededor de CE. Suponga que el engrane A 
comienza a girar a partir del reposo, determine la velocidad angu¬ 
lar de CD despuds de que ha realizado dos revoluciones. Ignore la 
masa de la flecha CD y el eje CE y suponga que el engrane A puede 
ser representado de forma apioximada por un disco delgado. El 
engrane B est4 fijo. 

SOLUCI6N 

Para la solucidn puede utilizarse el principio de trabajo y energla. 
iPor qud? 

Trabajo. Si la Qecha CD, el eje CE y el engrane A se consideran 
como un sistema de cuerpos conectados, sdlo el par de torsidn apli- 
cado M realiza trabajo. Con dos revoluciones de CD,a ste trabajo es 
ZUi -2 = (5 N ■ m)(4irrad) = 62.83 J. 

Energla cinetica. Como inicialmente el engrane est& en reposo, 
su energia cindtica inicial es cero. En la figura 21-106 se muestra un 
diagrama cinem^tico del engrane. Si la velocidad angular de CD se 
considers como *>co. entonces la velocidad angular del engrane A es 
m a = w cd + *>c£- El engrane puede considerate como una parte 
de un cuerpo extendido sin masa el cual gira respecto del punto fijo 
C. El eje instantSneo de rotacidn de este cuerpo estd a lo largo de 
la h'nea CH, porque los puntos C y H en el cuerpo (engrane) tienen 
una velocidad cero y por consiguiente deben quedar en este eje. Esto 
requiere que los componentes &>co y *»c£$e relacionen por medio 
de la ecuackm <y Cfl /0.1 m = <a CE /03 m o o) CE = 3oi cd . Por tanto, 



Eje de rotaddn 



Fig. 21-10 


iO A = — tOcE* + = “3 


(i) 


Los ejes x, y, z en la figura 21-10a representan ejes de irnrcia 
prindpales en C para el engrane. Como el punto C es un punto de 
rotacidn fijo, puede aplicarse la ecuacidn 21-15 para determinar la 
energla cindtica, es deck, 

T = j/,4 + \ly<^ y + ( 2 ) 

A1 utilizar el teorema de ejes paralelos, los momentos de inercia 
del engrane con respecto al punto Cson como sigue: 

I x = |(10 kg)(0.1 m) 2 = 0.05 kg ■ m 2 
I y = E = 1(10 kg)(0.1 m) 2 + 10 kg(0.3 m) 2 = 0.925 kg-m 2 
Como Wj = -3= 0, a> z = (hcd, la ecuaddn 2 se vuelve 
T a = |(0.05) (-3w cd ) 2 + 0 + |(0.925) {v CD f = 0.68754 d 


Principio de trabajo y energla. Aplicamos el principio de traba¬ 
jo y energla, y obtenemos 

7) + St/i-2 = Ti 

0+ 62.83 = 0.68754d 

a> CD = 9.56 rad/s Rcsp, 
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CaP[TULO 21 ClNfTICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RlGIDO 


PROBLEM AS 


*21-20. Si el cuerpo no contienepianos de simetrta , los me¬ 
mentos de inercia principales pueden determinarse ma te- 
m^Licamente. Para demos trar ctimo se hace esto, considere 
el cuerpo rfgido el cual gira con una velocidad angular 
dirigida a lo largo de uno de sus ejes de inercia principals. 
Si el momento de inercia principal con respecto a este eje 
es /, b cantidad de movimiento angular puede expresarse 
como H = i&i = iojjl + iw j + l(o z k. Las componentes 
de H tambten pueden exprebrse por medio de las ecua- 
ciones 21-1(1, donde se supone que el tensor de inercia es 
oonocido. Ponga en La eeuacidn Las componentes i, j, k de 
ambas expresiones para H y considere que w y , to z son 
incdgniLas. La solucton de estas tres ecuaciones se obtiene 
siempre que el determinante de los coeficientes sea cero. 
I>emuestre que este determinante, cuando se expande, 
tesulta en la ecuacitin ctibica 


/ 3 - (4* + lyy + 4V 2 

+ (/jtj lyy "I" ^yy^zz XX ~ ^ xy ” ^yz ~ ^zx)f 

( ^xx^yy^zz 2 ^xy^yz^zx ^xx^y Z 

~ lyy&x ~ I ZZ i 2 xy) = 0 


*21-21. Demuestre que si la cantidad de mo vimiento angu¬ 
lar de un cuerpo se determina con respecto a un punto arbi¬ 
trary A, entonces H A puede expresarse por medio de b 
ecuacidn 21-9. Esto requiere sustituir p A = p G +p G /A 
b ecuacidn 21-6 y expandir, babida cuenta que / p G dm = 0 
por definicidn del centra de masa yv ff = v A + wx p GfA , 


Z 



Las tres rafces positivas de i, obtenidas con La solucidn de 
esta ecuacidn, represen tan los momentos de inercia prin¬ 
cipals / x , I y a 4 



21-22* La barra A/fde 4 lb esbconectada aldisco y colb- 
rin por medio de articulaciones de rdtula. Si el disco tiene 
una velocidad constants de 2 rad/s, determine b ener- 
gia cingtica de la barra cuando esti en b position que se 
muestra. Suponga que la direceton de la velocidad angubr 
de la barra es perpendicubr a su eje, 

21-23. Determine la cantidad de movimiento angubr de 
la barra A#que se ilustra en el problema 21-22 con respec¬ 
to a su centra de masa en el instante mostrado. Suponga 
que La direccidn de su velocidad angular es perpendicular 
a su eje. 


z 



Pmb. 21-20 


Prohs. 21-22/23 
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*21-24- La placa uni forme delgada dene una mas a de 
15 kg. Justo antes de que La esquina A choque con el gan- 
cho, esd en descenso a una velocidad de v G = {-5k} m/s 
sin movimiento de rotacitin. Determine la velocidad angu¬ 
lar inmedia tamente despu^s de que la esquina A choca 
con el gancho sin rebotar. 


21-27* La capsula espacial dene una masa de 5 Mg y los 
radios de giro son k z = k z = 1.30 my k y = 045 m. Si viaja a 
una velocidad v G = {400] + 200k} m/s, calcule su velocidad 
angular justo despugs de que es impactada por un meteo- 
rito de 0,80 kg de masa a una velocidad de \ m = {-3001 + 
200j - 150k} m/s Suponga que el meteorite se incrusta en 
la cApsula en el punto A y que inicialmente la c^psula no 
dene velocidad angular. 



*21-25- El disco de 5 kg esti conectado a la barra del- 
gada de 3 kg. Si el ensamble se conecta a una articulacidn 
de rdtula esf^rica en A y se aplica el momento de par de 
5 N * m, determine la velocidad angular de la barra con 
tespecto al eje z despu^s de que el ensamble ha realizado 
dos revoluciones alrededor del eje z a pardr delreposo. El 
disco rueda sin deslizarse. 

21-26- El disco de 5 kg est3 conectado a la barra delgada 
de 3 kg. Si el ensamble se conecta a una articulacidn de 
id tula esfdrica en A y el momento de par de 5 N ■ m le im¬ 
parts una velocidad angular alrededor del eje z de = 
2 rad/s, determine la magnitud de la cantidad de mo¬ 
vimiento angular del ensamble con respecto a A. 



F*ob- 21-27 


*21-28- Cada uno de los dos discos pesa 10 lb. El eje AB 
pesa 3 lb. Si el ensamble gira alrededor del eje z a = 
6 rad/s, determine La cantidad de movimiento angular con 
tespecto al eje z y su energfa dndtica. Los discos ruedan 
sin deslizarse. 




21 


Probs* 21-25/26 


Prob- 21-28 
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Cap [tu lo 2 1 C i n£tica tr idi m e^ion al de u n c u er po r[gi do 


*21-29* El disco circular de 10 kg gira alrededor de su 
eje a una velocidad angular constante de (o t = 15 rad/s. Al 
mismo tiempo, elbrazo OB y la flecha OA giran alrededor 
de sus ejes a velocidades angulares constantes de = 0 y 
ft >3 “ 6 rad/s, respectivamente. Determine la cantidad de 
movimiento angular del disco con respecto al punto O y su 
energfa cin£tica. 

21-30* El disco circular de 10 kg gira alrededor de su 
eje a una velocidad angular constante de wj = 15 rad/s. 
Al mismo tiempo, el brazo OB y la flecha OA giran alre¬ 
dedor de sus ejes a velocidades angulares constantes de 
(02 = 10 rad/s yo>$ = 6 rad/s, respectivamente. Determine 
la cantidad de movimiento angular del disco con respecto 
al punto O y su energia cine tic a. 


z 



21-3L El sahSlite de 200 kg tiene su centre de masa en el 
punto G. Los radios de giro con respecto a los ejes z\ y, 
/son kj = 300 mm, kj = ky = 500 mm, respectivamen¬ 
te. En el instante mostrado, el sat^lite gira respecto de los 
ejes / / y z 1 a la velocidad angular mostrada, y su centre 
de masa G tiene una velocidad de \ G = {-250i + 200] + 
120k} m/s Determine la cantidad de movimiento angular 
del sat^lite con respecto a A en este instante. 

*21-32* H sat^lite de 200 kg tiene su centra de masa en el 
punto G. Los radios de giro con respecto a los ejes z\ / 
son k? = 300 mm, kj = ky* = 500 mm, respectivamente. En 
el instante mostrado, el sat^lite gira respecto de los ejes 
/ y £ a la velocidad angular mostrada, y su centra de masa 
G tiene una velocidad de v G = {-250i + 200j + 120k} m/s. 
Determine la energia cinetica delsatelite en este instante. 
z, £ 



*21-33. La placa delgada de 25 lb cuelga de una articu- 
lacidn de rdtula esf^rica en O. Se dispara un proyectil de 
0.2 lb con una velocidad de v = {-3001 - 250j + 300k} 
pies/s contra la placa y se incrusta en el pun to A. Determine 
la velocidad angular de la placa justo despu^s del impacto 
y el eje alrededor del cual cotnienza a girar. Ignore la masa 
del proyectil despu^s de que se incrusta en la placa. 

21-34* Resuelva el problem a 21-33 si el proyectil sale 
de la placa a una velocidad de 275 pies/s en la misma 
direccidn. 



21-35* Una placa delgada de 4 kg de masa cuelga de una 
de sus esquinas por medio de una articulation de rdtula 
esttrica en O. Si una piedra golpea la placa perpendicular 
asu superficie en una esquina adyacente Aeon un impulso 
I T = {-601} N -s determine el eje instanUneo de rotation 
de la placa y el impulso ejercido en O. 


z 
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*21-36* La placa de 15 lb se somete a una fuerza F = 8 Lb 
la que siempre es perpendicular a la cara de la placa. Si 
£sta est£ originalmente en reposo s determine su veloci- 
dad angular despu£s de que ha realizado una revolucidn 
(360°). La placa est3 soportada por ardculaciones de rdtu- 
la esf£rica en A y B. 


z 



Proh* 21-36 


*21-37* La placa dene una masa de 10 kg y est3 suspen- 
dida de cuerdas paralelas. Si su velocidad angular es de 
1 5 rad/s alrededor del eje % en el instante mostrado, 
ctetermine qu£ tan alto se eleva el centro de la placa en el 
momento en que £sta deja de oscUar momentineamente. 


21-3#* H sat£lite tiene una masa de 200 kg y radios de 
giro de k * = k y = 400 mm y k t = 250 mm. Cuando no 
est3 en giro, se encienden los dos pequefios cohetes pro- 
pulsores A y B al mismo dempo, y cada uno le imparte un 
impulse de I = 1000 N *$- Determine la velocidad angular 
del sat^lite in media tamente despues de la ignicidn. 



21-39* La barra acodada dene una masa por unidad de 
bngitud de 6 kg/m y sus momentosy productos de inercia 
se calcularon en el problema 21-9. Si la flecha AB gira a 
una velocidad angular constants de ta t = 6 rad/s, deter¬ 
mine la canddad de movimiento angular de la barra con 
lespecto al pun to O y su energfa cinddea. 
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Proh* 21-37 


Pfob* 21-39 
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*21.4 Ecuaciones de movimiento 


Una vez familiarization con las tdcnicas utilizadas para describir tanto 
las propiedades inerciales como la cantidad de movimiento de un cuer- 
po, ahora podemos escribir las ecuaciones que describen el movimiento 
del cuerpo en sus formas mgs utiles. 


Ecuaciones de movimiento de traslacion. ei movimiento 
de traslacion de un cuerpo se define en funcidn de la aceleracidn de su 
centro de masa, la cual se mide con respecto a una referencia X, Y, Z 
mercial. La ecuacidn de movimiento de traslacidn del cuerpo se escri¬ 
be en forma vectorial como 


SF = nm G 


opor las ties ecuaciones escalares 

1F X = m(aG)x 
2 F y = m(a G ) y 

^ F Z = m (a G )z 


(21-18) 


(21-19) 


Aqui,2F = + 2F,j + SF.k represents la suma de todas las fuetzas 

externas que actuan en el cuerpo. 

Ecuaciones de movimiento de rotation. En la section 15 . 6 , 

desarrollamos la ecuacidn 15-17, es decir, 

SM f , = H 0 (21-20) 


z 



la cual establece que la suma de los momentos de todas las fuerzas 
externas que actiian en un sistema de particulas (contenidas en un cuer¬ 
po rfgido) con respecto a un punto fijo O, es igual al cambio con res¬ 
pecto al tiempo de la cantidad de movimiento angular total del cuerpo 
con respecto al punto O. Cuando los momentos de las fuerzas externas 
que actuan en las particulas se suman con respecto al centro de masa G 
del sistema,de nuevo obtenemos la misma forma simple de la ecuacidn 
21-20, que relaciona la suma de momentos 2M C con la cantidad de 
movimiento angular H G . Para demostrar esto, considere el sistema 
de particulas que aparecen en la figura 21-11, donde X, Y, Zrepresen- 
tan un marco de referencia inercial y los ejes x, y, z , con su origen en G, 
se trasladan con respecto a este marco. Por lo general, G est4 en acetera- 
cion ,por lo que por definicidnel marco trasladante nocs una referencia 
inercial. Sin embargo, la cantidad de movimiento angular de Ea particula 
idsirna con respecto a este marco es, 

(Hj)c = r i7C x mi y i/c 

donde r j/G y v i/G representan la posicidn y veiocidad de la particula 
j&sima con respecto a G. Al calcular la derivada con respecto al tiempo 
tenemos 

(Hj)c = ii/G X m i^/G + X m&ifG 








21.4 Ecuaciones de movimiento 


601 


For definition, vt/c = h/G -Por tamo, el primer tOrmino del tado dere- 
cho es cero puesto que el producto vectorial de los mismos vectores es 
cero. TambiOn, a,y G = v^ c , de mode que 

(Hj)c = {t i/c X 


Pueden escribirse expresiones similares para las demis parti'culas del 
cuerpo. Cuando sumamos los resultados, obtenemos 

Hg = S(r l/C X /h,«,/g) 

Aqul H c es el cambio con respecto at tiempo de la cantidad de movi- 
miento angular del cueipo caiculado con respecto al punto G. 

La aceleracibn relativa de la parti'cula xOsima se define por medio de 
la ecuaciOn ay G = a, - ac, donde a, y a G , represen tan, respectivamen- 
te, las aceleractones de la parti'cula /Osima y el punto G medidas con 
respecto al marco de referenda inerdal. Si sustituimos y expandimos, 
mediante la propiedad distributiva del producto vectorial, obtenemos 


H c = S(r,yc x m i*i) ~ (S^Vg) x a G 


Por definition del centre de masa, la suma (= (2/w,)? es igual 
a cero, puesto que e! vector de position r con respecto a G es cero. Por 
tanto, el ultimo tdrmino de la ecuaciOn anterior es cero. Con la ecuaciOn 
de movimiento, el producto m,a, puede ser reemplazado por la fiierza 
externa resultante F* que actua en la parti'cula fdsima. Al denotar SM G = 
S(r^ c X F^, el result ado final se escribe como 

2M C = H c (21-21) 

Ahora se desarrollari la ecuaciOn de movimiento de rotaciOn del 
cueipo con la ecuaciOn 21-20 o bien la 21-21. A este respecto, los com- 
ponentes escalares de la cantidad de movimiento angular H 0 o H c 
estin definidos por las ecuaciones 21-10 o, si se utilizan los ejes de iner¬ 
tia principales en el punto O o en el punto G,por las ecuaciones 21-11. 
Si estos componentes se calculan con respecto a los ejes x, y, z que giran 
a una velocidad angular flque es ckferente de la velocidad angular to 
del cuerpo, entonces la derivada con respecto al tiempo H = dJA/dt, 
tal como se utiliza en las ecuaciones 21-20 y 21-21 debe tener en cuenta 
la rotaciOn de los ejes x, y, z medida con respecto a los ejes X, Y , Z 
inerdales. Esto requiere la aplicaciOn de la ecuaciOn 20-6, en cuyo caso 
las ecuaciones 21-20 y 21-21 se vuelven 


EMg = + fl X H 0 

SMg = (H c )^ + fl X Hg 


( 21 - 22 ) 


Aquf (H)jj,* es el cambio con respecto al tiempo de H medido con 
respecto a la referenda jc, y,z. 

Hay tres maneras de definir el movimiento de los ejes x, y, z- 
Obviamente, el movimiento de esta referenda deberi escogerse de 
modo que origine el sistema de ecuaciones de momento mis simple 
para la soluciOn de un problema particular. 


21 
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Ejes x, y, z que tienen un movimiento ft = 0. Si el 

cuerpo tiene movimiento general, los ejes x, y, z se seleccionan con 
sti origen en G, de modo que los ejes se trasladen sblo con respecto 
a! marco de refersncia X, Y, Z inercial. De este modo se simplifies la 
ecuackjn 21-22 puesto que A = 0. Sin embargo, el cuerpo puede tener 
una rotacibn m alrededor de estos ejes, y por consiguieme los memen¬ 
tos y productos de inercia del cuerpo tendrfan que expresaise como 
junciones de tiempo. En la mayorfa de los casos, esto dificultaria la 
(area, de modo que tal seleccibn de ejes ha limitado la aplicacibn. 

Ejes x, y, z que tienen un movimiento CL = *>. Los ejes 
x, y, z pueden seleccionarse de modo que esten fijos en y se muevan 
junto con el cuerpo. Los momentos y productos de inercia del cuerpo 
con respecto a estos ejes serin entonces constantes durante el movi¬ 
miento. Como A = *», las ecuaciones 21-22 se vuelven 


+ w X Ho 
SMg = (Hg)^ + w X Hq 


(21-23) 


Podemos expresar cada una de estas ecuaciones vectoriales como tres 
cantidades escalares por medio de fas ecuaciones 21-10. Si ignoramos 
lossubtndices Oy G tenemos 


SMj, = I xx (ti x - (lyy - l a )(i}y<0 z - l X y{ti>y - 0> Z t» X ) 

- Iyzii^y - (4) - Izx{^Z + 

SMy = Iyyfily ~ {/„ ~ ~ ~ VjiOy) 

~ hx{<4 - *4) - I X y{d> x + <*>y“>z) 

SAL, = - (I xx - Iyy)(o x «Oy - I zx {m x - ayoj 

- hyi^x - - 1y Z {<i>y + ^x) 


(21-24) 


Si los ejes x,y t z se seleccionan como ejes de inercia principles , los 
productos de inerda son cero, I xx = I x , etcetera, y las ecuadones ante- 
riores se vuelven 


21 


SAL, = - {Iy - 

S My = lyCOy — [L — 

2AL t = I z d> t - (4 - Iy)<o x Q}y 


(21-25) 


Estesistema de ecuaciones se conoce histbricamente como ecuaciones 
de movimiento de Euler, nombradas asfen honor del matem&tico suizo 
Leonhard Euler, que fuera el primero en desarrollarlas. Son vilidas 
solo para momentos sumados con respecto a! punto O o al punto G. 
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Cuando se apliquen estas ecuaciones habri que darse cuenta que 
<a x> «,,, oj z representan las derivadas con respecto al tiempo de las mag¬ 
nitudes de las componentes x, y, z de to observados desde x,y, z- Para 
determinar estas componentes, primero es necesario determinar ta x , 
<i) y , <i) z cuando los ejes x, y, z estin orientados en una position general 
y kiego calcular la derivada con respecto al tiempo de la magnitud de 
estas componentes, es decir, Sin embargo, como los ejes x, y, z 

giran a A = *»,entonces de acuerdo con ta ecuacidn 20-6, debe notarse 
que *> = + w x (i). Como ta x ta = 0, entonces = (w)^, 

Este importante resultado indica que la derivada con respecto al tiempo 
de m con respecto a los ejes X, Y, Z, es decir, w, tambiin puede utili- 
zarse para obtener (*> ) tv ,. Por lo general, feta es la forma mis ficil de 
determinar el resultado.'Vea el ejemplo 21.5. 

Ejes x, y, z que tienen un movimiento f1 # tu. Para sim- 
pBficar los cilculos de la derivada con respecto al tiempo de *», con 
frecuencia es conveniente selecckmar los ejes x, y, z con una velocidad 
angular fldiferente de la velocidad angular ta del cuerpo. Esto es par- 
ticularmente adecuado para el anilisis de girdscopos y giroscopios los 
cuales son simetricos con respecto a sus ejes de giro.* Cuando fete sea 
el caso, los momentos y productos de tnercia permanecen constantes 
con respecto al eje de giro. 

Las ecuaciones 21-22 son aplicables en ese sistema de ejes. Cada una 
de estas dos ecuaciones vectoriales pueden reduciise a un sistema de 
tres ecuaciones escalares las cuales se derivan del mismo modo que las 
ecuaciones 21-25t, es decir, 


2M* = I x <a x - lyYl.tOy + I z n y a) z 

TMy = ly(Oy ~ 4 

= I.O) Z — /jQyjj. + IyCL^t)y 


(21-26) 


Aqui ft*, fty, ft- representan los componentes jc, y, z de ft, medidos con 
respecto al marco de referenda inercial, y ai x , <a y , d>, deben determi- 
narse con respecto a los ejes x, y, z que tienen la rotacidn ft. Vea el 
ejemplo 21.6. 

Cualquiera de estos sistemas de ecuaciones, las ecuaciones 21-24, 
21-25, o la 21-26, representa una serie de tres ecuadones diferencia- 
les no tineales de primer grado. Estas ecuadones se “acoplan” puesto 
que los componentes de velocidad angular estin presentes en todos 
los tfeminos. EE 6xito al determinar la solucidn de un problema par¬ 
ticular depende por consiguieme de lo desconocido en estas ecuacio¬ 
nes. Ciertamente surgen dificultades cuando intentamos resolver las 
componentes desconocidas de ta cuando los momentos extemos son 
funciones del tiempo. Pueden surgjr mis complicadones si las ecuacio¬ 
nes de momentos se acoplan a las tres ecuaciones escalares de movi¬ 
miento de traslacidn, ecuadones 21-19. Esto puede suceder debido a 
la existencia de restricciones dnemiticas que reladonan la rotacidn del 
cuerpo con la traslacidn de su centro de masa, como en el caso de un 


21 


*En la seecidn 21 i se analizan en detalle tales dispositivos. 
fVea eJ problema 21-42. 
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aro que rueda sin deslizarse. Los problemas que requieren la solucidn 
smultinea do ecuaciones diferendales en general se resuelven median- 
te m6todo$ num6ricos con ta ayuda de una computadora. En muchos 
problemas de ingenieria, sin embargo, se nos da informacidn sobre el 
movimiento del cuerpo y se nos pide que determinemos los momentos 
aplicados que actdan en el cuerpo. La mayoria de estos problemas tiene 
soludones directas, de modo que no es necesario recurrir a t6cnicas de 
computadora. 
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Procedimiento para el analisis 


Los problemas que implican ei movimiento tridimensional de un 

cuerpo n'gido se resuelven por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Trace un diagrama de cuerpo libre del cuerpo en el instante 
considerado y especifique el sistema de coordenadas x, y, z- El 
origen de esta referencia debe localizarse en el centro de masa 
G del cuerpo o en el punto O, considerado fijo en un marco de 
referencia inercial localizado en el cuerpo o en una extension 
sin masa de 61. 

• Las componentes de fuerza de reaccidn desconocidas pueden 
mostrarse con un sentido de direccidn positivo. 

• Segun la naturaleza del problema, decida qu6 tipo de movi¬ 
miento de rotacidn ft deberd tener el sistema de coordenadas 
x,y, z ,es decir, fl = 0,0 = to o fl ^ *>. A1 seleccionarlo, no olvi- 
de que las ecuaciones de momentos se simpfifican cuando los 
ejes se mueven de tal modo que representen los ejes de inercia 
principales del cuerpo en todo momento. 

• Calctile los momentos y productos de inercia necesarios para el 
cuerpo con respeeto a los ejes x,y, z- 

Cinemdtica. 

• Determine las componentes x, y, z de las velocidades angulares 
del cuerpo y encuentre sus derivadas con respeeto al tiempo 

• Observe que si ft = *>, entonces <«» = (at)xy Z . Por consiguiente 
podemos determinar la derivada con respeeto al tiempo de *> 
con respeeto a los ejes X, Y,Z,*> y luego determinar sus com¬ 
ponentes, <b Xt a) y ,a) lt o podemos determinar las componentes 
de n> a to largo de los ejes x, y, z, cuando los ejes estin orienta- 
dos en una posicidn general y luego determinar la derivada con 
respeeto al tiempo de las magnitudes de estas componentes, 

Ecuaciones de movimiento. 

• Aplique cualquiera de las dos ecuaciones vectoriales, 21-18 y 
21-22, o las seis ecuaciones de componentes escalates apropia- 
das para los ejes de coordenadas x, y, z seleccionados para el 
problema. 
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EJEMPLO 21.4 


El engrane que se ilustra en la figura 21-12® tiene una masa de 10 kg 
y e$t3 montado a un Angulo de 10° con la Qecha rotatoria de masa 
insignificante. Si l z = 0.1 kg ■ m 2 , I x = I y = 0.05 kg ■ m 2 y la Qecha 
esti girando a una velocidad angular constante de to = 30 rad/s, 
determine las componentes de reaccidn que el cojinete de empuje A 
y la chumacera B ejercen en la flecha en el instante que se muestra. 

soluciOn 

Diagrams de cuerpo ilbre. Figura 21-126. El origen del siste- 
ma de coordenadas x, y, z se encuentra en el centro de masa G del 
engrane, el cual tambidn es un punto fijo. Los ejes est£n fijos en y 
giran con el engrane, de modo que estos ejes siempre representarin 
bs ejes de inercia principals del engrane. Por consiguiente ft = *». 



Cinematka. Como se muestra en la figura 2l-12c, la magnitud de 
la velocidad angular *» del engrane es constante y siempre est6 diri- 
gida a lo largo del eje de la flecha AB. Como este vector se mide 
con respecto al matco de referenda inercial X, Y, Z, para cualquier 
posicidn de fc>s ejes x,y,z, 

<t> x = 0 aiy = -30 sen 10° <u. = 30 cos 10° 

Estas componentes permanecen constantes con cualquier orien- 
taddn de los ejes x, y, z y por tanto w* = <uy = <o z = 0. Tambi6n 
observe que como fl = »,entonces <a = Por consiguien¬ 

te, podemos determinar estas derivadas con respecto al tiempo con 
respecto a Eos ejes A', Y, Z. A este respecto la magnitud y direc- 
d6n de m son constantes (+Z) puesto que *» = 0 y por tanto 
<b x = a> y = <b z = 0. Adend$,como Gesunpuntoftjo, {a G )x = («c)y = 
(«g)j = 0. 

Ecu a cion os de movimiento. Al aplicar las ecuaciones 21 -25 (fl = 
«) obtenemos 

2M S = /> r - {I y - 

-(A k ) (0.2) + (By) (0.25) = 0 - (0.05 - 0.1) (-30 sen 10°) (30 cos 10°) 
-0.2 A y + 0.25 By = -7.70 (1) 

SM,, = lyiOy - (4 - I x )6)jfi> x 

A x ( 0.2) cos 10° - fJ*(0.25) cos 10° = 0 - 0 

A x = 1.2 5B X (2) 

SMj = I t 6) z - (4 - I y )a ye. 




Fig. 21-12 


A *(0.2) sen 10° - fl*(0.25) sen 10° = 0 - 0 


A x = 1.25B X (comprobacidn) 


Al aplicar las ecuadones 21-19, tenemos 


SFy = m(a G ) x ; 

Ax + B x = 0 

(3) 

SF k = m(a G ) Y ; 

Ay Hh By 98.1 = 0 

(4) 

= m(a G ) z ; 

A z = 0 

Resp. 

Al resolver las ecuaciones 1 a 4 simultfineamente obtenemos 


A x = B x = 0 

A Y = 71.6 N By = 26.5 N 

Resp. 
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EJEMPLO 21.5 


El avion de la figura 21-13a esta en el proceso de realizar tin viraje 
horizontal tons*ante a la razdn de ta p . Durante este movimiento, la 
hdlice gira a una razdn de <±> 3 . Si la hdtice tiene dos aspas, determine 
bs mementos que la flecha de la hdlice ejeree en la hdlice cuando 
las aspas estin en la poskidn vertical. Para simpKfiear, suponga 
que las aspas son una barra delgada uniforme con momento de iner- 
cia / con respeeto a un eje perpendicular a las aspas que pasa por el 
centro de la barra y con momento de inercia cero con respeeto a un 
qe longitudinal. 



z 



SOLUClON 

Diagrams de cuerpo llbre. Figura 21-136. Las reacciones de la 
flecha de conexidn en la helice se indican por medio de las resul- 
tantes F* y (Se supone que el peso de la hdlice es insignifican- 
te.) Los ejes x, y, z se considerarin fijos en la hdlice, puesto que 
estos ejes siempre representan los ejes de inercia principales de la 
hdfice. Por tanto, ft = *>. Las momentos de inercia I x e l y son igua- 
les (4 = I y = I) e 4 = 0. 

Cinematics. La velocidad angular de la hdlice observada desde 
bs ejes X, Y, Z, coincidentes con los ejes x, y, z, figura 21-13c, 
es at = to s + aip = ojji + (o p k r de modo que las componentes x, y, z 
de n>son 


m x = (Oy = 0 <o z = (O p 

Como fl = *>, entonces = (m)^. Para determinar to, ia cual 
es la derivada con respeeto al tiempo con respeeto a los ejes fijos 
X, Y, Z, podemos utiiizar la ecuacidn 20-6 puesto que *> cambia de 
direcckm con respeeto a A', Y , Z. El cambio con respeeto al tiempo 
de cada una de estas componentes d* = m s + m p con respeeto a 
bs ejes X, Y, Z se obtienen al introducir un tercer sistema de coor- 
denadas x', y\z, cuya velocidad angular es fl' = m p v que coincide 
con los ejes X, Y, Z en el instante que se muestra. Por tanto 
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ti = + to p X to 

= + (*v)*y z' + *»/> X (**j + M p) 

= 0 + 0 + (Op X iO S + IWp X 
= 0 + 0 + &) p kX^Uji + @= &yw s j 

Como [os ejes X, Y t Z coindden con tos ejes x , y, z en el instants 
que se muestra* las componentes de a lo largo de x t y , z son, por 
consiguiente, 


ib r = 0 


My = M^ s 


^ = 0 


Estos mismos resuttados tambi6n pueden determinarse mediants 
tin cilculo directo de ; sin embargo, esto implicari trn poco 

de mis trabajo. Para esto, serd necesario visualizar ta h6Kce (o los 
ejes x, y, z ) en alguna position general , como la de la figura 21-13d. 
Aqul el avidn ha girado un ingulo 4> (fi) y la h£lice un ingulo tp (psi) 
con respecto al piano. Observe que *> p siempre estd dirigida a lo 
largo del eje Z y que to s sigue el eje x. Por tanto, las componentes 
generales de to son 

to x = to s to y = to p setii{f to z = to p cos tp 

Como to s y (Op son constantes, las derivadas con respecto al tiempo 
de estas componentes se vuelven 

Wj = 0 ti y = (Op cos ip ip to j = — to p $ttitptp 

Pero <p = *p = Q° y ip = to s en el instante considerado. Por tanto, 


tO z = (O p 


(Of = tO S (Oy = 0 


(o x = 0 ti v = (o p (o s to z = 0 


Los cuales son los mismos resultados que los previamente obtenidos. 
Ecuariones de movlmlento. Con las ecuaciones 21-25, tenemos 

= Iftif - {Iy - L)(ojo z = 7(0) - (/ - 0)(0)<w p 

Mf = 0 Resp. 

I-^Oy f I~ If^to^Of I(topto s ') (0 l)(Op(Oc 

M } , = 2ItOj/o s Resp. 

ZMf = Iftif - (If - Iy)(OftOy = 0(0) - (/ - /K(0) 

M, = 0 Resp. 














60 8 


CaP[TULo 21 ClNfTICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERFO RlGIDO 


EJEMPLO 21.6 




10(9.81) N 


0J 


P>) 


El volants de 10 kg (o disco delgado) quo so muestra en ta figura 
2L-14flgira alrededordelaflecha a una velocidad angular constante 
de oj s = 6 rad/s. A1 mis mo tiempo,la flecha gira (experiments pre- 
cesidn) alrededor del cojinete A con una velocidad angular de <a p = 
3 rad/s. Si A es un cojinete de empuje y B es una chumacera, deter¬ 
mine las componentes de la reaccidn en cad a uno de estos soportes 
debido at movimiento. 


SOLUD6N I 

Diagrams da cuerpo libra. Figura 21-14f>. El origen del siste- 
ma de coordenadas x, y, z se encuentra en el centro de masa G del 
volanie. Aquf consideraremos que estas coordenadas tienen una 
velocidad angular de fl = at p = {3k} rad/s. Aunque la rueda 
gira con respecto a estos ejes, los momentos de inercia permanecen 
constantes,* es decir, 


I x = = J (10 kg) ( 0.2 m) 2 = 0.1 kg ■ m 2 

I y = |(10 kg) ( 0.2 m) 2 = 0.2 kg -m 2 

Cinematka. Con respecto al marco de referencia X, Y, Z inerdal 
coincidente, figura 21-14c, el volante tiene una velocidad angular de 
at = {6j + 3k} rad/s,de modo que 


Fig. 21-14 


<d x = 0 aty = 6 rad/s ot z = 3 rad/s 


La derivada con respecto ai tiempo de at debe determinate con 
lespecto a los ejes x, y, z ■ En este caso tanto at p como at s no cambian 
de magnitud o direccidn, y por tanto 


iu x = 0 uty = 0 a> z = 0 


Ecuaciones da movimiento. Al aplicar la ecuacipn 21-26 (ft ¥= 
at ) obtenemos 


SM, = I X Ot X — /yftjGJy + I Z SlyO) Z 

-A,(0.5) + B,(0.5) = 0 - (0.2) (3) (6) + 0 = -3.6 

2 My = Iytity ~ /.Q 

0 = 0 - 0 + 0 

2M, = l,Ot Z — I X (ly(t) X + lyflfOty 

A^O.5) - fij(0.5) =0-0 + 0 


*Esto no serfs cierto para la bfilice del ejemplo 21 j. 
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Al apiicar tas ecuaciones 21-19, tenemos 

IFx = m{ac)x‘, A x + B x = 0 

= ra(d G )y; A y = -10(0.5) (3 f 
2F Z = m{a G ) z \ A z + B t - 10(9.81) = 0 

Al resolver estas ecuaciones obtenemos 


A x = 0 A y = -45.0 N A z = 52.6 N 


B x = 0 


B, = 45.4 N 


Resp. 

Resp. 


NOTA: a no hubiera ocurrido la precesibn a> p , la componente z de 
la fuerza en A y B serfa igual a 49.05 N. En este caso, sin embargo, la 
diferenda de estas componentes se debe al “momento giroscbpico” 
creado siempre que un cuerpo que gira experimenta precesibn con 
respeeto a otro eje. En la siguiente secdbn estudiaremos en detaile 
este efecto. 

SOLUClON It 

Este ejempto tambibn puede resolverse con las ecuaciones de 
movimiento de Euler, ecuaciones 21-25. En este caso A = at = 
{6j + 3k} rad/s, y la derivada con respeeto al tiempo (d)^. 
puede obteneise convenientemente con referenda a los ejes fijos X, 
Y,Zpuestoque *> = (w)^. Este cdlculo puede realizarse si consi¬ 
der a mos que los ejes jc', y\z' tienen una velocidad angular de A' = 
(o p , figura 21-14c, de modo que 

m = (*i)*yj< + (o p X to = 0 + 3k X (6j + 3k) = {—181} rad/s 5 
6) x = -18 rad/s <o y = 0 <w. = 0 


Las ecuaciones de momentos se escriben entonces como 

SMj = I x (O x - (Iy ~ I z )wytO z 

-A*(0.5) + Bj(0.5) = 0.1 (-18) - (0.2 - 0.1)(6)(3) = -3.6 
lM y = Ifiy - (4 - I x )a>#> x 
0 = 0-0 

= I z d) z - (4 - I y )<o x <o y 

Aj(0.5) - 14(0.5) = 0-0 

La soiucibn prosigue entonces como antes. 


Jf.JC.Jt' 


Yy.y 


z, z, / 



Fig. 21-14 


21 
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PROBLEM AS 


*21-40* Deduzca la forma escalar de la ecuacidn de 
movimiento de rotacidn con respecto al eje x si O & m y 
bs momentos y productos de inercia del cuerpo no son 
constants con respecto al tiempo. 

*21-41* Derive la forma escalar de la ecuacidn de rnovi- 
miento de rotacidn con respecto al eje x si ft & <o y los 
momentos y productos de inercia del cuerpo son conmn- 
fescon respecto al tiempo. 

21-42* Derive las ecuadones de movimiento de Euler 
con fl ± es decir, ecuadones 21-26. 

21-43* La placa rectangular uniforme tiene una masa de 
m = 2 kg y se le imparte una rotacidn de w = 4 rad/s con 
respecto a sus cojinetes A y B. Si a = 0.2 m y c = 0.3 m, 
determine las reacciones verticales en A y B cuando la 
placa estA en posicidn vertical como se muestra. Use los 

ejesx, y,zy observe que l a = 


X 



* 21-44* El disco de 3 kg de masa, est£ monLado exc^ntd- 
camente en La flecha AB. Si £sta gira a una velocidad cons¬ 
tante de 9 rad/s, determine las reacciones en los soportes 
de chumacera cuando el disco est£ en la posicidn que se 
muestra. 


•21-45* La barra delgada AB tiene una masa m y est£ 
conectada al soporte por medio de un pasador en A. El 
soporte esti rigidamente montado en la flecha. Determine 
la velocidad angular constante requerida w de la flecha, 
para que la barra forme un Angulo & con la vertical. 



Ftob* 21-45 


21-46* Una barra AB de 5 kg esta sostenida por un hrazo 
totatorio. El soporte A es una chumacera, el cual desa- 
trolla reacciones normales a la barra. El soporte B es un 
cojinete de empuje, el cual desarrolla reacciones tanto 
normales a la barra como a lo largo de su eje. Ignore la 
friccidn y determine las componentes x, y , z de reaccidn 
en estos soportes cuando la estructura gira a una velocidad 
angular constante de w = 10 rad/s. 



= 10 rad/s 


Fsrob* 21-44 


F*ob* 21-46 
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21-47* El automdvil tom a on a curva de radio pde modo 
quesu centrade masa tiene unaveloddadconstante v G . Es- 
criba las ecuaciones de movimiento de rotation con res- 
pecto a los ejes x, y , z- Suponga que los seis momentos y 
praductos de inertia del automdvil con respecto a estos 
ejes son conotidos. 


z 



Proh. 21-47 

*21-48* La flee ha se oonstruyd con una barra toy a masa 
por unidad de longitud es de 2 kg/m. Determine las com- 
ponentes x, y, z de la reaction en los cojinetes A y B si 
en el instante que se muestra la flecha gira libremente a 
una veloddad angular de cu = 30 rad/s. ^Cual es la ace- 
leracidn angular de la flecha en este instante? El cojinete 
A es capaz de soportar una componente de fuerza en la 
direccidn y mientras que el cojinete B no. 



m = 30 rad /s 


0.6 m 


y 


Prok 21-48 

*21-49* Hay cuatro esferas conectadas a la flecha A £?. Si 
m c = 1 kg y m E = 2 kg, determine la masa de las esferas 
D y Fy los ingulos de las barras d D y 0 F , de modo que la 
flecha est6 din^micamente halanceada, es detir, los coji¬ 
netes A y B ejercen sdlo reacciones verticales en la flecha 
cuando gira. Ignore la masa de las barras. 



21-50* Un hombre se para en una tomamesa que gira en 
torno a un eje vertical a una veloddad angular constan¬ 
te de (o P = 10 rad/s. Si la rued a que sostiene gira a una 
veloddad angular constante de to s = 30 rad/s, determine 
la magnitud del momento que debe ejercer en la rueda 
para mantenerla en La position mostrada. Considere la 
tueda como un aro circular delgado (anillo) con masa de 
3 kg y radio medio de 300 mm. 



Pro b* 21-50 


21-51* El disco de 50 lb gira a una veloddad angular 
constante de wj = 50 rad/salrededor de su eje. A1 mismo 
tiempo, la flecha gira a una velocidad angular constante 
de a >2 = 10 rad/s. Determine las componentes x, y, z del 
momento desarrollado en el pun to A del brazo en el ins¬ 
tante que se muestra. Ignore el peso del brazo AB. 


z 



Prob* 21-49 


Prob* 21-51 
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*21*52* El bombre se para en una tornamesa que gira res- 
pecto de un eje vertical a una velocidad angular constante 
de (oj = 6 rad/s. Si inclina m cabeza hacia delante a una 
velocidad angular constante de o> 2 = 1.5 rad/s respecto del 
punto 0,determine la magnitud del momento que su cue- 
Uo debe resistir en O cuando 6 = 30°. Suponga que su ca¬ 
beza puede considerarse como una esfera uniforme de 10 lb 
y dene 4.5 pulg de radio y centra de gravedad localizado 
en G y el punto O esta en la superficie de la esfera. 



*21-53* Las aspas de una turbina de viento gira alrede- 
dor de una flecha S a una velocidad angular constante de 
&}„ mientras que el armazdn experimenta precesidn alre- 
dedor el eje vertical con una velocidad angular constan¬ 
te de top. Determine las componentes x f z del momento 
que la flecha ejerce en las aspas como una funcidn de Q. 
Cbnsidere cada aspa como una barra delgada de masa m 
y longitud /. 


21*54* La barra CD de masa m longitud L gira a una 
velocidad angular constante de wj alrededor del eje AB , 
mientras que La flecha EF gira a una velocidad angular 
constante de cu 2 . Determine las componentes Y , Z de 
la reaccidn en el cojinete de empuje E y la chumacera F 
en el instante que se muestra. Ignore la masa de Los dem^s 
elementos. 



Prob* 21-54 


21-55* Si la flecha AB es propulsada por el motor con 
una velocidad angular de wj = 50rad/sy aceleracidn angu¬ 
lar de (o t = 20 rad/s 2 en el instante que se muestra y la 
tueda de 10 kg gira sin deslizarse, determine la fuerza de 
Mccidn y La reaccidn normal en dsta y el momento M que 
el motor debe suministrar en este instante. Suponga que La 
tueda esun disco circular uniforme. 



Prob. 21*53 


Ftob* 21-55 
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*21-56. Una trituradora de roca se compone de un disco 
delgado grande el coal esli conectado por medio de on 
pasador a on eje horizontal. Si £ste gira a una velocidad 
constante de 8 rad/s, determine la fuerza normal que el 
disco ejerce en las piedras. Suponga que el disco rueda sin 
deslizarse y que su masa es de 25 kg. Ignore la masa del 
eje. 


21-59* Si la flecha AB gira con una velocidad angular 
constante de w = 50 rad/s, determine las componentes 
X, y, Z de la reaccidn en la chumacera A y en el cojine- 
te de empuje B en el instante que se muestra. La masa 
de la placa delgada es de 10 kg. Ignore la masa de la fle¬ 
cha AB. 



*21-57* El disco de 25 lb esta fijo en la barra BCD , la 
cual tiene una masa insignificante. Determine el par de 
torsidn T que debe aplicarse a la flecha vertical de modo 
que su aceleracidn angular sea a = 6 rad/s 2 . La flecha gira 
libremente en sus cojinetes. 

21-58* Resuelva el problema 21-57, con el supuesto de 
que la barra BCD tiene un peso por unidad de longitud 
de 2 Ib/pie. 


z 



*21-60* Una placa uniforme delgada de 0.4 kg de masa 
gira a una velocidad angular constante de io alrededor de 
su diagonal AB. Si la persona que detiene la esquina de la 
placa en Rretira su dedo, la placa caerS sobre su lado AC. 
Determine el momento de par necesario M, el cual si se 
aplicara a la placa evitarfa que esto sucediera. 



Prohs* 21-57/58 


Psrob* 21-60 
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ClN^TICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO R[GIDO 


Z,z 



y,y 



*21.5 Movimiento giroscopico 

En esta seccidn desarrollaremos las ecuaciones que definen el movi- 
miento de un cuerpo (trompo o girbscopo) simetrico con respecto a 
tin eje y que gira en tomo a un punto fijo. Estas ecuaciones tambibn se 
aplican al movimiento de un dispositivo particularmente interesante, 
d giroscopio. 

El movimiento del cuerpo se analizarfi mediante los angutos de Euler 
<f>, 9,4> (fi, teta, psi). Para ilustrar cbmo definen la posicibn de un cuer¬ 
po, considere el trompo que se ilustra en la figura 21-15«. Para definir 
su posicibn final, figura 21-15d,se fija un segundo sistema de ejes x, y, 
z en el trompo. Se comienza con la coincidencia de los ejes X,Y,Zy 
x , y, z, figura 21-15«; la posicibn final del trompo se determina con los 
tres pasos siguientes: 

L Haga girar el trompo en torno al eje Z (o z) un fingulo 4> (0 ^ 4> 
< 2it), figura 21-156. 

2. Haga girar el trompo en tomo al eje x un Angulo 9 (0 s < it), 
figura 21-15c. 

3. Haga girar el trompo en torno al eje z un fingulo ^ (0 s < 2ir) 
para obtener la posicibn final, figura 20-15d. 

La secuencia de estos tres fingulos <f>, 9 y luego t(f, debe mantenerse, 
puesto que las rotaciones finitas no son vectores (vea la figura 20-1). 
Aunque bste es el caso, las rotaciones diferenciales d$, de y dtf/ son 
vectores y por tanto la velocidad angular to del trompo puede ex- 
presarse en funcibn de las derivadas con respecto al tiempo de los fingu- 
tos de Euler. Las components de la velocidad angular y 8$e conocen 
como precesion, nutation y notation, respectivamente. 


21 




Nutaci6n 6 

(C) 


Rotation 

(d) 


y 


Wig. 21-15 
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Sus direcciones positives se muestran en la figura 21-16. Se ve qtie no 
todos estos vec tores son perpendku fares entre si; sin embargo, twdel 
trompo adn puede expresarse en funcidn de estas tres componentes. 

Como el cnerpo (trompo) es sim&rico con respecto al eje z o de 
rot acid n, no es necesario anexar tos ejes x, y, z al trompo puesto que 
las propiedades inerriates de 6ste permanecen constantes con respecto 
a este marco de referencia durante el movimiento. Por consiguiente, 
O = + g>„, figura 21-16. En consecuencia, la velocidad angular del 

cueipo es 


to = <a x i + iUjj + &>. k 

= 9i + (<£sen0)j + (<j>co$9 + ^)k (21-27) 

Y la velocidad angular de los ejes es 


z 


z 

\ 



I 


X 


o = Hj.i + n v j + fljk 

= 0i + (^ sen 0)1 + (4» cos 0)k (21-28) 


Fig. 21-16 


Haga que los ejes x, y, z representen los ejes de inercia ptincipales 
del trompo, y por tanto los momentos de inercia serin I xx = I yy = I e 
?zz = ^z- Como n*a>,se utiiizan las ecuaciones 21-26 para establecer 
fas ecuadones de movimiento de rotackin. Al sustituir en estas ecuacio¬ 
nes las respectivas oomponentes de veioddad angular definidas por las 
ecuaciones 21-27 y 21-28, sus derivadas con respecto al tiempo corres- 
pondientes y las componentes de momento de inercia, obtenemos 

EM* = 1(6 - 4> 2 sea 9 cos 9) + I^ sea 9(ip cos 6 + ip) 

= l(<j> sen 9 + 2^9 cos 0) - I#(4 >cos 6 + ip) (21-29) 

SMj = I z (ip + <p cos 6 - 4>6 sen 6) 

Cada suma de momentos se aplica sdlo en el punto fijo O o en el centro 
de masa G del cnerpo. Como las ecuadones representan un sistema 
acoplado de ecuaciones diferendales de segundo grado no lineates, en 
general puede obtenerae una solucidn de forma cerrada. En cambio, los 
angulos de Euler 4>,9y ip pueden obtenerse grlficamente como fun- 
dones de tiempo mediante un anlltsis numerico y tecnicas de compu- 
tadora. 

Hay un caso especial, sin embargo, en el cual es posibfe simplificar 
las ecuadones 21-29. Comdnmente conocida como precesion constante, 
6sta ocurre cuando el Snguio de nutacidn 0,el dngulo de precesidn ip, 
y el Ingtifo de rotacidn ip permanecen constantes. Las ecuadones 21-29 
se reducen entonces a la forma 


Y 


21 


SMj = —/sen 6 cos 9 + I z ip sen 9(ip cos 9 + tp) 


lM y = 0 
1M Z = 0 


(21-30) 
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Las ecuaciones 21-30 se simplifican atin mis observando que, de 
acuerdo con la ecuacidn 21-27, (o z = ft cos 9 + ft, de modo que 

SMj = — I ft 1 sen 9 cos 9 + I z ft (sen 9)ta z 


obien 


SMj = ft sen 9(I z o> z — Ift cos 6) 


(21-31) 


Es interesante hacer notar que k>s efectos que la rotacidn ft tiene en 
un momento con respecto al eje x. Para demostrar esto, considere el 
rotor que gira en la figura 21-17. Aquf 9 = 90°, en cuyo caso la ecuacidn 
21-30 se reduce a la forma 


2M, = Lftft 

obien 


SMj, — 


(21-32) 


y,z 



En la figura se ve que fl y y m. actdan a lo largo de sus respecti- 
vos ejes positivos y por consiguiente son mutuamente perpendicu- 
bres. Instintivamente, jesperarfamos que el rotor cay era por la fuerza 
de gravedad! Sin embargo, dste no es el caso en absoluto, siempre que 
el producto se selecckme de forma correcta para contrarres- 

tar el momento = Wr G del peso del ro tor con respecto a O. Aeste 

fcnomeno inusitado del movimiento de un cuerpo rigido $e le conoce 
co mo efecto giwscopico. 
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Quizes una demos tracibn mis intrigante del efecto giroscbpico se 
desprende del estudio de la accidn de tin giroscopio, frecuentemen- 
te designado como giro. Un giro es tin rotor que gira a una muy alta 
veloddad respecto de su eje de simetria. Esta vetocidad de rot acid n es 
considerablemente mayor que su veloeidad de rotacibn precesional en 
torno al eje vertical. Por consiguiente, en la prdctica, que la direccidn 
de la cantidad de movimiento angular del giro es a lo largo de su eje de 
mtacion. Por tanto, para el rotor del giro que se muestra en la figura 
21-18, <n z » fl y , y la magnitud de la cantidad de movimiento angular 
oon respecto af punto 0,determinada con las ecuaciones 21-ll,se redu¬ 
ce a la forma H 0 = l z <a z . Como tanto la magnitud como la direccidn de 
Ho son constantes observadas desde x,y, z,e 1 resultado de la apEcacibn 
directa de la ecu acid n 21-22 es 


y.z 





2M X = X H c 


(21-33) 


Fig. 21-18 


Con fa regia de la mano derecha aplicada al producto vectorial, se ve 
que (l y siempre oscila H 0 (u to.) hacia el sentido de 2M X . En realidad, 
el cambio de direction de la cantidad de movimiento angular del giro, 
dH 0 , equivale al impulso angular piovocado por el peso del giro con 
respecto a O, es decir, = 2M x dt,ecuacibn 21-20. Ademis.como 

H 0 = I z <t> z y 2M X , fly y H 0 son mutuamente perpendiculares, la ecua- 
cibn 21-33 se reduce a la ecuacidn 21-32. 

Cuando un giro se monta en anitlos cardinicos, figura 21-19, se hbera 
de los momentos extemos aplicados a su base. Por tanto, en teorfa, 
su cantidad de movimiento angular H nuncaexperimentariprecesidn, 
sino que, en cambio, mantiene su misma orient acibn fija a to largo del 
eje de rotacibn cuando la base gira. Este tipo de giroscopio se llama giro 
fibre y es fitil como bnijula giroscdpica cuando el eje de rotacidn del 
giro esta dirigido al norte. En realidad, el mecanismo cardanico nunca 
esta completamente fibre de friccibn, por lo que tal dispositivo es util 
sblo para la navegadbn local de buques y aviones. El efecto giroscbpico 
tambibn es util para estabilizar tanto el movimiento de rodamiento de 
buques en el mar como las trayectorias de misiles y proyectiles. Ademgs, 
este efecto es de importancia significativa en el disefto de flechas y coji- 
netes de rotores sometidos a precesiones forzadas. 



Fig, 21-19 



La rotacidn del giro dentro del armazon 
de este giroscopio de juguete produce 
cantidad de movimiento angular H 0) 
el cual cambia de direccion cuando el 
armazon precese a o> p respecto del eje 
vertical. El giroscopio no caera puesto 
que el memento de su peso W con res¬ 
pecto al apoyo esta balanceado por el 
cambio de direccion de H 0 . 
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EJEMPLO 21.7 


m s = 100 rad/s 



(a) 

Fig. 21-20 


El trompo de la figura 21-20 a tiene una masa de 0.5 kg y experimen- 
Ea precesidn respecto del eje vertical al Angulo const ante de 0 = 60°. 
St gtra con una vetocidad de a> s = 100 rad/s, determine la precesidn 
M p . Suponga que los momentos de inertia axial y transversal del 
trompo son 0.45(10 -3 ) kg ■ m 2 y 1.20(10 _1 )kg ■ m 2 ,respectivamente, 
medidos con respecto al punto fijo O. 



SOLUClON 

Se utilizari la ecuaridn 21-30 para la solucidn ya que el movimien- 
to de precesidn es constante. Como se muestra en el diagrama de 
ctierpo fibre, figura 21-206, los ejes de coordenadas se establecen 
oomo de costumbre, es decir, con el eje z positivo en la direccidn de 
la rotacidn, el eje Z positivo en la direccidn de la precesidn y el eje 
x positivo en la direccidn del momento (remftase a la figura 
21-16). Portanto, 

SM, = — /d> 2 sen B cos & + I z <f>sen9(<f>cosB + tjf) 
4.905 N(0.05 m) sen 60° = -[1.20(10“ 3 ) kg ■ m 2 4> 2 } sen 60° cos 60° 

+ [0.45(10“ 3 ) kg ■ m 2 ]tf» sen 60° (<£ cos 60° + 100 rad/s) 

obien 

<£ 2 - 120.0<£ + 654.0 = 0 (1) 

Al resolver esta ecuacidn cuadritica para la precesidn obtenemos 


<6 = 114 rad/s 

(alta precesidn) 

Resp. 

<t> = 5.72 rad/s 

(baja precesidn) 

Resp. 


NOTA: en realidad, por lo general se observaria baja precesidn del 
trompo, ya que aft a precesidn requeriria una mayor energia dn&ica. 
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EJEMPLO 21.8 


El disco de 1 kg que se muestra en la figura 21-21sgira airededor de 
su eje a una velocidad angular constante de <o D = 70 rad/s. El blo- 
que B tiene una masa de 2 kg y si ajustamos su posicibn s podemos 
cambiar la precesibn del disco airededor de su pivote de soporte O 
mientras que la flecha permanece horizontal. Determine la posicibn 
sque permitiri que el disco tenga una precesibn constante <a p = 0.5 
rad/s airededor del pivote. Ignore el peso de la flecha. 




SOLUClON 

El diagrama de cuerpo libre del ensambie se muestra en la figura 
21-216. El origen tanto del sistema x, y, z como del sistema X, Y, 
Z se encuentra en el punto fijo O. En el sentido convencional, el 
eje Z se elige a lo largo del eje de precesibn y el eje z a lo largo 
del eje de rotacibn, de modo que 9 = 90°. Como la precesibn es 
constante ,puede utilizarse la ecuacibn 21-32 para la solucibn. 


SAfj, = I .(I yd). 


AI sustituir los datos requeridos se obtiene 

(98.1 N) (0.2 m) -(19.62 N )s= [j(l kg) (0.05 m) 2 ]o.5 rad/s(-70 rad/s) 
s = 0.102 m = 102 mm Resp. 
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21.6 Movimiento sin par de torsion 


Qiando la ilnka fuerza externa que actba en tin cueipo es provocada 
por ta gravedad, el movimiento general de tin cuerpo se conoce como 
movimiento sin par de torsion. Este tipo de movimiento es caracterfs- 
tico de los planetas, satblites artificiaies y proyectiles, siempre que se 
ignore la friccibn del aire. 

Para describir las caraeterfsticas de este movimiento, se supondra que 
la distribudbn de la masa del cuerpo es axialmente simetrica. El satbli- 
te que se muestra en la figura 21-22 es un ejemplo de un cueipo como 
ese, donde el eje z represents un eje de simetria. El origen de las coor- 
denadas x, y, z se encuentra en el centro de masa G, de modo que I zz = l z 
e /„ = l yy = 1. Como la gravedad es la unica fuerza externa presente, 
la suma de momentos con respecto al centro de masa es cero. Segtin la 
ecuacibn 21-21, esto requiere que la camidad de movimiento angular 
del cueipo sea constante, es deck, 


H c = constante 


En el instante consider ado, se supondrd que el marco de referencia 
inercial estd orientado de modo que el eje Z positive estd dirigido a lo 
largo de H f , y que el eje y queda en el piano formado por los ejes z y 
Z, figura 21-22. El dngulo de Euler formado entre Z y z es d,y por con- 
siguiente con esta selecdbn de ejes la cantidad de movimiento angular 
puede expresarse como 


= H q sen B j + H G cos B k 


Ademds, si usamos la ecuacibn 21-11, tenemos 


H c = I(D z i + laiy j + I z to ,k 


Al igualar las componentes i, j, k de las dos ecuaciones anteriores 
obtenemos 


z 




■ Z 


Fig. 21-22 
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< 4 * = 0 


to.. 


Hq sen 8 

I 


<»z 


Hq cos 8 


(21-34) 


obien 


Hq sen 9 . H c cos 8 


(21-35) 


Del mis mo modo, si igualamos las componentes i, j, k respectivas de la 
ecuacibn 21-27 con las de la ecuadbn 21-34, obtenemos 


8 = 0 


4> sen 9 = 
$ cos 8 + ip = 


Hq sen 8 

I 

Hq COS 8 


Al resolver, obtenemos 


9 = constants 



■ 1 ~ h 

& = - — - Hq cos 9 

* ■“ 7 


(21-36) 


Por tanto, para el movimiento sin par de torsibn de un ctterpo axial- 
mente simbtrico, el ingulo 9 formado entre el vector de cantidad de 
movimiento angular y la rotadbn del cuerpo permaneoe constante. 
Adem£s,la cantidad de movimiento angular H c , la precesibn <j> y la 
rotadbn f del cuerpo permanecen constantes en todo momento duran¬ 
te el movimiento. 

Al eliminar H g de la segunda y tercera de las ecuadones 21-36,obte¬ 
nemos la siguiente reladdn entre la rotacibn y la precesibn: 


21 


■ i - h 

tjt = —-—d> cos 8 


(21-37) 
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Cap[tulo21 


ClN^TICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERFO R[GIDO 



(*) 



Eje de rotation Z 
instantdneo y' Ejede 

precesion 


ejc de 
rotaddn 


Estas dos componentes de movimiento angular pueden estudiarse con 
bs modelos de cono corporal y espacial presemados en la seccibn 20.1, 
El cono espacial que define la precesibn no gira, puesto que la precesibn 
dene una direccibn fija, mien eras que la superficie externa del cono 
corporal rueda sobre la superficie externa del cono espacial. Trate de 
imaginareste movimiento en lafigura 21-23a. El Angulo interior de cada 
cono se dige de modo que la velocidad angular resultante del cuerpo 
estd dirigida a lo largo de la tinea de contacto de los dos conos. Esta 
tinea de contacto representa el eje instantdneo de rotacibn del cono 
corporal, y por ende la velocidad angular tanto del cono corporal co- 
mo del cueipo debe dirigirse a lo largo de esta linea. Como la rotacidn 
es una funcibn de los momentos de inercia / e I z del cuerpo, ecua- 
dbn 21-36, el modelo de cono que aparece en la figura 21-23a es 
satMactoria para describir el movimiento, siempre que / >I Z . El movi¬ 
miento sin torsibn que satisface estos requerimientos se llama precesion 
regular. Si / < I z , la rotacibn es negativa y la precesibn positiva. El 
movimiento del satblite que se muestra en la figura 21-236 representa 
este movimiento (/ </,). Nuevamente puede utiUzanse el modelo cono 
para representar el movimiento; sin embargo, para preserver la suma 
vectorial correcta de la rotacibn y precesibn para obtener la velocidad 
angular &», ia superficie interna del cono corporal debe rodar sobre la 
superficie externa del cono espacial (fijo). Este movimiento se conoce 
como precesion retrograda. 


_ 

A los satelites se les suele imprimir rotacibn antes de lanzarlos. Si su cantidad de 
movimiento angular no es colineal con el eje de rotation, exhibiran precesion. En 
la foto de la izquierda ocurrira precesion regular puesto que / > I zt y en la foto de la 
derecha ocurrira precesion retrograda puesto que I < I z , 


fig* 21-23 
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EJEMPLO 21.9 


El movimiento de un baton de futbot americano se observa eon un 
proyector de ctimara lenta. En la pehcula se ve que la rotacton del 
baton est£ dirigida a 30° de la horizontal, como se muestra en la 
figura 21-24a. Ademis.el baton experiment a preceston respecto del 
eje vertical a una veiocidad de 4> = 3 rad/s. Si la refaeton de los 
momentos de inercia axial y transversal del baton es de 3, medida 
eon respecto al centre de masa, determine la mag nit ud de la rota- 
cion del baton y de $u veiocidad angular. Ignore el efecto de la resis- 
tencia del aire. 



SOLUClON 

Como el peso del baton es la (inica fuerza que aettia, el movimiento 
es sin par de torsion. En el sentido conventional, si el eje z se esta- 
blece a lo largo del eje de rot acid n y el eje Z ato largo del eje de 
precesidn, como se muestra en la figura 21-24b, entonces el frigulo 
9 = 60°. Al aplicar la ecuacton 21-37, la rotacton es 

/ — / I — -I 

ilf = cos 6= , 3 (3) cos 60° 

4 3/ 

= 3 rad/s Resp. 

Si utOizamos la ecuacton 21-34, donde H c = <f>I (ecuacton 21-36), 
te nemos 




V 




H Cl $en9 

T 

H g cos 9 

4 


«*= 0 


3/sen 60° 
/ 

3/cos 60° 

¥ 


= 2.60 rad/s 
= 4.50 rad/s 


« = VW ) 2 + (tuj 2 + (tn ,) 2 
= V(0) 2 + (2.60) 2 + (4.50) 2 
= 5.20 rad/s Resp. 


Por tanto. 
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CaP[TULo 21 ClNfTICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RlGIDO 


PROBLEM AS 


21-6L Demuestre que la velocidad angular da un cuerpo 
an funcidn de los Angulos de Euler <f>, & y <£, puede expresar- 
se cotno « = (^sen 0sen ^+ 0cos^)J+ (^sen flcos^ — 
8 sen^)j + (<£ cos 8 + tp) k ? donda la direction de i, j, k as 
a lo largo de los ejes x f y, z como sa muestra an la figura 
21-1 5d. 


21*62. En printipio, una barra delgada coincide con el 
eja Z cuando se le imparten tres rotationes definidas por 
bs Angulos da Eular = 30°, 8 = 45° y tp = 60°. Si estas 
rotacionas se imprimen an al orden establecido, determi¬ 
ne los Angulos de direction de las coordenadas a , /3, y del 
eje da la barra con respacto a los ejas X , Y, Z. ^Son estas 
direcciones las mismas con cualquier orden de las rotacio¬ 
nas? ^PorquO? 


21-63. La rueda da 30 lb gira sin deslizarse. Si su radio de 
giro as K A b = 1-2 pies con respacto a su eja ABy la flecha 
motriz vertical gira a 8 rad/s, determine la reaction normal 
qua la rueda ejerce en al suelo en C. Ignore la masa del eje. 


*21-64. La rueda de 30 lb gira sin deslizarse. Si su radio 
de giro es k AB = 1.2 pies con respacto a su eje AB f deter¬ 
mine su velocidad angular de mode qua La reaction 
normal en Csea de 60 lb. Ignore la masa del eje. 


*21-65. El mo tor pesa 50 lb y su radio de giro as de 0.2 
pie con respacto al eje z. La flecha estA sostenida por 
cojinetes en A y B y gira a una velocidad oonstante de 
= {1.00k} rad/s, mientras que el armazOn tiene una 
velocidad angular de ta y = {2j} tad/s. Determine el mo¬ 
menta qua las fuerzas de los cojinetes A y B ejarcan an la 
flecha debido a este movimianto. 



Prob. 21-65 

21-66. El a u tamOvil viaja a una rapidez constan te de v c = 
100 km/h respecta de la curva horizontal de 80 m de ra¬ 
dio. Si cada una de las ruedas tiene una masa de 16 kg, un 
radio de giro k G = 300 mm con respecta a su eje de rota¬ 
tion y un radio de 400 mm, determine la diferencia entre 
las fuerzas normales de las ruedas traseras, originada por 
el efecta giroscOpico. La distancia entre las ruedas es 
de 1.30 m. 


y 




Frohs. 21-63/64 


F*ob. 21-66 
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21-67* El trompo dene una masa de 90 g, un centra de 
masa enGy on radio de giro k = 18 mm con respecto a 
su eje de simetria. Con respecto a cualquier eje de sime- 
trfa que acttia a trav£s del punto O el radio de giro es 
k t = 35 mm. Si el trompo est£ conectado a una ardculacidn 
de rdtula en O y la precesidn es to p = 0.5 rad/s, determine 
la rotacidn * 1 ^. 



*21-68* El trompo pesa 3 lb y puede consider arse como 
un oono sdlido. Si se observa que precesa respecto del eje 
vertical a una velocidad constante de 5 rad/s, determine su 
rotacidn. 



*21-69* El barril cervecero de aluminio dene vacfo una 
masa de m, centra de masa en G y radios de giro con res¬ 
pecto a los ejes x y y de k x = k y = f r y, con respecto al 
eje z de k z = respecdvamente. Si el barril rueda sin 
deslizarse a una velocidad angular constante, determine su 
valor maximo sin que el borde A pierda el contacto con el 
suelo. 



21-70* El oono de 10 kg gira a una velocidad constante de 
to, = 150 rad/s. Determine la velocidad constante w p a la 
cual precesa si = 90°. 

21-71* El cono de 10 kg gira a una velocidad constante de 
(o s = 150 rad/s. Determine la velocidad constante o> p a la 
cual precesa si £ = 30°. 



*21-72* El trompo de 1 lb dene un centra de gravedad en 
el punto G. Si gira alrededor de su eje de simetria y pre¬ 
cesa alrededor del eje verdcal a velocidades constantes de 
tn s = 60 rad/s y to p = 10 rad/s, respecdvamente, determine 
el Angulo de estado estable &. El radio de giro del trompo 
con respecto al eje z es k z = 1 pulg y con respecto a los ejes 
x y y es k z = k y = 4 pulg. 



Prob. 21-69 


Pttib* 21-72 
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Cap [tu lo 2 1 C i n£tica tr idi m e^ional de u m c u er po r[gi do 


*21-73* En el mo me n to de despegar, el tren de aterrizaje 
de un avidn se retrae con nna velocidad angular constan- 
te 6eto p = 2 rad/s, mientras que la rueda contintia con los 
giros. Si el avidn despega a una rapidez de v = 320 km/h, 
determine el par de torsidn en A originado per el efecto 
girosedpico. La rueda tiene una masa de 50 kg y el radio 
de giro con respecto a su eje de rotacidn es k = 300 mm. 



Fra b* 21-73 


21-74. El proyectil que se ilustra se somete a un movi- 
miento sin par de torsidn. Los momentos de inercia axial 
y transversal son / e 4, respectivamente. Si 8 representa 
el Sngulo entre el eje de precesidn Z y el eje de simetria 
Zi y P es el Angulo entre la velocidad angular ta y el eje z, 
demuestre que p y 8 est£n relacionados por la ecuacidn 
tan 8 = (i/4) tan fi. 



21-75* La c^psula espacial tiene una masa de 3.2 Mg y 
con respecto a los ejes que pasan por el centro de masa G 
los radios de giro axial y transversal son k z = 0.90 my k t = 
1.85 m, respectivamente. Si gira a w, = 0.8 rev/s, determi¬ 
ne su cantidad de movimiento angular. La precesidn ocu- 
rre alrededor del eje Z. 



Ftah. 21-75 


*21-76. El radio de giro con respecto a un eje que pasa por 
el eje de simetria del satdlite de 2.5 Mg es k z =2.3m, y con 
respecto a cualquier eje transversal que pasa por el centro 
de masa G, k t = 3.4 m. Si el satdlite tiene una precesidn de 
estado constante de dos revoluciones por hora alrededor 
del eje Z, determine la velocidad de rotacidn con respecto 
al eje z. 



Proh, 21-76 


*21-77* El disco de 4 kg se lanza con una rotacidn <o z = 
6 rad/s. Si el Angulo 8 se mide como 160°, determine la 
precesidn alrededor del eje Z. 


Z 



\ 

z 


Ftob* 21-77 


Fra b. 21-74 
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*21-80- El baldn de futbol a meric a no tiene una 
masa de 450 g y radios de giro con respecto a su eje de 
simetrla (eje j)y a sus ejes transversales (ejes xy y) 
de k z = 30 mm y k x = k y = 50 mm, respectivamente. 
Si el baldn tiene una cantidad de movimiento angular 
de H c = 0.02 kg ■ m 2 /$, determine su piecesidn <p y 
rot acid n ip. AdemAs, determine el Angulo 0 que el 
vector de velocidad angular forma con el eje z. 


Proli. 21-80 


•2L-8L La cApsula espacial tiene una masa de 2 Mg, 
centio de masa en G y radios de giro con respecto a 
su eje de simetria (eje z) y a sus ejes transversales 
(ejes x y y )de k z = 2.75 my k x = k y = 5.5 m,respec¬ 
tivamente. Si la velocidad angular de la cApsula es la 
que se muestra, determine su precesidn ip y rotaci6n 
ip. Indique, si la precesidn es regular o retrdgrada. 
Tambidn, trace e! cono espacial y el cono corporal 
del movimiento. 


<!> = 200 rad/s 


21-78. El proyectil precesa alrededor del eje Z a una 
velocidad constante de <p = 15 rad/s cuando sale del 
bartil de un arma de fuego. Determine su rotacidn tp y 
la magnitud de su canddad de movimiento angular H c . 
La masa del proyectil es de 1.5 kg y sus radios de giro 
con respecto a su eje de simetria (eje j) y con respecto a 
sus ejes transversales (ejes x y y) son k z = 65 mm y k z = 
k y = 125 mm, respeedvamente. 


Prnh. 21-78 


21-79. El sat61ite dene una masa de 100 kg y radios de 
giro con respecto a su eje de simetrfa (eje z) y a sus ejes 
transversales (ejes x y y) de k ? = 300 mm y k z = k y = 900 
mm, respeedvamente. Si elsatdlite gira alrededor de su eje 
Z a una velocidad constante de tf» = 200 rad/s y precesa al¬ 
rededor del eje Z, determine la preoesidn ip y la magni¬ 
tud de su canddad de movimiento angular II ,. 


ftoh. 21-79 


Prab. 21-81 
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CaP[TULo 21 ClNfTICA TRIDIMENSIONAL DE UN CUERPO RlGIDO 


REPASO DEL CAPIYULO 


Momentos y productos de inefda 

Un cuerpo tiene seis components de iner- 
cia con cualesquier ejes x , y , z especificados. 
Tres de £stos son momentos de inercia con 
respecto a cada uno de los ejes I yy e I zz y 
tres son productos de inercia, cada uno defi- 
nido con respecto a dos pianos ortogonales, 
I yli Si cualquiera de ellos o ambos 

pianos son pianos de simetrfa, entonces el 
producto de inercia con respecto a ellos 
ser3 cero. 

Los momentos y productos de inercia se 
determinan median te integracidn directa o 
median te valores tabulados. Si estas canti- 
dades tienen que determinarse con respecto 
a ejes o pianos que no pasan por el centro de 
masa, entonces se deben usar los teoremas 
de ejes paralelos y el piano paralelo. 

Siempre que se conozcan las seis compo- 
nentes de inercia, entonces el momeoto de 
inercia con respecto a cualquier eje pue- 
de determinarse con la ecuacidn de transfor- 
macidn de inercia. 

4i = / r\ dm = / (>’ 2 + r)dm I xy = l yx = I xy dm 

dm d m >fm 

Iyy = f r 2 dm = I (x 2 + z 2 ) dm I yz = I zy = 1 yzdm 

■J in dm dm 

hz = [ T \ dm = /(JT + y 1 ) dm I xz = /« = f xz dm 

dm dm dm 

lo a ~ I X jW 2 ^ 4^ “ 2 ^xyMxtty 2.Iy Z UyU z 2 

Momentos de inercia principals 

En cualquier punto en o fuera del cuerpo, 
los ejes r, y, z pueden odentarse de modo 
que los productos de inercia sean cero, Los 
momentos de inercia resultantes son los 11a- 
mados momentos de inercia principals, uno 
de los cuales sera m^ximo y el otro mfnimo. 

(I x 0 0\ 

lo I y o] 

Vo 0 ij 

Principio de impuko 
y cantidad de movimiento 

La cantidad de movimiento angular de un 
cuerpo se determina con respecto a cual¬ 
quier punto arbitrado A . 

Una vez que la cantidad de movimiento 
lineal y angular se formula, entonces puede 
utilizarse el principio de impulse y cantidad 
de movimiento para resolver problemas que 
implican fuerza, velocidad y tiempo. 

fit ffa 

th(v g )j + 2 / ¥dt = m{yo )2 (Ho)i + 2 / M G dt = {Hq); 

Ji, Ji, 

r donde 

= 1 po X (“» X Po)dm 

Jm Hx = IxxVx ~ IxyVy ~ 1 xxPz. 

Punto fijo O = + 1^,-1^,, 

Ho - p a X (o> X p 0 )im = u, + /^ ( 

dm 

Ontro de masa 

H A = Pg/A X mV G + 

Punto arbitrado 

Principio de trabajo y encrgta 

Laenergia cin^tica de un cuerpo en general 
se determina con respecto a un punto fijo o 
centro de masa del cuerpo. 

T = + \l/d y + \l^? z T = \mv% + + \l^? y + 

Punto fijo Cfentro de masa 
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Estas formulaciones pueden utilizarse junto con 
el prindpio de trabajo y energfa para resolver 
problemas que implicate fuerza, veloddad y des- 
plazamiento. 

T | + St/1 _2 - T 2 

Ecuaciones de movimienta 


Existen tres ecuaciones escaiares de movimiento 

XFj. = tn{$G) x 

de traslacidn de un cuerpo rfgido que se desplaza 

SE, = m(ur) v 

en tresdimensiones. 

= m(a G ) z 

Las tres ecuaciones escaiares de movimiento de 


rotacidn dependen del movimiento de La refe- 

2A# X = - (Ij - 4)fL>yu, 

renda x,y,z. Con mucha frecuencia, estos ejes 

J.M y = I/o y - (4 - I z )o/0 X 

est^n orientados de modo que son ejes de inercia 

SA4 = - (/ x - Iy)at/Oy 

principales. Si los ejes est^n fijos en y se mueve n 

O — tot 

junto con el cuerpo de modo que a = sentences 


las ecuaciones se conocen como ecuaciones de 

2A/jf /j[Wj lyXljG/y + I Z Clytl) Z 

movimiento de Euler. 

XA/y 4^’ 4" I x £l z O> x 

Un diagrama de cuerpo libre siempre deber£ 

2M, = I/b l - I x £lyP z + lyCl/Oy 

acompaflar a la aplicacidn de las ecuaciones de 

n ^ w 

movimiento. 


Movimiento giroscdpko 

* -f 

El movimiento angular de un giroscopio se descri¬ 

^ S L -<i 

be mejor por medio de los tres Angulos de Euler 


<£, 0 y tff. Las componentes de la veloeidad angular 

g if \ 

se llaman precesidn nutacidn 6 y rotacidn if/. 

Y 

Sid = 0 y y if/ sonconstantes, entoncesel movi¬ 


miento se conoce como precesidn constante. 

^ <** n = b 
x f 

La rotacidn de un rotor de giro es la responsable 

X 

de evitar que el rotor caiga, y en cambio hace que 


precese respecto de un eje vertical. Este fendme- 

SMj = -i<£ 2 sen tfcostf + lj> sen 8(ij> cos 0 + 

no se llama efecto girascdpico. 



SMy = 0 5 J,M z = 0 

Movimiento sin par de torsion 

0 = constante 

Un cuerpo sometido a sdlo una fuerza de gravi- 


tacidn no tendr£ momentos actuando en 61 con 

4> = ^ 

respecto a su centra de masa, y por tanto el movi¬ 

I 

miento se describe como movimiento sin par de 

. I - l z 

torsidn. La cantidad de movimiento angular del 

if/ = H G casS 

cuerpo con respecto a su centre de masa perma- 


necera constante. Esto hace que el cuerpo tenga 


tanto rotacidn como precesidn. El movimiento 


depende de la magnitud del momento de iner- 


cia de un cuerpo simdtrico con respecto aleje de 


rotacidn I zt versus aqudl con respecto a un eje 


perpendicular 1. 












Las suspensions do rosorte inducon vibradonoson uehfculoson movimionto, 
comoen oste carro de ferrocarril. Para prodedrsu co m porta miento debemos 
analizar las vibradonos. 






Vibraciones 


22 


OBJETIVOS DEL CAPfTlILO 

* Analizar !a vibracibn de un grado de libertad no amortiguada 
de un cuerpo ngido por medio de la ecuacibn de movimiento y 
mbtodos de energfa. 

* Analizar la vibraeibn forzada no amortiguada y la vibraeibn forza- 
da viscosa amortiguada. 


*22.1 Vibration libre no amortiguada 

Una vibration es el movimiento periodioo de un cuerpo o sistema de 
cuerpos conectados desplazados de una posicidn de equilibrio. En gene¬ 
ral, existen dos tipos de vibraeibn, fibre y forzada. La vibration libre 
ocuire cuando el movimiento se mantiene por fuerzas gravitackmafes o 
elasticas, como et movimiento oscilatorio de un pdndulo O la vibraeibn 
de una barra eiistica. La vibration forzada t s provocada por una fuerza 
externa peribdica o intermitente aplicada al sistema. Ambos tipos de 
vibracidn pueden ser amortiguados o no amortiguados. Las vibracio¬ 
nes no amortiguados pueden continuar por tiempo indefinido porque 
fos efectos de friccibn se omiten en el andlisis. Como en realidad tanto 
las fuerzas de friocidn internas como las externas estan presentes, el mo¬ 
vimiento de todos los cuerpos vibratorios de hecho es amortiguado. 
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Cap [tu lo 22 V b r ac iones 


Posicidn de 
equilibrio 





(a) 


F = kx 


W = mg 

I 


(b) 


Fig. 22-1 


El tipo mas simple de movimiento vibratorio es la vibraddn libre no 
amortiguada represent ad a por el modelo de bloque y rescue que se 
lustra en ta figura 22-la. El movimiento de vibraddn ocurre cuando el 
bloque se suelta desde una posiddn desptazada jcde modo que el resor- 
te tira del bloque. Este alcanzard una vetocidad de modo que dejard 
su posicidn de equilibrio cuando x = 0,y siempre que la superficie de 
soporte estd lisa, el bloque osdlard de tin lado a otro. 

La trayectoria del movimiento dependiente del tiempo del bloque 
puede determinarse con la ecuacidn de movimiento al bloque cuan¬ 
do estd en ta posicidn desplazada x. El diagrams de cuerpo libre se 
muestra en la figura 22-lb. La fuerza de restauracidn eldstica F= kx 
siempre estd dirigida hacia la posiddn de equilibrio, mientras que se 
supone que la aceleracidn a act tie en la direccidn del desplazamiento 
positive}. Como a = d z x/dt 2 = x, tenemos 


SFj. = ma jfj 


-kx = mx 


Observe que la aceleracidn es proporcional al desplazamiento del 
bloque. El movimiento descrito de esta manera se llama movimiento 
armonico simple. Al reordenar los tdrminos en una “forma estdndar” 
obtenemos 


x + at z x = 0 


( 22 - 1 ) 


La constante <u„ se llama frecuencia natural, y en este caso 



Position de 
equilibrio 


(a) 


|f= tV+Ay 
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w 

(b) 

Fig. 22-2 



( 22 - 2 ) 


La ecuacidn 22-1 tambidn puede obtenerse si oonsideramos que el 
bloque estd colgado de modo que el desplazamiento y se mide a partir 
de la posicion de equilibrio del bloque, figura 22-2«. Cuando el bloque 
estd en equilibrio, el rescue ejerce una fuerza dirigida hada arriba de 
F = W = mg en el bloque. Por consiguiente, cuando el bloque se des- 
ptaza una distancia y hada abajo de esta posicidn, la magnitud de la 
fuerza del resorte es F = W + ky, figura 22-2b. Al apticar la ecuacidn 
de movimiento obtenemos 


+ 1X7^ = ma y ‘, —W — ky + W = my 

obien 

y + <*\y = 0 

la cual es de la misma forma que la ecuacidn 22-1, con es definida 
por la ecuacidn 22-2. 
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La ecuacidn 22-1 es una ecuacidn diferencial lineal de segundo grado 
homogdnea con coeficientes constantes. Se puede demos trar, por medio 
de tos mdtodos de ecuactones diferenciales, que la soiucidn general es 


x = A sen <a„t + B cos 


( 22 - 3 ) 


Aqul Ay B representandos constantes de integracidn. La velocidady 
aceleracidn del bloque se determinan por el cdlcuto de derivadas con 
respecto al tiempo sucesivas, de to cuai resulta 

V = x = Ao) n cos a) n t — B(u n sen ai„ t (22-4) 

a = x = ~ A(u~ sen ojJ - Bo>% cos <a n t (22-5) 


Qiando las ecuaciones 22-3 y 22-5 se snstituyen en la ecuacidn 22-1, la 
ecuacidn diferencial se satisface, to que demuestra que la ecuacidn 22-3 
si es la soiucidn de la ecuacidn 22-1. 

Las cons tantes de integracidn en la ecuacidn 22-3 en general se deter¬ 
minan a partir de las condiciones iniciales del problema. Por ejemplo, 
suponga que el bloque de la figura 22-la se ha despiazado una distancia 
xi a la derecha de su posicidn de equilibrio y que eso le imprime una 
velocidad inicial (positiva) vi dirigida a la derecha. Al sustituir x = 
cuando t = 0 en ta ecuacidn 22-3 se obtiene B = x\,Y como v= v t 
cuando t = 0, utilizando la ecuacidn 22-4obtenemos A = vi/W Si estos 
valores se sustituyen en ia ecuacidn 22-3, la ecuacidn que describe el 
movimiento se hace 


V\ 

X = —sen Oij + x\ cos v> n t (22-6) 

La ecuacidn 22-3 tambidn puede expresarse en funcidn de un movi¬ 
miento senoidal simple. Para demostrar esto, sea 

A = C cos (22-7) 


y 


B = C sen <j> 


( 22 - 8 ) 


donde Cy son constantes nuevas que se determinargn en lugar de A 
y B. Al sustituir en ta ecuacidn 22-3 obtenemos 

x = C cos d'sen <i> n t + C sen <f> cos to„t 


Y como sen (9 + <£) = sen 9 cos <j> + cos 9 sen 4>, entonces 


x = Csen(w„t + d>) 


(22-9) 


22 


Si esta ecuacidn se traza sobre un eje x versus ta n t t se obtiene la gra- 
fica que se muestra en la figura 22-3. El desplazamiento mgximo del 
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btoque a partir de su posicidn de equiKbrio se define como la amplitud 
de vibracidn. De acuerdo con la figura o la ecuacidn 22-9 ta amplitud 
es C. El Angulo 4> se llama mgulo de fase puesto que represents la 
canfidad en la que la curva est£ desplazada del origen euando t = 0. 
Podemos relacionar estas dos constantes con Ay B por medio de las 
ecuaciones 22-7 y 22-8. A1 elevar al cuadrado y sumar estas dos ecua- 
dones, la amplitud es 

C = Va 2 + B 1 (22-10) 


S la ecuacidn 22-8 se divide entre la ecuacidn 22-7, el Sngulo de fase 
es por tanto 


4 > 


= tan 


-l 


fj 

A 


( 22 - 11 ) 



Observe que la curva seno, ecuaddn 22-9, compteta un dclo en el 
tiempo t = t (tau) euando = 2ir, o 



( 22 - 12 ) 


Este intervalo se llama periodo, figura 22-3. Con fa ecuaddn 22-2, el 
periodo tambidn puede representarse como 


T 



(22-13) 


Fig. 22-3 


Por ultimo, la jrecuenciaf se definecomo el rnimero dedclos completa- 
dos por unidad de tiempo, lo cual es el redptoco del periodo; es decir, 


o 



(22-14) 


<22J5> 


22 


La frecuencia se expresa en ciclos/s. Esta relacidn de unidades se 
Hama hertz (Hz),donde 1 Hz = 1 ciclo/s = 2 it rad/s. 

Qiando un cuerpo o sistema de cueipos conectados experirnema un 
desplazamiento inidal a partir de su posicion de equilibrio y se deja 
fibre, vibrara con una frecuencia natural, <a„. Siempre que el sistema 
tenga un grado de libertad, es decir, que se requiera sdlo una coorde- 
nada para espedficar por complete la posicidn del sistema en cualquier 
memento, entonces el movimiento vibratorio tendra las mismas carac- 
terfeticas que el movimiento armdnico simple del btoque y resorte que 
se acaban de presentar. En consecuencia, una ecuacidn diferencial de ta 
misma “forma est£ndar” que la ecuacidn 22-1 describe el movimiento, 
es decir, 


x + <a 2 x = 0 


(22-16) 


Por consiguiente, si se conoee la frecuencia natural el periodo de 
vibradon t, la frecuenda natural / y otras caracteristicas de vibracidn 
pueden establecerse con las ecuaciones 22-3 a 22-15. 
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Puntos importantes 


• La vibracidn fibre ocurre cuando el movimiento se mantiene 
por fuerzas gravitacionales o de restauraddn eI4stica. 

• La amplitud es el desplazamiento m4ximo del cuerpo. 

• El periodo es el tiempo requerido para completar un ciclo. 

• La frecuencia es el niimero de eidos por unidad de tiempo, 
donde 1 Hz = 1 ciclo/s. 

Sdlo se requiem una coordenada de posicidn para describir Ea 
ubicacidn de un sistema de un grado de libertad. 


Procedimiento para el analisis 


Como en ei caso del bloque y el resorte, la frecuencia natural <y„ 

de un cueipo o sistema de cuerpos conectados que tiene un grado 

unico de libertad se determina por el siguiente procedimiento: 

Diagrams de cuerpo libre. 

• Trace el diagrama de cuerpo fibre del cuerpo cuando dste estfi 
desplazado una pequeha cantidad de su posicidn de equilibrio. 

• Localice el cuerpo con respecto a su posicidn de equilibrio por 
medio de una coordenada inertial q apropiada. La aceleraddn 
del centro de masa del cuerpo a c o la aceieracidn angular del 
cuerpo a deberin tener un sentido de direccidn supuesto, el cual 
estd en la direccidn positiva de la coordenada de posicidn. 

• Si se tiene que ubiizar la ecuaddn de movimiento de rotaddn 

SMp = entonces puede ser util dibujar ademis el 

diagrama cindtico puesto que griffcamente incluye los compo- 
nentes m(» G )y e Jg«i1o cual hace que sea conveniente 

para visualizar los tdrminos requeridos en la suma de momen- 
tos X 

Ecuaddn de movimiento. 

• Aplique la ecuaddn de movimiento para relacionar las fuerzas 
de restauraddn ddsticas o gravitacionales y los momentos de 
par que actfian en el cuerpo con su movimiento acelerado. 

Cinematics. 

• Exprese con cinemitka el movimiento acelerado del cuerpo 
en funcidn de la segunda derivada con respecto al tiempo de la 
coordenada de posicidn, q. 

• Sustituya el resultado en la ecuaddn de movimiento y deter¬ 
mine <s„ ai reordenar los tdrminos de modo que la ecuaddn 
resultante tenga la “forma estandar” q + tulq = 0. 


22 
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EJEMPLO 22.1 



\' 



6 

W = mg 


(b) 


Fig. 22-4 


Determine el periodo de oscilackm del pdndulo simple que se mues- 
tra en la figura 22-%. La bola tiene una masa m y estd atada a tina 
cuerda de longitud /. Ignore el tamaao de la bola. 

SOLUClON 

Diagrams de cuerpo tlbre- El movimiento del sistema se relacio- 
nard con la coordenada de posicidn (q =)9, figura 22-46. Cuando la 
bola se desplaza un pequefio angulo 9 , la fiierza de restauracion que 
act it a en ella es creada por la eomponeme tangencial de su peso, mg 
sen 9. Ademds, a, act da en la direccWn de s creciente (o 0). 

Ecuacion de movimiento. AI apiicar la ecuacidn de movimiento 
en la direccion tangencial, ya que implies la fuerza de restauracidn, 
obtenemos 


+/*1F S = ma ,; -mg sen 9 = ma, 


( 1 ) 


Clnem£tlca. a, = d 2 s/dt 2 = s. Ademis, s puede reiacionarse con 
9 por medio de la ecuacidn s = 19, de modo que a, = 19. Por consi- 
guiente, la ecuacibn 1 se reduce a 

9 + ysen 9 = 0 (2) 

La solucibn de esta ecuacibn implica e! uso de una integral eKp- 
tica. Para desplazamientos pequehos, sin embargo, sen 9 « 9, en 
cuyo caso 

9 + j-9 = 0 (3) 

AI comparar esta ecuacibn con la ecuacibn 22-16 (3c + ia 2 x = 0), 
se ve que <a„ = Vg/7. Segdn la ecuacibn 22-12, el periodo reque- 
iido para que la bola reaiice una oscilacibn completa es por consi- 
guiente 



Este interesante resultado, descubierto originalmente por Galileo 
Galilei mediante experimentos, indica que el periodo depende 
s6lo de la longitud de la cuerda y no de la masa de la bola del pbn- 
dulo o del Angulo 9. 

NOTA: la solucibn de la ecu acid n 3 la da la ecuacibn 22-3, donde 
<o„ = Vg// y 9 se sustituye por*. AI igual que el bloque y el resor- 
te, las constantes Ayflen este problems pueden determinarse si, 
por ejemplo, conocemos el desplazamiento y velocidad de la bola 
en un instante dado. 
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EJEMPLO 22.2 


La placa rectangularde 10 kg que se muestra en Ea figura 22 -5a estd 
suspendida por su centro de una barra cuya rigidez torsional es 
k = 1.5 N ■ m/rad. Determine el periodo natural de vibracidn de la 
placa cuando experimenta un pequefio desplazamiento angular 9 
su piano. 



(a) 


soluqOn 

Diagrama de cuerpo fibre. Rgura 22-5b. Como la placa se des- 
piaza en su propto piano, el momento de restauracion torsional 
creado por la barra es M = k9. Este momento acttia en la direc- 
ci6n opuesta a! desplazamiento angular 9. La aceieracidn angular & 
actda en la direccidn de 9 positive. 

Ecuadon de movlmlento. 


1M 0 = Ifft\ 


-k9 = 1(0 


o 

9 + ^-9 = 0 
*o 

Como esta ecuacidn estd en la “forma estdndar”, la frecuencia natu¬ 
ral es eo„ = \ZkjI 0 . 

Segiin la tabla en la cubierta posterior interna, el momento de 
inercia de la placa con respecto a un eje que coincide con la barra es 
I 0 = -j jm(a 2 + b 2 ). Por consiguiente, 

lo = > kg)[(0.2 m) 2 + (0.3 m) 2 j = 0.1083 kg ■ m 2 
El periodo natural de vibracidn es por consiguiente. 


2ir _ fh _ /0l083 . 

= ^ = Wt = WIT * 169 s p - 


T = W 

a 



W 

(b) 

Fig. 22-5 
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EJEMPLO 22.3 


200 mm 



k - 400 N/m 


(a) 


La barra acodada que se muestra en la figura 22-6 a tiene tin a masa 
insignificance y sostiene tin colEarin de 5 kg en su extreme. Si (a 
barra estd en Ea posiddn de equilibrio mostrada, determine el perio- 
do de vibraddn natural para el sistema. 

SOLUClON 

Diagramas de cuerpo fibre y cinetko. Figura 22-66. Aqui Ea 
barra aparece desplazada un pequeflo angulo 9 de Ea poskidn de 
equilibrio. Como el resorte se somete a una compresidn inicial r st 
en la posiddn de equilibrio, entonces cuando experimenta el des- 
ptazamiento x > jc s ,el resorte ejerce una fuerza F s = kx - kx* t en 
la barra. Para obtener Ea “forma estindar”, ecuacidn 22-16, 5a v 
debe actuar hacia arriba, lo cual concuerda con el desplazamiento 
9 positive. 



Ecuacion de movimiento. Los momentos se sumarSn con res- 
pecto al punto B para eiiminar Ea reaccWn desconodda en este 
punto. Como 9 es pequeflo, 

Jfcx(O.lm) - Jbc^O-l m) + 49.05 N(0.2m) = -(5kg)« y (0.2 m) 

B segundo tdrmino del lado izquierdo, -fcc st (0.1 m), represents el 
momento creado por Ea fuerza del resorte, la cual es necesaria para 
mantener el coMarin en equilibrio, es decir, en x = 0. Como este 
momento es igual y opuesto al momento de 49.05 N(0.2 m) creado 
por el peso del collaifn, estos dos tdrminos se eliminan en la ecua- 
adn anterior, de modo que 

kx( 0.1) = -5^ (0.2) (!) 

Cinematics. La deformacidn del resorte y Ea posiddn del collarin 
ptieden reladonaise con el ingulo 9, figura 22-6c. Como 9 es peque- 
fio, x = (0.1 m)0 y y = (0.2 m)0. Por consiguiente, a y = y = 0.20. 
Sustituyendoen la ecuacion 1 obtenemos 



Fig. 22-6 


400(0.16) 0.1 = -5(0.20)0.2 

Al reescribir esta ecuaddn en la “forma estdndar” obtenemos 

0 + 200 = 0 


Comparadacon x + <a%x = 0 (ecuacidn 22-16), tenemos 
= 20 <d„ = 4.47 rad/s 

B periodo natural de vibracidn es por consiguiente, 

2 v 2v 

T — = —— = 1.40 S 




4.47 


Resp. 
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EJEMPLO 22.4 


& suspende un bioque de 10 lb de una cuerda que pasa sobre un 
disco de 15 lb como se muestra en la figura 22-la. El resorte tiene 
una rigidez k = 200 Ib/pie. Determine el periodo natural de vibra- 
cidn para el sistema. 



Dtagramas de cuerpo libre y einetieo. Figura 22-lb. El sis tern a 
se compone del disco, el cual experiments una rotacidn definida por 
el angulo 0,y el bioque, el cual se traslada en una cantidad s. El vec¬ 
tor I 0 0 actua en la direccidn de 9positivo,y por consiguiente, m s a b 
actua dirigida hacia abajo en la direccidn de s positivo. 

Ecuacion de movimiento, A! sumarlos momentos con respecto 
al punto O para etiminar las reacciones O v y O y , y habida cuenta de 
que l Q = ^mr 2 ,obtenemos 


C +2M 0 = 2(M k ) 0 ] 

10 lb(0.75 pie) - F s (0.75 pie) 


1 

2 


151b ^ 

32.2 pies/s 1 / 


(0.75 pie ) 2 0 + 




( 1 ) 


Cinematlca. Como se muestra en el diagrama cinemitico en 
la figura 22-lc, un pequefio desplazamiento positivo 9 del disco 
hace que el bioque baje una cantidad s = 0.750, por consiguien¬ 
te, a b = s = 0.750. Cuando 9 = 0°, la fuerza del resorte tequerida 
para el equilibria del disco es de 10 lb dirigida a la derecha. En la 
posicidn 9, la fuerza del resorte es F s = (200 lb/pie)(O.750 pie) + 
10 lb. AI sustituir estos resultados en la ecuacidn 1 y simplificar, 
obtenemos 

9 + 3680 = 0 

En consecuencia, 

a) 2 = 368 (d„ = 19.18 rad/s 

Por tanto, el periodo natural de vibracidn es 

2 it Its _ 

t = — = —— = 0.328 S Resp. 

a>„ 19.18 



0.75 


(c> 

Fig. 22-7 
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PROBLEM AS 


*22-1. Un resorte es alargado 175 mm por un bloque de 
8 kg. Si el bloque se desplaza 100 mm hacia abajo desde su 
posicidn de equilibrio y se le imprime una velocidad dirigida 
hacia abajo de 1.50 m/s, determine la ecuaddn diferencial 
que describe el movimiento. Suponga que el desplaza mien- 
id positivo es hacia abajo. Ademis, determine la posicidn 
del bloque cuando I = 0.22 s. 

22-2. Qiando se suspende un bloque de 2 kg de un resor¬ 
te, £ste se alarga una distancia de 40 mm. Determine la 
frecuencia y el periodo de vibracidn de un bloque de 0.5 kg 
unido al mismo resorte, 

22-3. Un bloque de 8 lb est3 suspendido de un resorte 
cuya rigidez es k = 40 lb/pie. Si el bloque es empujado 
y = 0.2 pie hacia arriba de su posicidn de equilibrio y luego 
se suelta del reposo, determine la ecuacidn que describe el 
movimiento. ^Cu^lesson la amplitud y frecuencia natural 
de la vibracidn? Suponga que el desplazamiento positivo 
es hacia abajo. 

*22-4. La rigidez de un resorte es de 800 N/m. Si se 
conecta un bloque de 2 kg al resorte y luego es empuja¬ 
do 50 mm por encima de su posicidn de equilibrio y se 
suelta del reposo, determine la ecuacidn que describe el 
movimiento del bloque. Suponga que el desplazamiento es 
positivo hacia abajo. 

*22-5. Un bloque de 2 kg se suspende de un resorte cuya 
rigidez es de 800 N/m. Si al bloque se le imprime una 
velocidad hacia arriba de 2 m/s cuando est3 desplazado 
150 mm hacia abajo de su posicidn de equilibrio, deter¬ 
mine la ecuacidn que describe el movimiento. ^Cu31 es la 
amplitud del movimiento? Suponga que el desplazamien- 
to positivo es hacia abajo. 

22-6. Un resorte es alargado 200 mm por un bloque de 
15 kg. Si el bloque se desplaza 100 mm hacia abajo de su 
posicidn de equilibrio y se le imprime una velocidad hacia 
abajo de 0.75 m/s* determine la ecuacidn que describe el 
movimiento. ^Cu£l es el Angulo de fase ? Suponga que el des- 
plazamiento positivo es hacia abajo. 

22-7. Se suspende un bloque de 6 kg de un resorte cuya 
rigidez es de k = 200 N/m. Si al bloque se le imprime una 
velocidad hacia arriba de 0.4 m/s cuando esti a 75 mm por 
encima de su posicidn de equilibrio, determine la ecuacidn 
que describe el movimiento y el desplazamiento maximo 
hacia arriba del bloque medido con respecto a la posicidn 
de equilibrio. Suponga que el desplazamiento positivo es 
hacia abajo. 


*22-8. Se suspende un bloque de 3 kg de un resorte cu¬ 
ya rigidez es de k = 200 N/m. Si el bloque es empujado 
50 mm hacia arriba de su posicidn de equilibrio y luego 
se suelta del reposo, determine la ecuacidn que describe 
el movimiento. ^CuSles son la amplitud y la frecuencia de 
la vibracidn? Suponga que el desplazamiento positivo es 
hacia abajo. 

*22-9* Se utiliza un cable para suspender la caja fuerte de 
800 kg. Si la caja se baja a 6 m/s cuando el motor que con¬ 
trol el cable se detiene de repente, determine la tensidn 
maxima en el cable y la frecuencia de vibracidn de la caja 
fuerte. Ignore la masa del cable y suponga que es el^stico, 
de modo que se alarga 20 mm cuando se somete a una ten¬ 
sion de 4 kN. 



Prob. 22-9 


22-10. El cuerpo de forma irregular tiene una masa m , su 
centro de masa en G y un radio de giro con respecto a G 
de k G . Si se desplaza una pequefia cantidad 8 de su posi- 
ddn de equilibrio y se suelta, determine el periodo natural 
de vibracidn. 



7 


Pttib. 22-10 
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22-1L El disco tiene una masa m y esli sujeto en O por 
medio de un pasador. Determine el periodo natural de 
vibracidn si se desplaza una pequefia cantidad y se suelta. 



*22-12* La placa cuadrada tiene una masa m y cuelga de 
su esquina de un pasador O. Determine el periodo natu¬ 
ral de vibracidn si se desplaza una pequefia cantidad y se 
suelta. 


*21-13. La biela est3 sostenida por una cufia o fiel de 
soporte en A y el periodo de vibracidn es t a = 3.38 s. 
Luego se retira y se le hace girar 180° de modo que est£ 
sostenida por la cufia en B. En este caso el periodo de 
vibracidn es t & = 3.96 s. Determine la ubicacidn de d del 
centro de gravedad G, y calcule el radio de giro k G . 



22-14, El disco que pesa 15 lb esti conectado por un 
pasador en su centro O y sostiene el bloque A que pesa 
3 lb. Si la banda que pasa sobre el disco no se desliza en 
su superficie de contacto, determine el periodo natural de 
vibracidn del sistema. 




22 


ftwb. 22-12 


Prob. 22-14 
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22-15* La campana dene una masa de 375 kg, un centro 
da masa en G y un radio de giro eon respecto al punto 
D de k D = 0.4 m. El badajo es una barra delgada suje- 
ta en la parte interna de La campana en C. Si se fija una 
masa de 8 kgen el extremo de la barra, determine su lon- 
gitud / de modo que la campana “repique silenciosa”, es 
decir, de modo que el periodo natural de vibracidn del 
badajo sea el mismo que el de la campana. Para el c^lculo, 
ignore la pequefia distancia entre C y D e ignore la masa 
de la barra. 


*22-17. La rueda de 50 lb dene un radio de giro con res- 
pecto a su centro de masa Gd$ k G = 0.7 pie. Determine 
la frecuencia de vibracidn si se desplaza un poco de la po- 
sicidn de equilibrio y se suelta. Suponga que no hay desli- 
2 a mien to. 




k = 18 lb ^pie 

mm 


4 


Prob* 22-15 


IVob. 22-17 


4 22-16. Qiando la plataforma AB esli vacia tiene una 
masa de 400 kg, centro de masa en Gj y periodo natural 
de oscilacidn tj = 2.38 s. Si un automdvil de 1.2 Mg de 
masa y centro de masa en G 2 , se coloca sobre la plata¬ 
forma, el periodo natural de oscilacidn cambia a r 2 = 
3.16 s. Determine el momenta de inercia del automdvil 
con respecto a un eje que pasa por G 2 . 


22-18. Cada uno de los dos engranes iddndcos dene una 
masa m y un radio de giro con respecto a su centro de masa 
de k$. Estfn acoplados con la cremallera, cuya masa es M y 
est3 conectada a un resorte de rigidezA. Si la cremallera se 
desplaza un poco horizontalmente, determine el periodo 
natural de oscilacidn. 



Ptob* 22-16 


Fftib. 22-18 
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22-19* En la “teorfa de la masa concentrada 1 " nn edifi- 
do de un piso puede ser modelado de tal tnodo que toda 
su masa est£ concentrada en su techo, el cual esta sopor- 
lado par una columna en voladizo de masa insignificante 
oomo se muestra. Cuando se aplica una fuerza horizon¬ 
tal P al modelo, la columna se flexiona una cantidad 8 = 
PL?/12EI ,donde Les la longitud efectiva de la columna, 
Ees el mddulo de Young de elasticidad para el material e 
/ es el mo men to de inercia de La seccidn transversal de La 
columna. Si la masa concentrada es m, determine la fre- 
cuencia de vibracidn en funtidn de estos para metros. 



Proh. 22-19 


*22-20* Un volante de masa m, con radio de giro con res- 
pecto a su centre de masa de k Q , esta suspendido de una 
Qecha circular que tiene una resistencia torsional de M = 
CQ. Si el volante experiment un desplazamiento angular 
de S y se deja libre, determine el periodo natural de osri- 
lacidn. 


•22-2L La carretilla tiene una masa demy estaconecta- 
da a dos resortes, cada uno con rigidez de = k 2 = k , lon¬ 
gitud no alargada de l 0 y longitud alargada de / cuando la 
carretilla esta en la posicidn de equilibrio. Si la carretilla se 
desplaza una distancia x = J^de modo que arnbos resortes 
permanecen sometidos a tensidn (xo< l- lo ), determine La 
frecuencia natural de oscilacidn. 

22-22* La carretilla tiene una masa demy esta conectada 
a dos resortes, cada uno con rigidez de y k 2 , respecti- 
vamente. Si ambos resortes no estan alargados cuando La 
carretilla esta en la posicidn de equilibrio mostrada, deter¬ 
mine la frecuencia natural de oscilacidn. 



22-23* El bianco de 3 kg se desliza libremente a lo Largo de 
las gufas horizontales Lisas BC y DE, las cuales estan “ani- 
dadas” en resortes, cada uno con rigidez de k = 9 kN/m. 
Si se dispara una bala de 60 g con una velocidad de 900 m/s 
y se incrusta en el bianco, determine la amplitud y frecuen- 
da de oscilacidn del bianco. 



Fttih* 22-20 


Prob* 22-23 
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*22-24* Si el carrete experiments on peqoefio despla¬ 
zamiento angular de 8 y luego se deja libre, determine la 
frecuencia de ostilacidn. La masa del carre te es de 50 kg y 
so radio de giro con respecto a so centra de masa O es de 
ko = 250 mm. El carre te rueda sin deslizarse. 



#22-25* La barra delgada de masa m esta sostenida por 
dos cuerdas de longitud igual. Si se le imparte on pequefio 
desplazamiento angular de 8 con respecto al eje vertical y 
se suelta, determine el periodo natural de oscilacidn. 


22-26* Una rueda de masa m est£ suspendida de dos 
cuerdas de igual longitud como se muestra. Cuando se 
le imparte on pequefio desplazamiento angular de 8 con 
tespecto al eje z y deja libre, se observa que el periodo 
de oscilacidn es r. Determine el radio de giro de la rueda 
respecto del eje z. 


z 



Pttib* 22 26 


22-27* Una rueda de masa m esta suspendida de tres cuer¬ 
das de longitud igual. Cuando experiments un pequefio 
desplazamiento angular de 8 con respecto al eje z y se deja 
libre, se observa que el periodo de oseilacitin es r. Determine 
el radio de giro de la rueda con respecto al eje z. 



Prob* 22-25 


Prob* 22-27 
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*22.2 Metodos de energia 


EI movimiento armdnico simple de un cuerpo, estudiado en la seccidn 
anterior, se debe sdlo a fuerzas de restauraddn gravitacional y eiasticas 
que actdan en d cuerpo. Como estas fuerzas son conservadoras, tam- 
bien es posible utiBzar la ecuacidn de conservacidn de la energia para 
obtener la frecuenda natural de osciiacidn o periodo de vibracidn del 
cuerpo. Para demostrar cdmo se hace esto, considere de nueva cuenta 
el modelo de bloque y resorte de la figura 22-8. Cuando el bloque se 
desplaza una dfetancia x de la posicibn de equilibrio, la energia dndti- 
ca es T = § mv 2 = lmx 2 y la energfa potendal es V = \kx 2 . Como la 
energia se conserve, es necesario que 


T + V = oonstante 
^mx 2 + \kx 2 = oonstante 


(22-17) 


La ecuacidn diferencial que describe el movimiento acelerado del 
bloque se obtiene por diferenciacion de esta ecuacidn con respecto al 
tiempo, es decir, 


mxx + kxx = 0 

x(m'x, + /eje) = 0 


Como la velocidad x no siempre es cero en un sistema sometido a 
vibracidn, 



la cual es la misma que la ecuacidn 22-1. 

Si la ecuacidn de conservacidn de la energia se escribe para un sstema 
de cuerpos conectados, la frecuenda natural o la ecuacidn de movi¬ 
miento tambidn se determina mediante diferendacidn con respecto al 
tiempo. No es necesario desmembrar el sistema para mostrar las fuerzas 
intemas porque no reatizan trabajo. 


Fbsiddn de 
equiJibrio 


x 




Fig* 22*8 
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La suspension de un carro de ferroearril se com- 
pone de un conjunto de respites montados entre 
el armazon del carro y el porta ruedas, La suspen¬ 
sion le imprime al carro una frecuencia natural 
de vibradon, que se puede determinar. 


22 


Procedimiento para el analisis 


La frecuencia natural ca^de un cuerpo o sistema de cuerpos conec- 

tados se determine at aplicar la ecuacidn de conservacidn de la 

energia por el siguiente procedimiento. 

Ecuacidn de energia. 

• Trace el cuerpo cuando estd desplazado en una pequeha canti- 
dad de su posicidn de equilibrio y define la ubicacidn del cuer¬ 
po con respecto a su posicidn de equilibrio por medio de una 
coordenada de posicidn apropiada q. 

• Formule la conservacidn de energia del cuerpo, T + V = cons- 
tante, en funcidn de la coordenada de posicidn, 

• En general, la energia dndtica debe incluir tanto el mo- 
vimiento de traslacidn como el de rotacidn del cuerpo, T = 
\mva + 2/cn> 2 ,ecuacidnl8-2. 

• La energia potential es la suma de las eneigias gravitational, 
elastica y potencia! del cuerpo, V = V g + V e , ecuacidn 18-17. 
En particular, V g deberi medirse con respecto a un piano de 
referenda para el cual < 7=0 (posicidn de equilibrio). 

Derivada con respecto al tiempo. 

• Calcule la derivada con respecto al tiempo de la ecuacidn de 
energia con ta regia de la cadena del cdlcuto y factorice los tdr- 
minos comunes. La ecuacidn difenencial result ante representa 
la ecuacidn de movimiento para el sistema. La frecuencia natu¬ 
ral de se obtiene despuds de reordenar los tdrminos en la 
“forma estdndar” q + a>lq = 0 . 
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EJEMPLO 22.5 


El aro delgado que se muestra en Ea figuca 22 -9a est£ sostenido por 
la clavija en O. Determine el periodo natural de oscilacidn para 
pequefias amplitudes de oscilacidn. El aro tiene una masa m. 

S0LUCI6N 

Ecuacion d« energfa. En la figura 22-9 b se muestra un diagrams 
del aro despiazado una pequefta cantidad (q =)0de la posicidn de 
equilibrio. Con la tabla que aparece en la cubierta posterior interna 
y el teorema de ejes paralelos para determinar I 0 , la energta cind- 
tica es 



T = = g[mr 2 + mr^JO 2 = mr 2 # 2 

Si se coloca un piano de referencia horizontal a travds 
y luego en la posicidn desplazada, la energfa potencial 

V = -mg (r cos 0) 

La energi'a total en el sistema es 


o 



PUnto de 
referenda 


T + V = mi— mgr cO$ 0 


Fig* 22 9 


Derivada con res pacto al tiempo. 


mr 2 (20)0 + mgr sen 06 = 0 
mr0(2r0 + gsen0) = 0 

Como 6 no siempre es igual a cero, con los tdrminos entre pa- 
rgntesis, 


0 + ^-sen 0 = 0 
2r 

Para ungngulopequefto0,sen0~0. 


0 + -f 0 = 0 



de modo que 


T = 



Resp. 
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EJEMPLO 22.6 



Un bloque de 10 kg esti suspendido de una cuerda enrollada alre- 
dedor de an disco de 5 kg como se muestre en la figure 22-10a. Si el 
resorte tiene una rigidez k = 200 N/m, determine el periodo natural 
de vibracidn para el sistema. 


SOLUClON 

Ecuacion de energfa. En la figure 22-106 se muestra un diagrama 
del bloque y disco cuando estgn desplazados en cantidades respecti- 
vas s y dde la posicidn de equilibrio. Como s = (0.15 m)d,entonces 
Vb « s = (0.15 m)d.Por tanto, la energfa cindtica del sistema es 



0.15S 


Dai pm 


T = jMjug + ll&4 

= |(10 kg)[(0.15 mjdj 2 + j[i(5 kg)(0.15 ni) 2 ](d ) 2 
= 0.1406(d) 2 


Si se establece el piano de referenda en la posiddn de equilibrio del 
bloque y se tiene en cuenta que el resorte se alarga s a cuando est£ 
en equiBbrio, la energfa potencial es 


V = + s ) 2 - Ws 

= j(200 N/m)[j st + (0.15 m)d ] 2 - 98.1 N[(0.15m)d] 


Fig* 22 -10 


La energfa total del sistema es por consiguiente. 


T + V = 0.1406(d) 2 + 100 {s st + 0.15d) 2 - 14.715d 


Derlvada eon respecto al tiempo. 

0.28125(d)d + 200(s sl + 0.15d)0.15d - 14.72d = 0 

Como s a , = 98.1/200 = 0.4905 m, la ecuaddn anterior se reduce a la 
“forma estdndar” 

d + 16d = 0 

de modoque 


Por tanto. 




r 


= Vl6 


2n 


= 4rad/s 


2ir 


= 1.57 s 


Resp. 
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PROBLEMAS 


*22-28. Resuelva el problema 22-10 por medio de m^ to- 
dos de energia. 

*22-29* Resuelva el problema 22-11 por medio de metodos 
de energia. 

22-30* Resuelva el problema 22-12 por medio de m£to- 
dos de energfa. 

22-31* Resuelva el problema 22-14 por medio de metodos 
de energia. 

*22-32. La m£quina tiene una masa m y esii sostenida de 
manera uniforme por cuatro resortes, cada uno con rigidez 
£. Determine el periodo natural de vibracidn vertical. 



*22-33. Determine la ecuacidn diferencial de movimien- 
to del carrete de 15 kg. Suponga que no se desliza en la 
superficie de contacto cuando oscila. El radio de giro del 
carrete con respecto a su centro de masa es k G = 125 mm. 
Originalmente los resortes no estin alargados. 



22-34* Determine el periodo natural de vibracidn del 
disco de masa m y radio r. Suponga que no se desliza sobre 
la superficie de contacto cuando oscila, 



P*ob* 22-34 


22-35. Si la rueda experimenta un ligero desplazamiento 
angular de 6 y se deja fibre del reposo, se observa que osci¬ 
la con un periodo natural de r. Determine el radio de giro 
de la rueda con respecto a su centro de masa G. Su masa e$ 
m y rueda sobre los rieles sin deslizarse. 


Prob. 22-35 



*22-36. Sin un tornillo ajustable, A , el p^ndulo de 1.5 lb 
tiene un centro de gravedad en G. Si se requiere que oscile 
con un periodo de 1 s, determine la distancia ddel pasador 
O al tornillo. El radio de giro del p^ndulo con respecto a O 
es k Q = 8,5 pulg y el tornillo pesa 0.05 lb. 



Prob. 22-33 


Pfroh* 22-36 
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*22-37* Un resorte torsional de rigidez k esti conectado 
a una rueda de masa M. Si la rueda experimenta un peque- 
fio desplazamiento angular de & respecto del eje z f deter¬ 
mine el periodo natural de oscilacidn. El radio de giro de 
la rueda con respecto al eje z es k z . 


z 



22-38* Determine la frecueneia de oseilacidn del cilindro 
de masa m cuando se Lira de 6\ hacia abajo y luego se deja 
libre. Ignore la masa de la polea, 


*22-40* El engrane de masa m tiene un radio de giro con 
respecto a su centra de tnasa O de k Q . La rigidez de los re- 
sortes es kt y k 2s respectivamente, y no estin alargados 
cuando el engrane esli en una posicidn de equilibdo. Si el 
engrane expedmenta un pequefio desplazamiento angular 
de Q y luego se deja libre, determine su periodo natural de 
oscilacidn. 




Prab. 22-38 


22-41. La barra tiene una masa de 8 kgy estft suspendida 
de dos resortes, de modo que cuando esU en equilibdo los 
tesortes forman un ingulo de 45° con la horizontal, como 
se muestra. Determine el periodo natural de vibracidn si la 
barra es jalada hacia abajo una corta distancia y luego se le 
deja libre, Cada resorte tiene una rigidez de k = 40 N/m. 


22-39* Determine la frecueneia de oscilacidn del cilindro 
de masa m cuando se tira de £1 hacia abajo y se deja libre. 
Ignore la masa de las poleas pequefias. 




Prob* 22-39 


Prob* 22-41 
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*22.3 Vibracion forzada no amortiguada 

Se considers que ta vibracidn forzada no amortiguada os uno do los 
tipos mas importances do movimiento vibratorio onol campo do la inge- 
nierfa. Sus prindpios pueden utilizarse para describir e! movimiento do 
muchos tipos de mgquinas y estructuras. 

Fuerza periodica. El bloquc y resorte que sc muostran on la figura 
22 -lla constituyen un moddo convenience para represontar las carac- 
ten'sticas vibratorias de un sistema sometido a una fuerza periddica 
F = Fo sen taut. Esta fuerza dene una amplitud de F ( , y una frecuencia 
forzada a> 0 . Et diagrama de cuerpo libre del bloque desplazado una 
distancia xse muestra en la figura 22-116. A1 apticar la ecuacidn de mo¬ 
vimiento, tenemos 

-** 2F X = ma x \ Fpsen tatf - kx = nix 

obien 


k Fi 

jc + —jc = —sena^t (22-18) 

m m 

Esta ecuacidn es una ecuaddn diferenciai de segundo grado no homo- 
gdnea. La so lucid n general consta de una solucidn complementaria, *<•, 
mas una soluddn particular, x p . 

La solution complementaria sc determina ai establecer el t dr mi no del 
lado derecho de ta ecuacidn 22-18 igual a cero y resolver la ecu acid n 
homogdnea resultante. La ecuacidn 22-9 define la soluddn, es decir, 

Xq = C sen(<w„f + <£) (22-19) 

donde <£)„es ta frecuencia natural, = Vk/m, ecuacidn 22-2. 

Como el movimiento es periddico, la soluddn particular de la ecua¬ 
cidn 22-18 puede determinarse si se supone una soluddn de la forma 

x p = X sen it),/ (22-20) 


Fosicidn de 
equilibria 




F = F { > sen 


(a) 


W = mg 


kx 


F = sen t 


N= W 
lb) 


Fig* 22-11 


donde Xcs una constante. Si calculamos la segunda derivada con res- 
pecto af tiempo y sustituimos en la ecuacidn 22-18 obtenemos 

-Aa^sen iMpt + -^(2fsen<Mof) = — senajpf 


AI factorizar sen tn^ty resolver para X obtenemos 

x = F ^ m = F ^ k 

{k/m) - atl 1 - (ioo/a^f 


( 22 - 21 ) 


Sustituimos en la ecuaddn 22-20, y obtenemos la soluddn particular 



( 22 - 22 ) 



Las mesas sacudidoras o trepidantes 
producer! vibrad6n forzada y se utilizan 
para separar materiales granulados. 
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La solution general es, por consiguiente, la suma de dos fundones 
aeno de firectiencias diferentes. 



La solution complementary x r define la vi bration litre, la cual depen¬ 
ds de la frecuencia natural m n = \fkfm y las constantes C y La 
solution particular x p describe la vibration forzada del bloque provo- 
cada por la fuerza aplicada F = F 0 sen <u 0 t. Como todos los sistemas 
vibratorios se someten africtionM vibracibnlibre,* c ,$e amoriiguar£ 
al paso del tiempo. Por eso la vibracibn tibre se conoce como transito- 
ria y la vibracibn forzada se conoce como de estado continue , puesto 
que es la unica vibracibn que permanece. 

Segdn la ecuacibn 22-21, la amptitud de la vibracibn forzada o de 
estado continuo depende de la relation defrecuencia Si elec¬ 

tor de amplification MF se define como la relacibn de la amplitud 
de ta vibracibn de estado continuo, X, a la deflexibn estiiica F^/k, 
producida por la amplitud de la fuerza peribdica F 0f entonces, segfln 
la ecuacibn 22-21. 




El compactador de suelo opera 
por vibradon forzada desarro- 
Uada por un motor intemo, Es 
importante que la frecuenda 
forzadora no se aproxime a la 
frecuenda natural de vibradon 
del compactador, la cual puede 
determinarse cuando se apaga 
d motor; de lo contrario habra 
lesonanda y la maquina se vol- 
vera incontrolable. 
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X _ 1 

Fo/k 1 - ((Off/(o n ) 2 


(22-24) 


Esta ecuacidn se grafica en la figura 22-12. Ohserve que si la fuerza 
o despiazamiento se aplica con una frecuencia prdxima a fa frecuencia 
natural del sistema, es decir, <o 0 /<o„ «1, la amplitud de vibracidn del 
bloque ilega a ser extremadamente grande. Esto ocuire porque la fuer- 
za Fse aplica at bloque de modo que siempre siga el movimiento de 
fete. Esta condicidn se llama resonancia; en la prictica, las vibraciones 
msonantes pueden dar lugar a esfuerzos tiemendos y a la rapida falla 
de las partes.* 

Despiazamiento periodico del soporte. Las vibradones 

forzadas tambidn pueden ser originadas por la excitacidn periddica 
del soporte de un sistema. El modelo de la figura 22-13a represen¬ 
ts la vibracidn periddica de un bloque provocada por movimiento 
armdnico S = Sq sen del soporte. El diagrams de cuerpo fibre del 
bloque en este caso se muestra en la figura 22-136. El despiazamiento 
S del soporte se mide con respecto al pun to de despiazamiento cero, 
es decir, cuando la Ifnea radial OA coincide con O B. Por consiguiente, 
la deformacidn general del resorte es (,r — So sen <uq f). Aplicamos la 
ecuacidn de movimiento y obtenemos 


MF 



-i 



Fig. 22-12 


F x = ma x \ — k(x — Sosen n>oO = mr 

obien 


k k&f 

x + —x = —-sen to,/ (22-25) 

m m 

Por comparacidn,esta ecuacidn es iddntica a la ecuacidn 22-18, siem¬ 
pre que F 0 sea reemplazada por AS 0 . Si esta sustitucidn se hace en las 
soluciones definidas por las ecuaciones 22-21 a 22-23, los resultados son 
apropiados para describir el movimiento del bloque cuando se somete 
al despiazamiento del soporte S = So sen <o 0 t. 



(a) 


k{x -Sftsen a*/) i 


T 

N= W 


*Un columpio tiene periodo natural de vibracidn, como se determind en eJ ejemplo 
221. Si alguien lo empuja* sdlo cuando alcanza su punio m£s alto, e ignora la resistencia ^ * 

al avance o la resistencia del viemo, habr4 re so nancia p uesto que las frecue ncias nat ural 

y forzadora son las mis mas. 1 ■ 


22 
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EJEMPLO 


22.7 


El instrumemo que se muestra en la figura 22-14 estS r igid a men te 
montado en una plataforma P, la cual a su vez estS sostenida por 
aiatro resortes, cada uno con una rigidez k = 800 N/m. Si el piso 
se somete a un desplazamiento vertical 8 = 10 sen (8t) mm, donde 
tests en segundos,determine ta ampiitud de la vibracidn de estado 
continue). ^CuSl es la frecuencia de la vibracidn del piso requerida 
para provocar resonancia? El instmmento y la plataforma tienen 
una masa total de 20 kg. 



Fig. 22-14 


soluciOn 

La frecuencia natural es 


“- = 4l = 4 


4(800 N/m) 

20 kg 


= 12.65 rad/s 


La ampiitud de la vibracidn de estado continuo se determina con la 
ecuaci6n 22-21, con A8u at reemplazar a F ti . 


=--r = —- t = 16.7 mm 

1-H)M0 1 - [(8rad/s)/(12.65 rad/s)] 2 Besp. 

OcurrirS resonancia cuando la ampiitud de vibracidn X provoca- 
da por el desplazamiento del piso tienda a infinito. Esto requiere 

«„ = «„ = 12.6 rad/s Resp. 


22 















22.4 VibraciOn ubre viscosa amohtigu a da 


655 


*22.4 Vibradon libre viscosa 
amortiguada 

El an^lists de vibradOn consklerado hasta ahora no ha induido los efcctos 
de fricddn o amortiguaddn en el sistema y, en consecuenda, las soludo- 
aes obtenidas no corresponden del todo al movimiento real. Como todas 
las vibradones cesan con el tiempo, en el anilisis deberin induirse las 
fuerzas de amortiguaddn. 

En muchos casos la amortiguacidn se atribuye a la resistenda creada 
porla sustancia, agua, aceite o aire,en ia cual vibre el sistema. Siempre 
que el cuerpo se mueva lentamente a travds de esta sustanda, la resis- 
tencia al movimiento es directamente propordonal a la rapidez del 
cuerpo. El tipo de fuerza desarrollada en estas condidones se llama 
fiierza de amortiguadon viscosa. La magnitud de esta fuerza se express 
por medio de una ecuacidn de la forma 

F = cx (22-26) 

donde la constante c se llama coeficiente de amortiguadon viscosa y sus 
unidades son N ■ s/m o lb ■ s/pie. 

El movimiento vibratorio de un cuerpo o sistema que tiene amorti- 
guaddn viscosa se puede caracterizar por el btoque y el resorte que se 
ilustran en la figura 22-15a. El efecto de amortiguaddn lo proporciona 
el amortigmdor conectado al bloque del lado derecho. La amortigua¬ 
cidn ocurre cuando el piston P se mueve a la derecha o izquierda dentro 
del cilindro cerrado. El citindro convene un ftuido. y el movimiento del 
pistdn se retards puesto que el t'quido debe fluir alrededor de, o a tra- 
v<£$ de, un pequefio orifido en el pistdn. Se supone que el amortiguador 
tiene un coeficiente de amortiguaddn viscosa c. 

Si el bloque se desplaza una distancia x de su posiddn de equilibrio, 
el diagrama de cuerpo libre resuitante se muestra en la figura 22-156. 
Tanto la fuerza del resorte como la fuerza de amortiguaddn se oponen 
al movimiento de avance del bloque, de modo que al apticar la ecuacidn 
de movimiento se obtiene 

2F X = ma x ; -kx — cx = m'x 


o 


m'x + cx + kx = 0 (22-27) 

La solucidn de esta ecuaddn diferendal homogenea lineal de segun- 
dogrado tiene la forma 

,r = 

donde ees la base del logaritmo natural y A (lambda) es una constante. 
El valor de A se obtiene al sustituir esta solucidn y sus derivadas con 
respecto al tiempo en la ecuaddn 22-27, lo cual da 

mXV 1 + cXe Xl + ke x ‘ = 0 


o 

^'(mX 1 + cX + fc) = 0 


Posiddn de 


equilibrio 


P 



(a) 


W = mg 



N = W 


(b) 

Fig* 22-15 
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Como e*' nunca puede ser oero, una solucibn os posibie siempre quo 
mX 2 + cA + k = 0 


Por consiguiente, segun la formula cuadratica, los dos valoms do A son 


Ai — 


kj — 


2m 


- V - - 

V \2 m) m 


(22-28) 


La soluddn general de la ecu acid n 22-27 es por consiguiente una 
combinacibn de exponenciales que implies estas dos raices. Existen 
tres posibles combinaciones de Ai y A 2 Ias cuales se deben considerar. 
Antes de analizar estas combinaciones, sin embargo, primero defi- 
niremos el coefidente de amortiguacibn critics c c como el valor de c 
que hace que el radical presente en las ecuaciones 22-28 sea igual a 
oero, es decir. 


obien 



k 

m 


= 0 



(22-29) 


Sistema sobreamortiguado. Cuando c > c CJ las raises AI y A 2 
son reales. Entonces la soludbn general de la ecuadbn 22-27 puede 
escribirse como 


x = Ae M1 + Be* 5 ' 


(22-30) 


22 


El movimiento correspondiente a esta solucibn es no vibratorio. El 
efecto de amortiguacibn es tan fuerte que cuando el bloque se despta- 
za y queda libre, simplemente regresa a su posicion original sin oscifar. 
Se dice que el sistema esta sobreamortiguado. 

Sistema crrticamente amortiguado. Sic = C c , entonces A i = 
A 2 = -c c f2m = -iu„. Esta situadbn se oonoce como amortiguacion 
critica, puesto quo represents una condicibn en la que c tiene el valor 
rnlnimo necesario para hacer que el sistema sea no vibratorio. Con ios 
mdtodos de ecuaciones diferendales puede demostraise que la solu- 
dbn de la ecuadbn 22-27 con amortiguacibn critica es 


x = (A + 


(22-31) 
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Sistema subamortiguado. Con mucha frecueneia c < c 0 en 
cuyo caso el sistema se conoce eomo subamortiguado. En este caso, 
las rafces A, y A 2 son ntimeros complejos, y puede demostrarse que la 
soluddn general de la ecuacidn 22-27 puede escribirse como 


* = D[e-<^'sen(^ + 4 >)} 


(22-32) 


donde D y <f> son constantes, por lo general determinadas a partir de las 
condiciones iniciales del problems. La constante w^se llama frecueneia 
natural amortiguada del sistema. Su valor es 



(s) 

1 = *>nyjl - | 



(22-33) 


donde la retacidn c/c c se llama factor de amortiguacidn. 

En la figura 22-16 se muestra la grafica de la ecuacidn 22-32. El Ifmite 
inidal del movimiento D,se reduce con cada ciclo de vibracidn, puesto 
que el movimiento esti confinado dentro de tos Ifmites de la curva 
exponential. Si utilizamos la frecueneia natural amortiguada <a d , el 
periodo de vibracidn amortiguada puede escribirse como 



(22-34) 


Como tu d < ecuacidn 22-33, el periodo de vibracidn amortiguada, 
T d , seri mayor que el de vibracidn fibre, t = 


x 



Fig. 22-16 
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*22.5 Vi brad on forzada viscosa 

amortiguada 

El caso mis general de movimiento vibratorio de un solo grado de 
Ibertad ocurre cuando el sistema incluye Eos efectos de movimiento 
fcrzado y amortiguacidn inducida. El analisis de este tipo particular de 
vibracidn es de valor pr&ctico cuando se aplica a sistemas con caracte- 
ifsticas de amortiguacidn significativas. 

Si se conecta un amortiguador at bloque y el resorte que se mues- 
tran en la figura 22-1 la, la ecuacidn diferencial que describe el movi¬ 
miento es 


m'x + cx + kx = F u sen arf (22-35) 

Para un bloque y resorte que experimenten desplazamiento perid- 
dico de sus soportes puede escribirse una ecuacidn similar, figura 
22-13a, la cual incluya ios efectos de amortiguacidn. En ese caso, sin 
embaigo, a 71,1a reemplaza kS 0 . Como la ecuacidn 22-35 es no homo- 
genea,Ia solucidn general es la suma de una solucidn complementaria 
x c y una solucidn particular x p . La solucidn complementaria, x c , se 
determina al igualar a cero el lado derecho de la ecuacidn 22-35 y 
resolver la ecuacidn homogdnea, la cual es equivalente a la ecuacidn 
22-27- Las ecuaciones 22-30, 22-31 o 22-32, por consiguiente, dan 
la solucidn, segun Ios valores de A! y k 2 . Como todos Ios sistemas 
se someten a friecidn, en ese caso esta solucidn se amortiguari con 
el tiempo. Sdlo permanecerfi la solucidn particular que describe la 
vibration de estado continuo del sistema. Como la funcidn forzadora 
es armdnica, el movimiento de estado continuo tambidn seri armd- 
nico. Por consiguiente, la solucidn particular serfi de la forma 


X P = X' sen(a» 0 t - d>') (22-36) 

Las constantes X y <f>' se determinan al calcutar la primera y segunda 
derivadas con respecto al tiempo y sustituirlas en la ecuacidn 22-35, la 
aiai despuds de simplificarla resulta 


—^'/wo^senfaji/ - <£') + 

X 'cw 0 cos-<)>') + X'k sen(<U|^ - <f>') - F^ sen cotf 


Como esta ecuacidn es vdlida todo el tiempo, los coeficientes constan¬ 
tes se obtienen con - 4> - 0 y a> 0 t - <$> = ir/2, lo que hace que la 
ecuacidn anterior se escriba como 

X'ccoq = 71, sen 
-A r 'm<4 + X'k = F 0 cos <f>' 
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La amplitud se obtiene al elevar al cuadrado estas ecuaciones, sumar los 
resultados y utilizar la identidad sen 2 <£' + cosV = 1, to cual da 


X' = 


. 0 (22-37) 

V(A — irual) 1 + c 2 ^ 

Si divklimos la primera ecuacidn entre la segunda obtenemos 


<f>' = tan 1 


CM|| 




(22-38) 


Como = y/k/m y c c = 2 nuu n , entonces las ecuaciones anteriores 
tambidn pueden escribirse como 


X' = 


Fjk 

V [1 - + [2(c/<v)(V“«)f 




= tan 1 


2(c/c f ) (a\|/(u B ) 

- 1 - (®o/ w J J - 


(22-39) 


El anguio <£>' representa la diferencia de fase entre la fuerza aplicada y 
la vibracidn de estado continuo resultante del sistema amortiguado. 

El factor de amplificacion MF se definid en la seccidn 22.3 como la 
relacidn de la amplitud de deflexidn provocada por la vibracidn fotzada 
a la deflexidn provocada por la fuerza est&ica F 0 . Por tanto, 


MF = 


X* 

Fo/k 


_1_ 

V[1 - K,M) 2 f + [2(c/c c ))] 2 


(22-40) 


El MF se traza en la figura 22-17 versus la relacidn de frecuencia 
d\i/<u„para varios valores del factor de amortiguacidn c/c c . En esta grd- 
fica se ve que la amplificacibn de la amplitud se increments a medida 
que se reduce el factor de amortiguacidn. Obviameme, ocurre resonan- 
cia cuando el factor de amortiguacidnes cero y la relacidn de frecuencia 
esigual a 1, 


MF 





Mg. 22-17 


22 
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EJEMPLO 


22.8 


El motor efdctrico de 30 kg que se ilustra en ta figura 22-18 est£ 
sostenido por cuatro resortes, cada uno con nna rigidez de 200 N/m. 
Si el rotor se desbalancea de modo que su efecto equivalga a una 
masa de 4 kg situada a 60 mm del eje de rotacidn, determine la 
amplitud de la vibracidn cuando el rotor gira a <wo = 10 rad/s. E! 
factor de amordguacidn es c/c c = 0.15. 



Fig. 22-18 


soluciOn 

La fuerza peribdica que hace que el motor vibre es la fuerza centri- 
ftiga a consecuencia del rotor desbatanceado. Esta fuerza tiene una 
magnitud oonstante de 

F 0 = ma n = mrtol = 4 kg(0-06 m)(10 rad/s) 2 = 24 N 

Como F = F 0 sen donde = 10 rad/s, entonces 

F = 24 sen 101 

La rigidez de todo el sistema de cuatro resortes csk = 4(200 N/m) 
= 800 N/m. Por consiguiente, la frecuencia natural de vibracidn es 

fk fm N/m 

“- = Vm = VTSir =5 ' 164rad/s 

Como se conoce el factor de amortiguacidn, la amplitud de estado 
oontinuo se determina con la primera de las ecuaciones 22-39, es 
decir. 


V[l - OoM) 2 ] 2 + [2(c/tt)(«a/^)f 

24/800 

V[1 - {10/5.164) 2 ] 2 + [2(0.15) (10/5.164) J 2 
= 0.0107 m = 10.7 mm Resp. 
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*22.6 Analogos de un circuito electrico 


L 


R 

AAV 


Las caracteristicas de un sistema mecinico vibratorio pueden represen- 
tarse por medio de un circuito eldctrico. Considere et circuito que se 
muestra en la figura 22-19«,el cual consta de un inductor L, un resistor 
R y un capacitor C. Cuando se aplica un voltaje E(t), hace que una 
oorriente de magnitud i fluya a travds del circuito. Cuando la corriente 
Ihiye mis alia del inductor la caida de voltaje es L(difdt), cuando fluye 
a travds del resistor la caida es Ri, y cuando llega al capacitor la caida 
es (1 /Qfi dt. Como la corriente no puede ftuir mis alii del capacitor, 
sblo es posible medir la carga q que acttia en el capacitor. La carga, sin 
embargo, puede relacionarse con la corriente por medio de la ecu acid n 
i = dq/dt. Por tanto, las caidas de voltaje que ocurren a travds del induc¬ 
tor, resistor y capacitor son L Sqjdt 2 , R dq/dt, y q/C, respectivamente. 
De acueido con la ley del voltaje de Kirchhoff, el voltaje aplicado es 
igual a la suma de las caidas de voltaje alrededor del circuito. Por con- 
siguiente. 



(a) 



da 1 

R i + 


(22-41) 


Considere ahora d modelo de un sistema mecinico de un solo grado 
de libertad, figura 22-196, sometido tanto a una funcidn forzadora gene¬ 
ral F(t) como de amortiguacidn. La ecuacidn de movimiento para este 
sistema se establecid en la seccidn previa y puede escribirse como 



m 


J* 


F {() 


(b) 

Fig. 22-19 


+ eg + kx = F(t) (22-42) 

Por comparacidn,se ve que las ecuaciones 22-41 y 22-42 tienen la misma 
forma, y por tanto matemiticamente el procedimiento de analizar un 
circuito eldctrko es igual al de analizar un sistema mecinico vibratorio. 
Los anilogos entre las dos ecuaciones se dan en la tabla 22-1. 

Esta analogia dene una importante apiicacidn en el trabajo experi¬ 
mental, ya que es mas fjicil simular la vibracidn de un sistema mecinico 
complejo por medio de un circuito eldctrico, el cual puede construir- 
se con una oomputadora analdgica, que construir un modelo mecinico 
de resorte y amortiguador equivalente. 


TABLA 22-1 AniEogos eEectrteos-me cameos 

Elect ricos 


Mecanicos 


Carga el£ctrica 

q 

Desplazamiento 

jr 

Cbmente el£ctrica 

i 

Veloddad 

dxjdt 

Voltaje 

m 

Fuerza aplkada 

m 

Indue tanda 

L 

Masa 

m 

Resistenda 

R 

Coefidente de 
amortiguacibn viscosa 

c 

Reciprooo de capadtancia 

l/C 

Rigidez de resorte 

k 
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PROBLEMAS 


22*42* Si el tnodelo de bloque y resorte se somete a la 
fuerza periddica F = F fl cos w/, demuestre que la ecuacidn 
diferencialdemovimientoesx + ( k/m)x = (F n /m) cos 
donde x se mide con respecto a la posiddn de equilibrio 
del bloque. [Cu^\ es la solucidn general de esta ecuacidn? 


•22*45* El resorte que se muestra se alarga 6 pulg cuan- 
do se carga con un peso de 50 lb. Determine la ecuacidn 
que describe la position del peso como una funcidn del 
dempo si el peso es jalado 4 pulg por debajo de su posicidn 
de equilibrio y se libra del reposo cuando t = 0, El peso se 
somete a la fuerza periddica F = (-7 sen 20 lb, donde I 
esta en segundos. 


Posicidn de 
equilibrio 



H 


l k 


F=F n 


m 

- ► 


COSiltf 


Proh* 22-42 


22-43* Si el bloque se somete a la fuerza periddica F = 
F 0 cos tot, demuestre que la ecuacidn diferencial de movi- 
mientoesy + (k/m)y = (F^m) cos o>t ,donde yse mide 
con respecto a la posicidn de equilibrio del bloque. ^Cuil 
es la solucidn general de esta ecuacidn? 



V F= -7 sen 2f 
Proh« 22-45 



22-46* El bloque de 30 lb esta unido a dos resortes con 
rigidezde 10 lb/pie. Una fuerza periddica F = (8 cos 30 lb, 
donde /esta en segundos, se aplica al bloque. Determine la 
rapidez maxima del bloque despuds de que las fuerzas de 
friccidn hagan que cesen las vibraciones libres. 


'r 

F= Fq COS (til 


Prtib* 22-43 


*22-44* Un bloque de 0.8 kg de masa se suspende de un 
resorte cuya rigidez es de 120 N/nx Si un amortiguador 
genera una fuerza de amortiguacidn de 2.5 N cuando la 
velotidad del bloque es de 0.2 m/s, determine el periodo 
de vibracidn lib re. 



o o o o 


. k= 10lb/pie 


■w. 


F= ft cos 3/ 

J k= 10 lb/pie 

u o o n 



Prob* 22-46 
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22*47* Se suspends un bloque de 5 kg da un resorte qua 
tiene una rigidez da 300 N/m. Si an al bloque acttia una 
fuerza periddica vertical F = (7 sen St) N, donde / esti an 
segundos, determine la ecuacitin qua describe al movi- 
miento del bloque cuando sa le jala hacia abajo 100 mm de 
la posicidn de equilibrio y se libra del reposo cuando t = 0. 
Cbnsidere positive al desplazamiento hacia abajo. 



*22-48* El motor eldctrico tiana una masa de 50 kg y 
esta sostenido por cuatro resortes qua tienan una rigidaz 
de 100 N/m. Si al motor hace girar un disco D el cual esti 
montado excdntricamente a 20 mm de su centre, determi¬ 
ne la velocidad angular w a la cual ocurre la resonancia. 
Suponga qua al motor sdlo vibra en la direccidn vertical. 


*22-49* El ventilador tiane una masa da 25 kg y esti fijo 
enal extreme de una viga horizontal de masa insignificanta. 
Las aspas dal ventilador estin montadas excdntricamente 
en la flecha de modo que equivalen a una masa desbalan- 
ceada da 3.5 kglocalizada a 100 mm del aja de rotacidn. Si 
la deflexidn estitica de la viga esde 50 mm a consecuencia 
del peso dal ventilador, determine la velocidad angular de 
sus aspas a la cual ocurriri la resonancia. Sugerencia: con- 
suite la primera parte del ejemplo 22.8. 

22-50* El ventilador tiane una masa da 25 kg y esti fijo an 
el extremo de una viga horizontal de masa insignificanta. 
Las aspas dal ventilador estin montadas axcdntricamanta 
an la flecha da modo qua equivalen a una masa desbalan- 
ceada de 3.5 kglocalizada a 100 mm del aja da rotacidn. Si 
la deflexidn estitica da la viga as de 50 mm a consecuen- 
eia del peso del ventilador, determine la amplitud da la 
vibracidn da estado con tin uo del ventilador si la velocidad 
angular de las aspas as de 10 rad/s. Sugerencia: consults la 
primera parte del ejemplo 22.8, 

22-51* i f Cu£\ sari la amplitud de la vibracidn da estado 
continue del ventilador dal problema 22-50 si la velocidad 
angular da sus aspas as de 18 rad/s? Sugerencia: consulte la 
primera parte del ejemplo 22.8. 




Fftih* 22-48 


*22-52* Un bloque de 7 lb esti suspandido de un resorte 
que tiana una rigidez de k = 75 Ib/pie. Al soporte al cual 
esti oonectado al resorte sa le imprime un movimiento 
armdnico, al cual puede ser exprasado como S = (0.15 sen 
2 1) pies, donde t est£ an segundos. Si al factor de amorti- 
guacidn es cfc € = 0.8, determine al ingulo de fase <f> da la 
vibracidn forzada. 

*22-53* Determine al factor de amplificacidn de la com- 
binacidn de bloque, resorte y amortiguador del problema 
22-52, 
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22-54* La barra uniforme dene una masa de m. Si en 
ella acttia una fuerza periddica F = F$ sen wt , determine la 
amplitud de la vibracidn de estado continue. 


_L 

2 


L_ 

2 



M - 

F = Fj) se n <i>t 


Pftib* 22-54 


22-55* El movimiento de un sistema subamordguado 
puede ser descrito por la gr£fica que aparece en la figu- 
ra 20-16. Demuestre que la relacidn entre dos picos de 
vi bracidn suc esivos esti dada por ln^^+i) = 2tt(c/c c )/ 

Vl — (c/ej 2 , donde c/c c es el factor de amortiguacjdn y a 
In (xJXfl+i) se le llama decremento logatitmico. 

*22-56* Se observa que dos amplitudes sucesivas de un 
sistema vibratorio subamortiguado de resorte-bloque son 
de 100 mm y 75 mm. Determine el coeficiente de amorti- 
guacidn del sistema. El bloque tiene una masa de 10 kg y el 
tesorte dene una rigidez de k = 1000 N/m. Use el resulta- 
do del problema 22-55. 

*22-57* Dos amorriguadores id£ndcos se disponen para- 
lelos entre sf, como se muestra. Demuestre que si el coefi- 
dente de amordguacitin c < y/mk t entonees el bloque 
de masa m vibrar^ como un sistema subamordguado. 


22-58* H sistema de resortes est3 conectado a un cruceta 
que oscila verticalmente cuando la rueda gira a una veloci- 
dad angular constante de **. Si la amplitud de la vibracidn 
de estado condnuo es de 400 mm y cada uno de los resor¬ 
tes dene una rigidez de k = 2500 N/m, determine los dos 
posibles valores de *i a que debe girar la rueda. La masa 
del bloque es de 50 kg. 

22-59* El sistema de resortes est£ conectado a un cruceta 
que oscila verticalmente cuando la rueda gira a una veloci- 
dad angular constante de m = 5 rad/s. Si la amplitud de la 
vibracidn de estado condnuo es de 400 mm , determine los 
dos posibles valores de la rigidez k de los resortes. La masa 
del bloque es de 50 kg. 



Probs. 22-58/59 


*22-60* Determine la ecuaeidn diferencial para oscilario- 
nes pequefias en funcidn de & para la barra uniforme de 
masa m. Adem^s, demuestre que si c < Vmfc/2, entonees 
el sistema permanece subamortiguado. La barra est£ en 
una posicidn horizontal cuando est£ en equilibrio. 



Prob* 22-57 


Fftib* 22-60 
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*22*6L Si el amor tig uador tiene un coeficiente de amor- 
tiguaridn de c = 50 N * s/m, y la rigidez del resorte es de 
k = 600 N/m, demuestre que el sistema est£ subamorti- 
guado y Luego determine el periodo de oscilacidn del p6n- 
dulo. Las barras uniformes tienen una masa por unidad de 
kmgitud de 10 kg/m. 


22*63* H bloque, con un peso de 15 lb, se sumerge en 
un llquido de modo que la fuerza de amortiguaddn que 
actua en el bloque tenga una magnitud de F = (0.8M) lb, 
donde v es la velocidad del bloque en pies/s, Si el bloque 
es jalado hacia abajo 0.8 pies y se libra del reposo, deter¬ 
mine su posicidn en funcidn del tiempo. El resorte tiene 
una rigidez de k = 40 Ib/pie. Considere que el desplaza- 
miento positive es hacia abajo. 




Prob* 22*63 


22*62* Si el bloque de 30 kg se somete a una fuerza perid- 
dica de P = (300 sen 5l) N, k = 1500 N/m y c = 300 N*s/m, 
determine La ecuacidn que describe La vibradon de estado 
continue en funcidn del tiempo. 


*22*64* El pequefio bloque en A tiene una masa de 4 kg 
y esta montado en la barra acodada de masa insignifican- 
te. Si el rotor B crea movimiento armdnico = (0.1 cos 
150 donde t est3 en segundos, determine la ampLitud de 
vibracidn de estado continuo del bloque. 




Prob. 22*62 


Prob* 22-64 
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*21-65* La barra pesa 6 lb, la rigidez del resorte esde k = 
8 lb/pie y el amortiguador dene un coeficiente de amorti- 
guacidn c = 60 lb * s/pie; determine la ecuacidn diferencial 
que describe el movimiento en funeidn del Angulo 8 de 
rotation de la barra. Adem^s, /,cu£l deberfa ser el coefl- 
riente de amortiguacidn del amortiguador si la barra ha de 
estar crfticamente amortiguada? 


* -5-M 

HZ 


c 


— 2 pies -j 

b — 3 pies-- 


Ftfob* 22-65 


22-66* Un bloque de 7 kg de masa es i£ suspendido de un 
tesorte que dene una rigidez k = 600 N/m. Si al bloque se 
le imparte una velocidad hacia arriba de 0.6 m/s a pardr de 
su posicidn cuando / = 0, determine la posicidn en funcidn 
del tiempo. Suponga que el desplazamiento positive del 
bloque es hacia abajo y que el movimiento se desarrolla 
en un medio que genera una fuerza de amortiguacidn F = 
(50|tr|) N, donde v es la velocidad del bloque en m/s. 

22-67* Se une un peso de 4 lb a un resorte cuya rigidez es 
k = 10 lb/pie. El peso es jalado hacia abajo una distanria 
de 4 pulg y se libra del reposo. Si el soporte se mueve con 
un desplazamiento vertical S = (0.5 sen 4t) pulg, donde t 
esii en segundos, determine la ecuacidn que describe la 
posicidn del peso como funcidn del dempo, 

*22-68* Determine la ecuacidn diferencial de movimien- 
to para el sistema vibratorio amordguado que se muestra. 
^Qu£ dpode movimiento ocurre? 



*22-69* El disco circular de 4 kg esii unido a tres resor- 
tes, cada uno de los cuales dene una rigidez k = 180 N/m. 
Si el disco se sumerge en un fluido y se le imprime una 
velocidad hacia abajo de 0.3 m/s en la posicidn de equili- 
brio, determine la ecuacidn que describe el movimiento. 
Cbnsidere que el desplazamiento positive se mide hacia 
abajo y que la resistencia del fluido que aettia en el disco 
genera una fuerza de amortiguaridn de magnitud F = 
(6Q|v|) N, donde tres la velocidad del bloque en m/s. 



22*70* Con un modelo de bloque y resorte, como el 
de la figura 22-13 a, pero suspendido en posicidn vertical 
y someddo a un desplazamiento periddico de su sopor- 
le de S = S,] cos determine la ecuacidn de movimiento 
del sistema y obtenga su solucidn general. Deflna el des¬ 
plazamiento y medido a partir de la posiridn de equilibrio 
estidco del bloque cuando t = 0. 

22*71* El motor eldctrico hace girar un volante excin- 
tdeo, el cual equivale a un peso desbalanceado de 0.25 lb 
situado a 10 pulg del eje de rotacidn. Si la deflexidn esti- 
dca de la viga es de 1 pulg a causa del peso del motor, 
determine la velocidad angular del volante a la cual ocu- 
rriri la resonancia. El motor pesa 150 lb. Ignore la masa 
de la viga. 

*22-72* ^Cuil ser3 la amplitud de la vibracidn de esta- 
do condnuo del motor del problema 22-71 si la velocidad 
angular del volante es de 20 rad/s? 

*22-73. Determine la velocidad angular del volante del 
problema 22-71 que producira una amplitud de vibracidn 
de 0.25 pulg. 


id 



Prob* 22-68 


Probs* 22-71/72/73 
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22-74* Trace el circuito el^ctrico equivalente al sistema 
medmico que se muestra. Determine la ecuaddn diferen- 
dal que describe la carga qtn el circuito. 


*22-76. Trace el circuito elec trice equivalente al sistema 
mec^nico que se muestra. ^Cu^l es la ecuacidn diferencial 
que describe la carga qen el circuito? 



Prob. 22-74 


Prob. 22-76 


22-75. Determine la ecuacidn diferencial de movimiento 
del sistema vibratorio amor tigu ado que se muestra. i,Qu£ 
tipo de movimiento ocurre? Considere k = 100 N/m, c = 
200 N ■ s/m, m =25 kg. 


*22-77. Trace el circuito electrico equivalente al sistema 
mec^nico que se muestra. Determine la ecuacidn diferen- 
dal que describe la carga <jen el circuito. 




Prob. 22-75 Prob. 22-77 
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REPASO DEL CAPfTULO 


Vibracidn libre no junojrt^uada 


Un cuerpo experimenta vibracidn libre 
cuando fuerzas de restauratidn gravitatio¬ 
nal y el^sticas provocan el movimien to. Este 
movimien to es do amortiguado cuando Las 
fberas de frictidn se ignoran. El movimien- 
to periddico de un cuerpo no amortiguado 
que vibra libremente puede estudiarse al 
desplazar el cuerpo de la positidn de equi- 
librio y luego aplicar la ecuaeidn de mo- 
vimiento a lo largo de La trayectoria. 

Equilibrium 

position 

| 

Para un sistema de un grado de libertad, 
la ecuatidn diferencial resultante puede 
escribirse en funcidn de su frecuencia na tu - 
ral o> n . 

.. , , „ 1 (O n 

x + a&x = 0 r = — / = - = z- 

r 2 ?t 

M^todos de energia 


Siempre que las fuerzas de restauratidn que 
actiian en el cuerpo son gravitacionales y 
eUsticas, entonces tambidn puede utilizar- 
se para de terminar el movimien to armdnico 
simple. Para hacer esto, el cuerpo se despla- 
za una pequefla distancia de su posicidn de 
equilibrio y se escribe una expresidn para su 
energfa cinetica y potential. La derivada con 
tespecto al tiempo de esta ecuatidn puede 
teordenarse entonces en la forma estindar 

X + &)„ X = 0. 


Vibracidn forzada no amort^uada 


Cuando se aplica la ecuatidn de movimien- 
to a un cuerpo, el cual esii some Lido a una 
fuerza periddica, o el soporte se desplaza 
con una frecuencia entonces La solucidn 
de la ecuatidn diferencial consiste en una 
solucidn complementaria y una solucidn 
particular. La solucidn complementaria es 
provocada por la vibracidn libre y puede ser 
ignorada. La solucidn particular es provoca¬ 
da por la vibracidn forzada. 

Equilibrium 

position 

- 

m J| 

Ocurriri resonancia si la frecuencia natural 
de vibracidn to n es iguala la frecuencia for- 
zadora mq. Esto debe evitarse, puesto que el 
movimien to tender £ a volverse ilimitado. 

F<jk 

*p= 1 

1 - (<Dfl/£0„) 2 
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Vihraddn fibre vlsmsa amortiguada 

Una fuerza de amortiguacidn viscose es 
provoeada por la resistencia el avance 
de un fluido an el sistema cuando vibra. 

Si el movimiento es lento, esa fuerza de 
resistencia al avance seri proporcional a 
la velocidad, es decir, F = cx. Donde c 
es elcoeficiente de amortiguacidn viscose. 
Al comparer su valor con el coeficiente de 
amortiguacidn crltica, c c = 2/nw n , pode- 
mos especificar el tipo de vibracidn que 
ocurre. Si c > c c , es un sistema sobrea- 
mortiguado; si c = es un sistema erf- 
ticamente amortiguado; si c < es un 
sistema subamortiguado. 

Equilibrium 

position 

- 

Vibra cion ftozada viscose amortiguada 

El tipo mis general de vibracidn de un 
sistema de un grado de libertadas ocurre 
cuando el sistema esti amortiguado y sc 
somete a movimiento forzado periddico. 
La solution da una idea sobre cdmo influ- 
yen en la vibracidn el factor de amorti- 
guacidn, cfe c > y la relacidn de frecuencia 

K- 

La resonanda se evita siempre que c/c c # 

0 y 4= 1 ( 


An a logos de un circuito electrico 

El movimiento vibra torio de un sistema 
mecinico complejo puede estudiarse si se 
modela como un circuito electrico. Esto 
es posible puesto que las ecuadones dife- 
mnciales que dgen el comportamiento de 
cada sistema son las mismas. 









AP&NDICE 

A 


Expresiones 

matematicas 


—b ± Vfr 2 - 4ac 
2 a 


cosh jc 


Formula cuadratica 

Si ax 2 + bx + c = 0, entonces jc = 

Funciones hiperbolicas 

. e 1 - , e* + e~ x . senhjc 

senh x = ---,cosh x = ---,tanh x = 

Identidades trigonometricas 

„ A „ C 
sen 9 = —, esc 9 — — 

C A 

B C 

cos 9 = —, sec 9 = — 

C B 

n A , B 
tan0 = —, cotfl = — 

B A 

sen? 9 + cos? 6 = 1 

sen(6 ± <f>) = sen 0cos ± cos 6sen $ 
sen 29 = 2 sen 9 cos 9 
cos (9 ± <p) = cos 9 cos <f> =F sen 6 sen ^ 
cos 29 = cos 2 9 - sen 2 9 



. /I + COS 29 
cos 9 = ±y 2 

. sen 9 
tan 9 = 

cos 9 

n , /l - COS 29 

, sen6 = ±yj 2 

1 + tan 2 9 = sec 2 9 

1 + cot 2 9 = esc 2 9 

Expansiones an series de potencies 

x 3 

X 3 

sen jc = x — — + ■ ■ - 

senh jc = x + — + ■ ■ 

JC 2 

cos X = 1 - — + ■ ■ ■ 

jc 2 

cosh x = 1 + — + ■ ■ 


Derivadas 

d , . dv du 

-(«.) = U— + V- 

du _ rfv 

d { u\ dx dx 


dx 


d , . - du 

(co tu) = —esc w— 

dx dx 

d du 

— (secw) = tan w sec w-— 
dx dx 

d du 

-—(esc u) — -esc u cot u~ 
dx dx 

d du 

(s ohm) = cos a— 
dx dx 

d . . du 

-—(cos u) = -sen u—~ 
dx dx 

d i du 

-—(tan u) = se<r u— 
dx dx 

d du 

— (senhw) = cosh w—— 
dx dx 


d du 

—(cosh#) = senhw— 
dx dx 
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Integrales 

f y +1 

I x n dx = -- + C, n ^ — 1 

J « + 1 

I fa - s * 0 +bx)+c 

h 


dx 


In 


a + x 


v'-ab 


+ bx 2 T\f—ba La - xV^b_ 

I fa? - fa * 1 + °> + c ' 


+ C, ab < 0 


f dx _ 2 Va + bx 

J Va + bx b 
J W ± a 2 

f _ dx 

J Va + bx + 


+ C 


+ C 


= = —Fin 

cx 2 v£ 

+ JtVc + 


Va + + cx 2 

6 


2 Vc. 


+ C, c > 0 


/» 


rfx _ _ 

&V * &Va 6 
a + x 


a ,xVa£> _ . „ 

tan 1 -h C, ab > 0 


dx 1 , 

= In 


2 — ~ 2 2a 


a — x 


+ C, a 2 > j: 2 


T-r - _t _2 (2« - 36x)V(a + 6x) 3 „ 

+ bxdx =-x-+ C 

15ir 


J VflTk rfjc = ^V(a + bx) 3 + C 

I xV ° 
fa 
fa 


—— 2(8a 2 - I2abx + \5&x 2 fa{a + bxf 

+ bx dx =- . . -e C 


x 2 rfx = 


105^ 

xVa 2 - x 2 + a 2 sen -1 — 


+ C, a > 0 


J xVx 2 ± a 2 dx = |V(x 2 ± a 2 ) 3 + C 
J xfafafadx = -^V(a 2 - x 2 ) 3 

+ ^-(^xVa 2 - x 2 + a 2 sen -1 ^ + C, a > 0 

J Vx 2 ± a 2 dx = |[xVx 2 ± a 2 ± a 2 fn(x + Vx 2 ± a 2 )] + C 
J xVa 2 - x 2 rfx = -|V(a 2 - x 2 ) 3 + C 

J x 2 VJT£dx = fV(x 2 ± a 2 ) 2 =F yx VrW 
- y ta(* + Vx 2 ± a 2 ) + C 


1 —2or - i> \ 

= .— sen 1 — . ) + C, c > 0 

W&- 4 acJ 
J sen jc rfjc = -cos jc + C 

J cos jc dx = sen jc + C 

/ 1 jc 

/ jccos(ajc) rfjc = —roos(ajc) + —sen(fljc) + C 

J <r fl 

J x 2 cO$(ax)dx = ^ycos(ar) 

I 

J xe ax dx = —f(ax — 1) + C 


a 2 x 2 - 2 

+- 1 —sen (ax) + C 

a 


d a dx=-d ,x +C 
a 


I s 

S c 


senh xdx = cosh x + C 
cosh xdx = senh x + C 





























































ap£ndice 

B 


Analisis 

vectorial 


El siguiente andlisis es un breve repaso del analisis vectorial. Un tra- 
tamiento mds detallado de estos temas se da en Ingenieria Mecdnica: 
Estdtica. 


Vector. Un vector A, es una cantidad que tiene magnitud y direc- 
adn y se suma de acueido con la ley del paralelogramo. Como se 
muestra en la figura B-l, A = B + C,donde A es el vector resultante y 
B y C son vectores componentes. 


Vector unitario. Un vector unitario, u A , tiene una magnitud de 
una unidad “sin unidades” y actfia en la misma direccidn que A. Se 
determina al dividir A entre su magnitud A, es decir, 



(B-l) 



B-l 
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Notation vectorial cartesiana. Las direcciones de los ejes x, 
y, z positivos se definen mediante los vectores unitarios cartesianos i, 
j, k, respective mente. 

Como se muestra en la figure B-2, el vector A$e formula por medio 
de la adicidn de sus componentes x, y, z como 

A = A,i + A y j + A z k (B-2) 

La magnitud de A se determina con 


z 





Fig. B -2 


A = \/ A% + A% + A; 


(B-3) 


La direction de A se define en funcidn de sus dngulos de direction de las 
coordenadas, a, ft, y, medidos de la cola de A a los ejes x, y, z positivos, 
figure B-3. Estos dngulos se determinan con los cosenos de direction 
que representan las componentes i, j, kdel vector unitario u A ; es deck, 
de acuerdo con las ecuackmes B-l y B-2. 



(B-4) 


de modo que los cosenos de direocidn son 


A x 

o A ’ 

A i 

cos or = —— 

A 

cos j3 = — 

cos y = — 


(B-5) 


z 



Por consiguiente, = cos oi + cos /3j + cos yk,y con la ecuacidn 
B-3, se ve que 


COS 2 a + cos 2 f$ + cos 2 y = 1 (B-6) 

Producto vectorial. H producto vectorial de dos vectores A y 
B, que da el vector resultante C,se escribe como 

C = A X B (B-7) 

y se lee C es igual a A “cruz” B. La magnitud de C es 


C — ABsen# (B-8) 

donde 0es el dngufo formado entre la cola de Ay B(0° < 0<18O°). La 
direction de Cse determina con la regia de la mano derecha, por la cual 
los dedos de la mano derecha se cierran de A a B y el pulgar apunta en 
la direcddn de C, figura B-4. Este vectores peipendkular al piano que 
contiene los vectores Ay B. 


c 
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El producto cruz vectorial no es conmutativo, es dear, AXB^BXA. 
M3s bien, 

A X B = -B X A (B-9) 

La ley distributiva es vriiida; es dedr, 

AX(B + D)=AXB + AXD (B-10) 

Y el producto vectorial puede multiplicarse por un escaiar m de cual¬ 
quier manera; es decir, 


m(A X B) = (jhA) X B = A X (mB) = (A X B)m (B-ll) 


+ 



La ecu add n B-7 puede utilizarse para determinar el producto vec¬ 
torial de cualquier par de vectores unitarios cartesianos. Por ejemplo, 
para determinar i x j, la magnitud es (i)(/)sen 90° = (1)(1)(1) = 1, y su 
dtreccidn +k se determina con la regia de la mano derecha, aplicada 
a i X j, igura B-2. Un esquema simple que se muestra en la figura B-5 
puede set util para obtener 6ste y ottos resultados cuando se requiera. 
S el cfrcuio se construye como se muestra, y luego se “cruzan” (se 
multiptican vectorialmente) dos de los vectores unitarios en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj alrededor del circulo se obtiene 
un tercer vector unitario positivo, por ejemplo, k X i = j. Al moverse 
en el sentido de las manecillas del reloj se obtiene un vector unitario 
negative,por ejemplo, i X k = —j. 

Si A y B est6n expresados en forma de componentes cartesianos, 
entonces el producto vectorial, ecuacidn B-7, se evalua at expandir la 
determinante 


c = A X B = 

H 



B x By B, 



(B-12) 


la cual results 


C = (A y B z - A z B y ) i - {A X B Z - A,B X )\ + ( A x B y - A y B x ) k 


Recuerde que el producto vectorial se utiliza en estdtica para definir 
el momento de una fuerza F con respecto a un punto O, en cuyo caso 

M 0 = t X F (B-13) 


donde res un vector de posiddn dirigido del punto O a cualquier punto 
sobre la tinea de accibn de F. 
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Producto punto. El producto punto (escalar) de dos vectores A 
y B, que da un escalar, se define como 


A ■ B = AB cos 0 


0-14) 


y se lee A “punto” B. El 4nguio 0 se forma entre las colas de A y B 
(CTs 0 5S18O 0 }. 

El producto punto es conmutativo; es decir, 


A-B = B-A 


0-15) 


La ley distributiva es v£fida; es decir, 


A(B + D) = AB + AD (B-16) 


Y la multipticacibn escalar puede realizarse de cualquier manera, es 
decir. 


m(A ■ B) = (fflA) ■ B = A ■ (mB) = (A ■ B)m (B-17) 


Con la ecuacidn B-14 puede determinate el producto punto entre dos 
vectores cartesianos cualesquiera. Por ejemplo, i ■ i = (l)(l)cos 0° = 1 
e i-j = (l)(l)cos90° = 0. 

Si A y B estSn expresados en forma de componentes cartesianos, 
entonces el producto punto, ecuacidn B-14, se determina con 


A "B = A X B X + AyBy + j4-5; 


0-18) 


El producto punto puede utilizarse para determinar el dngulo Qfor- 
mado entre dos vectores. Segun la ecu acid n B-14, 
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*" 008-1 (ff) 


0 - 19 ) 
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Fig. B -6 


Tambidn es posible determinar la componente de un vector en una direc¬ 
tion dada con el producto punto. Por ejemplo, la magnitud de la com¬ 
ponente (o proyeccidn) del vector Aen la direcddn de B,6gura B-6, se 
define por A cos 8. Segtin la ecuacidn B-14, esta magnitud es 


A cos 8 



(B-20) 


donde iirepresenta un vector unitario que actua en la direocidn de B, 
figura B-6, 

Diferenciacion e integration de funciones vectorial es. 

Las reglas para la diferenciaddn e integracidn de las sumas y pro- 
ductos de funciones escalares tambidn son v£ltdas para funciones vec- 
toriales. Considere, por ejemplo, las dos funciones vectoriales A(y) 
y B(s). Siempre que estas funciones sean uniformes y continuas con 
todos los valores de s, entonces 


—(A . m dA dB 

ds ds ds 


j (A + B) ds = /A ds + j B 


ds 


Para el producto vectorial, 


d 

ds 


< AxB >=(f xB ) + ( Ax f) 


Asimismo, para el producto punto. 


d rA dA „ . rfB 

' * “ ~d7‘ + '~ds 


(B-21) 


(B-22) 


(B-23) 



(B-24) 





Regia de la cadena 


APENDICE 

c 


La regia de la cadena del cilculo se utiliza para deter mi nar la derivada 
con respecto al tiempo de tin a ftinddn compuesta. Por ejemplo, si y es 
una funcion de x y .res una funddn de f,entonces podemos determinar 
fa derivada de ycon respecto a fcomo sigue 


. _ rfy _ dy dx 
^ dt dx dt 


(C-l) 


Enotras palabras, para determinar y consideramos la derivadacomdn 
( dyidx ) y la multipHcamos por la derivada con respecto al tiempo 
de (dxJdt). 

Si atgunas variables son funciones del tiempo y estin multiplicadas 
entre si, entonces debe ntilizarse la regia del producto d(uv) = duv + 
u junto con la regia de la cadena cuando se consideren las derivadas 
con respecto al tiempo. He aqui algunos ejemplos. 
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Ap£ndice C Regla de la cadena 


EJEMPLO 


EJEMPLO 


C-1 


Si y = x 2 yx = f 4 , determine y, la segunda derivada deacon respecto 
al tiempo. 

soluciCn 

Cbn la regia de Ea cadena, ecu acid n C-1, 

y = 3 x 2 x 

Para obtener la segunda derivada con respecto al tiempo, debemos 
utilizar la regia del producto, puesto que x y x son funciones del 
tiempo y, ademis, para 3x 2 debe aplicarse la regia de la cadena. Por 
tanto, con u = 3-r 2 y v = x, tenemos 

y = + 3jc“[jc] 

= 3x[2x 2 + jcjc] 

Como x = t 4 , entonces x = 4f 3 y jc = 12f 2 de modo que 
y = 3(f 4 }[2(4f 3 ) 2 + 

= 132 f 10 

Observe que este resultado tambidn puede obtenerse al combinar las 
funciones y luego considerar las derivadas con respecto al tiempo, 
es deck, 

y = .r 3 = (t 4 ) 3 = t 12 
y = 12t n 
y = 132f 10 


C-2 


Si y - jpe*, determine y. 

soluciOn 

Como x y e*son funciones del tiempo, deben aplicarse las reglas de 
la cadena y del producto. Hagamos que u = xy v = e x . 

y = [iy + x[e x x) 

La segunda derivada con respecto al tiempo tambi&i requiere la apli- 
cacidn de las reglas del producto y de la cadena. Observe que Ea regia 
del producto se aplica a tres variables con respecto al tiempo del 
ultimo tdrmino, es decir, x, e*, y x. 

y = {1*]^ + r[t^]} + { \x\e x x + r[e j: ij.r + jce j [3c]} 

= c^fjcfl + jc) + x 2 (2 + j:)] 

Si x = t 1 entonces x=2t,x=2, asi que en funcidn de t tenemos 
y = /[2(1 + t 2 ) + 4^(2 + f 2 }] 


c 
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EJEMPLO C-4 


Si r 2 = 60 3 , determine r. 

SOLUCICN 

En este caso, las reglas de la cadena y del producto se aplrean como 
sigue. 

r 2 = ^ 

2rr = 180*0 

2[(r)r + r(r)] = 18[(200)0 + 0*(0)] 
r 2 + rr = 9(2SB 2 + 0*0) 

Para determinar r con un valor especificado de 0el ctial es una fun- 
cidn conocida del tiempo, primero podemos determinar B y 0. A 
continuacidn, con estos va lores evaluamos rcon la primer a ecuacidn, 
r con la segunda y r con la dltima. 


c 












Problemas fundamentales 
Soluciones parciales y respuestas 


Capitulo 12 

F12-1, v = tVi + aj 

10 = 35 + « c (15) 

a c = -1.67 m/s 2 = 1.67 m/s 2 *- Reap. 


F12-2. j = + tv/ + ? ict 2 

0=0+15/ + 5 (-9.81)# 2 
t = 3.06 s 


FI2-3. 


d$ = Vdt 



s = ( 2 f* - t 3 ) m 

j = 2(4 2 ) - 4 3 
= -32 m = 32 m ■*— 


FU-4- «=S = 4(W*“-8t) 

a = (l.5f 2 - 8 ) m/s 2 
Cuando* = 2 s, 

a = 1.5 ( 2 2 ) - 8 = -2 m/s 2 = 2 m/s 2 «- 




Rasp. 


Reap. 


FT2-5. 


F12-6, 


V = f = i(2f* - 8# + 6) = (4/ - 8) m/s 
= 0 = (4/ - 8) 

t = 2 s ites/j. 

4 =0 = 2(o 2 ) - 8(0) + 6 = 6 m 

4=2 = 2(2 2 ) - 8(2) + 6 = -2 m 

4=3 = 2(3 3 ) - 8(3) + 6 = 0 m 

(A j) Tot = 8m + 2m = 10m Rasp. 


j vdv = I ads 

r~-r 

J$ m/s Jo 


(10 - 0 . 2 i)rfj 


v = (V20jt - 0.2.S 2 + 25) m/s 
Ea j = 10 m, 


v = V2ft(10) - 0.2(10 2 ) + 25 = 14.3 m/s Reap. 


F12-7. 


W = J (4 # 2 - 2) rf# 
« - 2f + Ci 


J = J (|# J - 2/ + Ci) d# 

s =^/ 4 -# 2 + + C 2 

f = 0, s = -2, C 2 = -2 
# = 2, j = -20, C, = -9.67 
t = 4, ^ = 28.7 m Rasp. 

H24i. a=vt 

= (20 - 0.05r 2 )(-0.1s) 

E ti s = 15 m , 

a = -13.1 m/s 2 = 13.1 m/s 2 Rasp. 


F12-9. t t=i=i (0.5# 3 ) = 1.5 # 2 
v\i=6s = l-5(6 2 ) = 54 m/s 
w=$=|(108)=0 

F12-10. ds = vdt 



(-4/ + 80) A 


i = -It 1 + 80# 

S = —2(20 ) 2 + 80(20) = 800 pies 
a = ^7 = f (-4/ + 80) = -4 pies/s 2 = 4 pies/s 2 
Ademis, 


_ Ai- _ 0 ~ fift ples/s _ 


A/ 


2(1 s 


-4 pies/s 2 


F12-1L ads = wdw 

<1 = w£ = 0.25s ^ (0.25s) = 0.0625s 
*1=40m = 0.0625(40 m) = 2.5 m/s 2 -*■ 
FI2-12. 0 s / < 5 S, 

t>=S =±(3/ 2 ) = (60 m/s 
ti|i =Js =6(5) = 30 m/s 
5 s < # ^ 10 s, 

w = J = i (30# - 75) = 30 m/s 

41 — As. — 225 m - 75 m _ 

^ — A; — Mm - 5m _ 40 m/S 

0 ^ # < 5 s, 

« = f = *(&) = 6 m/s 2 
5 s < # s 10 s, 

tt = ^=^m = o 

0^#<5s, a = Aw/A# = 6m/s 2 
5s<#^10s,*t = Aw/A# = 0 
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F12-13. 


F12-14. 


(i) 


F12-15- 


0 < t < 5 s, 
dv = a dt 


/W : 


20 dt 


v = (200 m/s 
v = 20(5) = lOOm/s 
5 s < / ^ 


f dv = f -1 
Jinn m/s Jss 


(X) dv = a dt I dv = I -10 dt 
Jinn m/s 

v = (150 - 100 m/s, 

0 = 150 - 100 
0 = 15 s 
Adem£s, 

Ad = 0 = Area bajo la grafica a-t 
0 = (20m/s 2 )(5 s) + [-(10m/s)(/' - 5)s] 
t' = 15 s 
0 t ^ 5 s, 

ds = vdt I ds = f 30 t dt 


4 = 15f 2 |n 

s = (15/ 2 ) m 
s = 15(5 2 ) = 375 m 

5 s < t < 15 s, 

ds=vdt\ I ds = I (-15/+ 225)d/ 

Jvs m Jis 

s = (-7.50 + 225/ - 562.5) m 
s = (-7.5)(15) 2 + 225(15) - 562.5 m 
= 1125 m Resp 

Adem^s, 

Aj = Area bajo la gr^fita v-t 
= ^ (150 m/s)(15 s) 


= 1125 m 


f dx= f 32 tdt 

Jo Jo 


X = (l6/ 2 ) m 

(i) 

r>' r‘ 


/ dy= / 8 dt 

Jd Jo 


* = f 

(2) 

Se sustituye la ecuacidn (2) en la ecuacidn (1), 

y 1 = 4* 

y = 075(8/) = 6/ 

«* = *=*= =8 m/s —*> 

Resp. 


v y = y = % = i (6/) = 6 m/s t 
La magnitud de la velocidad de la partfcula es 
d = Vd 2 + d£ = V(8 m/s) 2 + (6 m/s) 2 

= 10 m/s Resp 


F12-17. y = (4/ 2 ) m 

v x = * = £ (4/ 4 ) = (l6/ 3 ) m/s -*■ 

*r = y = i ( 4 ' 2 ) = <*) m / & t 

Cuando/ = 0.5 s, 

v = Vvl + v ^ = V(2 m/s f + (4 m/s ) 2 
= 4.47 m/s Resp. 

a * = % = f, (160) = (480) m/s 2 
a y = v y =-j, (8/) = 8 m/s 2 
Cuando/ = 0.5 s, 

a = Vt£ + 4 = V(12 m/s 2 ) 2 + (8 m/s 2 ) 2 
= 14.4 m/s 2 Resp. 


F12.18. v = 0.5* 
y = 0.5* 

Vy = 0 

Cuando / = 4 s, 

v x = 32 m/s v y = 16 m/s 

v = Vd 2 + d£ = 35.8 m/s Resp 

a* = v x = 4/ 
a y = v y = 2/ 

Cuando / = 4 s, 

a x = 16 m/s 2 = 8 m/s 2 

a = Va 2 + a 2 = Vl6 2 + 8 2 = 17.9 m/s 2 Resp 

F12-19. v = (0) m 

v x = * = (40 m/s Vy = y= (4/ 3 ) m/s 

Cuando / = 2 s, 

v x = 8 m/s Vy = 32 m/s 


v = Vd 2 + d£ = 33.0 m/s Resp 

a x = v x = 4 m/s 2 

Uy = Vy = (l20) m/s 2 

Cuando / = 2 s, 

a x = 4 m/s 2 = 48 m/s 2 


F12-16. 


a = VfljTsj = V4 2 + 48 2 = 48.2m/s 2 Resp 
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Sqluciones PARC I ales y respuestas 


F12-20. v = ^7 = [4 cos 2f i — 2 sen t j - 4fk] pies/s 
Cbando t = 2 s, 

= {-2.611 - 1.82J - 8 k} pies/s Resp 

a = ^ = {- 8 sen 2 | 1 - 2 eos t J - 4k} pies/s 2 
Qiando i: = 2 s, 

a = [6.051 + 0.832J - 4k] pies/s 2 Resp 


F12-26. y a - Va + 

-150 m = 0 + (90 m/sXtf + |(-9,81 m/s 2 )^ 
Cts = 19.89 $ 

Jffl - *A + 

R = 0 + 120m/s(19.89 s) = 2386.37 m 
= 239 km Resp 


F12-2L = (*4 + 2 a y (y B - y A ) 

0 3 = (5 m/s ) 2 + 2(—9.81 m/s 2 )(A - 0) 

A = 1.27 m Resp. 

FI 2 - 22 . jfc = yA + (va)/ac + 5 a/ic 

0 = 0 + (5 m/s)<Uc + l (—9.81 m/s 2 )*ic 

tjic = 1.0194 s 

(tic), = (v A ) y + o/ac 

(v c ) y = 5 m/s + (-9.81 m/s 2 )( 1.0194 s) 

= -5 m/s = 5 m/s I 

*c = V(tfc) 2 + (%) 2 

= V (8.660 m/s ) 2 + (5 m/s ) 2 = 10 m/s Resp. 
R = xa + (v a )Jac = 0 + (8.660 m/s)(1.0194s) 

= 8.83 m Asp 

F12-23. j = j 0 + 

10 = 0 + v A cos 30°/ 

J = J 0 + V + 2 V 1 
3 = 1.5 + sen 30°/ + \ (-9.81)/ 2 
t = 0.9334, Va = 12.4 m/s Resp. 

F12-24. s = j 0 + 

O = 0 + 20(l> 

s = Jo + V + |«/ 

-/?(!) = 0 + 20(j)t + \ (-9.81)/ 2 


J = 5.10 s 


R = 76.5 m 

Resp. 

F12-25. x g = xa + (^).<7a& 


12 pies = 0 + (0.8660 v A )t A B 


v a^ab — 13.856 

(i) 

}'B = V-i4 + (^a)/aS + \ &yt AB 


(8 - 3) pies = 0 + 0 .5v A tAB + 

\ (-32.2 pies/s 2 )ds 

Con la ecuacidti (1), 


5= 0,5(13.856) —16.1 (ab 


t ab = 0.3461 s 


V A = 40.4 pies/s 

Resp 


F12-27. a , = i, = f = |(0.0625r) = (0-1250 m/s 2 |, =lfl5 
= 1,25 m/s 2 

«■ = 7 = (0 ^ f2)2 = [97-656(10-V] m/s 2 |, =1 „ s 
= 0.9766 m/s 2 

a = V( 3 ? + a} = V(125 m/s 2 ) 2 + (0.9766 m/s 2 )! 2 
= 159 m/s 2 Rtop 

3s 


F12-28. rfr = — fdt = f - 
v Jn J ,1 i 




(300/j) 

'Ic 5 = m* 2 \t> 

3 = S5 ) 3,2 

$ = 42.43 m 

« = (^ 43 ) m/s = 2.071 m/s 
tn (7.071 m/s ) 2 „ r 
* n= J = 100m =ft5m/S 

M /'SOOV 300\ 2 

En j = 43.43 m, 
a, = -1.179 m/s 2 

a = Va, 2 + a 2 = \/(0.5 m/s 2 ) 2 + (-1.179 m/s 2 ) 2 
= 1.28 m/s 2 /tep 

F12-29. t>c = v a + 2a,{s c - s A ) 

(15 m/s ) 2 = (25 m/s ) 2 + 2a, (300 m - 0) 

a, = -0.6667 m/s 2 

vl=vl + 2a,(s g - s A ) 

v\ = (25 m/s ) 2 + 2(-0.6667 m/s 2 )(250 m - 0) 

v B = 17.08 m/s 

, vl (17.08 m/s ) 2 ,, 

(V) n = -f = ^ m ' = 0-9722 m/s 2 

p 3w m 

&B - V(fffl), 2 + ($3)n 

= V(-0.6667 m/s 2 ) 2 + (0.9722 m/s 2 ) 2 
= 1.18 m/s 2 
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F12-30. 


F12-3L 


F12-32* 


F12-33. 


ton & - ^ - dx (24 j2 ) ~~ 12 X 
8 = tanT 1 ^*) 

T=iOpd<s 

= tsm _1 (8) = 39 .81* = 39.8° 

[1 + {dyfdxff* [1 + {jxf}^ 


F12-34. 


Resp. 


ijj 

1121 


*=10 pies 


= 15.11 


P \dy/dx 2 \ 

= 26.468 pies 
_v?_ _ (20 pies/s) 2 
° n ~ P ~ 26.468 pies 
a = V(a,) 2 + (a„) 2 = V(6 pies/s 2 ) 2 + (15.11 pies/s 2 ) 2 
= 16.3 pies/s 2 /fesp 

(Psh = -OOOIj = (-0.001)(300 m)(f rad) tn/s 2 
= -0.4712 m/s 2 
ti dv = a, ds 

ri’fl m 

/ v dv = f -OOOlj ds 
J2S m/s J(l 

v B = 20.07 m/s 

, , vl (20.07 m/s) 2 „„ . 2 

(«b). = — = ^ ' = 1-343 m/s 2 

p m 

= V( -0.4712 m/s 2 ) 2 + (1.343 m/s 2 ) 2 
= 1.42 m/s 2 

a, ds = v dv 

a, = t>g = (0.2j)(0.2) = (0.04i) m/s 2 
a, = 0.04(50 m) = 2 m/s 2 
v = 0.2 (50 m) = 10 m/s 
ti J (10 m/s) 2 


Rasp. 


a " p 500 m 


= 0.2 m/s 2 


a = Va? + a 2 = V(2 m/s 2 ) 2 + (0.2 m/s 2 ) 2 
= 2.01 m/s 2 Ifcjp. 


F12-35. 


t = 0.1/ 3 |,=i.j s = 03375 m 
> = 0.3f 2 [f=i,$ t = 0.675 m/s 
r = 0 . 6 /|,= l 5 s = 0.900 m/s 2 
0 = 4/ 3/2 |, =Us = 7.348 rad 
0 = 6^| (= i <Sl = 7.348 rad/s 

0 = 3t~ v \=xi * = 2-449 rad/s 2 
v, = r = 0.675 m/s 

v B = /0= (03375 m)(7.348 rad/s) = 2.480 m/s 
a r = r — r$ 2 

= (0.900 m/s 2 ) - (0.3375 m)(7.348 rad/s) 2 
= -17.325 m/s 2 

a g = r0 + 2rS = (0.3375 m)(2.449 rad/s 2 ) 

+ 2(0.675 m/s) (7348 rad/s) = 10747 m/s 2 
v = Vv; + vi 

= V(0.675 m/s) 2 + (2.480 m/s) 2 
= 2.57 m/s Resp. 

a = Va? + a| 

= V(-17.325 m/s 2 ) 2 + (10.747 m/s 2 ) 2 
= 20.4 m/s 2 

r = 28 
r = 28 
r = 28 

En 8 = -7r/4rad, 
r = 2(f)=f 

t = 2(3 rad/s) = 6 pies/s 
t = 2(1 rad/s) = 2 pies/s 2 
a r = T-r& = 2pies/s 2 - (f pies)(3rad/s) 2 
= -12.14 pies/s 2 

a g = rij + 2 tQ 


v r = r = 0 

v g = r0= (4003) pies/s 
v = Vt> 2 + v g 

55 pies/s = Vo 2 + [(4000) pies/s] 2 
0 = 01375 rad/s Resp. 


= (fpies)(l rad/s 2 ) + 2(6 pies/s)(3 rad/s) 

= 37.57 pies/s 2 
a = Va 2 + a| 

= V(-12.14 pies/s 2 ) 2 + (37.57 pies/s 2 ) 2 
= 39.5 pies/s 2 Resp. 
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SOUJCIONES PARC I ALES Y RESPUESTAS 


FI 2-36. t = / 

r = A 

f=e e $+ J& 1 

a,=?-r6 2 = (/&+ e e 6 2 ) - (e B 0 2 = c ^( 4) 

= 8.77 m/s 2 Rep 

a g = *9+2/0 = (e*6) + (2(e%&) = e?(6 + 20 2 ) 
= e n/ \4 + 2(2) 2 ) 

= 26.3 m/s 2 Rasp. 

F12-37. t = [0.2(1 + cos 6))] m| 0=3n o = 0.3732 m 
r = [-0.2 (sen 0)0] m/s| fl=3C o 
= -0.2 sen 30°(3 rad/s) 

= -0.3 m/s 
v r = r= -0.3 m/s 

v B = rh = (0.3732 m)(3 rad/s) = 1.120 m/s 

v = W + t*, 2 = V(-0.3 m/s) 2 + (1.120 m/s) 2 
= 1.16m Rep 

FI 2-38. 30 m = r sen 0 

' = (S«) = (30esc 0) m 
r = (30 esc 0)|g=4j= = 42.426 m 
r = -30 esc 0 ctn 0 0| fl =4j> = -(42.4260) m/s 
V,= r = -(42.4260) m/s 
V e = rO = (42.4260) m/s 
= Vv? + vi 

2 = V(-42.4260) 2 + (42.4260 ) 2 
0 = 0-0333 rad/s Resp. 

F12-39* lj = + $a 

0 = 3% + Va 
0 = 3v D + 3 m/s 

v D = -1 m/s = 1 m/s t Resp 

F12-40. s B + 2$a "I" 2A = l 
v B + 2v a = 0 

6 + 2v a =0 v A = -3 pies/s = 3 pies/s T Resp, 
F12-41* 3j^ + s B = l 

3v A + v a = Q 

3v a + 1,5 = 0 v A = -0.5 m/s = 0.5 m/s f Resp, 
FlM2t lj = 4 Sj^ + Sp 
0 = 4 v A + V F 
0 = 4 va + 3 m/s 

v A = -0.75 m/s = 0.75 m/s f Resp, 


F12-43. + 2(^ ~ u) + iSp) — / 

— Sp = l + 2n 
±V A - Vp = 0 

Av a — 4 = 0 v A = 1 m/s Re%x 


F 12 - 44 * Sc + Jfl — Iced ( 1 ) 

(*a “ Sc) + (Js “ Jc ) + s b = Iacdf 
Sa + 2$ b - 2 Sc = Iacdf ( 2 ) 

R)r tanto, 
v c + v B = 0 
v A + 2% - 2v c = 0 

Al eliminar 
Va + = 0 

Ibr tanto, 

4 pies/s + 4v g = 0 

v B = -1 pie/s = 1 pie/s t Resp* 


F12-45. v s = Va + v B/A 
100S = 80j + y BiA 
v fl/4 = IGOi - 80j 

- ^/( V B/a)x + (V B /A)y 

= V(100 km/h) 3 + (-80 km/h) 2 
= 128 km/h 


<3 = tan" 1 


( V BfA)' 


* 1 - 

J 


tan 


_J 80 km/h \ 

\100 km/h/ 


Resp. 


= 38.7°^ Resp. 


F12-46. v s = v A + \ BjA 

(-4001 - 692.82j) = (650i) + \ BjA 
Vb/a = [-10501 - 692.82j] km/h 

V B/A ~ V(»S/a)x + (VB/A)y 

= V(1050km/h) 2 + (69282 km/h) 2 
= 1258 km/h Rep 



Rep 

F12-47. v B = V 4 + \ BjA 

(51 + 8.660j) = (12.991 + 7.5j) + v BjA 

v B/A = [-7.9901 + 1.160J] m/s 

v B/A = V(-7.990 m/s) 2 + (1.160 m/s) 2 

= 8.074 m/s Rep 

d AB = vg/4 = (8.074 m/s)(4 s) = 32.3 m Rep 
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F12-48. v A = y B + v A/B 

-20 cos 45 "i + 20 sen 45°j = 651 + v A/B 
v^b = -79.141 + 14.14J 

Va/b = V(-79.14) 2 + (14.14) 2 

= 8Q.4 km/h Re^p 

= 

(20) 2 (20) 2 

-^pOos45°i + ^psan 45°) = 12001 + z A/B 
* A/B = 1628 i + 2828 J 

$A/B “ V(1628) 2 + (2828 ) 2 

= 3.26(H) 3 ) km/b 2 Resp. 


Capitulo 13 

F13-L s = j fl + vtf + \ aj 1 
6m = 0+ 0 + ja(3s) 2 
a = 1.333 m/s 2 

1F y = ma y \ N a - 20(981) N cos 30° = 0 
N a = 169.91 N 

XF x = ma x ; T - 20(9.81) N sen 30° 

- 0.3(169.91 N) = (20kg)(1.333 m/s 2 ) 

T = 176 N Resp. 

F13-2. (F^ = h*N a = 0.3(245.25 N) = 73-575 N. 

Como F = 100 N > (F f ) mix cuando / = 0, el 
embalaje comenzar£ a movarsa inmadiatamente 
despu**s de qua se apliqua F. 

+1 XF, = ma y ; N a - 25(9.81) N = 0 
N a = 245.25 N 

= ma x ; 

10 1 2 + 100 - 025(245.25 N) = (25 kg)a 
a = (0.4/ 2 + 1.5475) m/s 2 
dv = a dt 
F v f 45 

£ dv= J (o.4/ 2 + 1.5475)d/ 

V = 14.7 m/s —* Resp. 


F13-3* 


= ma x ; 

(|)50O N - (500j)N = (10kg)a 

a = (40 - 50 j) m/s 2 
v dv = a ds 




f|K = («i - 25s 2 )\V a 

v = 5.24 m/s 


Resp. 


FU*4, iSF x = ma x 


vdv = ads 


r.» = f 

Jo 7n 

t> = 2.24 m/s 


10 m 


(10Oj)N = (2000 kg)a 
a = (0.054) m/s 2 

0.05 j 


F13-5. F^ = Jfc(/ — 2c) = (200 N/m)(0.5 m - 0.3 m) 

= 40 N 

6 = tan- ! (Bf) = 36.86° 
iSF x = ma x ; 

100 N - (40 N)cos 36.86° = (25kg)a 
a = 2.72 m/s 2 
F13-6. Bloques j 4 y B: 

iEF x = 6 = 3 ^^ a = 2.76pias/s 3 

Cbmprueba si ocurra desiizamianto antra j 4 y #. 
iXF x = ma x ; 6 -F =^(2.76); 

F = 4.29 lb < 0.4(20) = 8 lb 

a A = a B = 2.76 pies/s 2 Resp. 

F13-7. XF„ = (0.3)m(9.81) = my 

y = 2.43 m/s Jfrspt 

F13-8. + i XF„ = «w„; m(32.2) = m(^) 

V = #9.7 pies/s Resp. 

+ixF "-”»- i5o+ ^-i§(^ ! ) 

= 17,7 lb fiesp. 

103-10. tSF„=«ia„; 

ti 2 

N c sen 30° + 0.2 N c cos 30° = m—- 
+ tSF i = 0; 

AT x cos30° - 0.2A(. sen 30° - m(32.2) = 0 
v = 119 pies/s Resp. 

F13-1L XF, = ma,\ 10(9.81) N cos 45° = (10 kg)a, 

a, = 6.94 m/s 2 Resp. 

XFJj ma„, 

(3 m/s) 2 

T - 10(9.81)Nsen45° = (10kg) 1 ' ' 

2 m 

T = 114 N Resp. 








686 


SOUJCIONES PARC I ALES Y RESPUESTAS 


F13-12. 2F„ = ma„\ 

(15 m/s) 2 

F - = (5001 ‘* ) ^Sr = 562 - 5N 

EF, = ma,\ 

F, = (500 kg)(l,5 m/s 2 ) = 750 N 

F = Vf 2 + 1? = V(562,5 N) 2 + (750 N) 2 
= 938 N Reap. 

F13-13. a r = T - t8 2 = 0 - (1.5 m + (8 m)sen 45°)0 2 
= (-7.157 fl 2 ) m/s 2 
2F^ wm 

T cos 45° - m(9.81) = m(0) T = 13.87 m 
SF r = hm,; 

—(13.87m) sen 45° = m(-7.157 6 2 ) 

8 = 1.17 rad/s Rep. 

F13-14. 8 = it/ 2 |, =0 . Si = (tt/ 4) rad 
8 = 27t^|,=o.ss = tt rad/s 
8 = 2it rad/s 2 

r = 0.6 sen d\g = T,n rad = 0.424-3 m 
r = 06 (cos0)0| fl= „^ rsiJ = L3329 m/s 
r = 0.6 (cos 8)8 ~ (sen0)ii 2 | e= , F/<lrad = -L5216 m/s 2 
a r = r- t8 2 = -1.5216m/s 2 - (0.4243 m) (it rad/s) 2 
= -5.7089 m/s 2 

a g = ri) + 2r8 = 0.4243 m(2ir rad/s 2 ) 

+ 2(1.3329 m/s) (it rad/s) 

= 11.0404m/s 2 
EF, = raa,; 

Fcos 45° - N cos 45° -0.2(981)cos45° 

= 0.2(-5.7089) 

£F fl = ™ # ; 

Fsen45° + Nsen45° -0.2(9.81 )sen 45° 

= 0.2(11.0404) 

N = 2.37 N F = 2.72 N Ft-sp. 

F13-15. t = 50e 2a | (i= , /B = [Sftr 2 ^] m = 142.48 m 
t = 50(2^6) = 100c 29 4=^/6 m 
= [l0(te ?( ’ ,/6) (0.05)] = 14248 m/s 
r = 100((2e 2fl fl)6+ ^(8)%=^^ 

= 100[2e 2W6) (0.05 2 ) + e 2 ^(0.01)] 

= 4274 m/s 2 


a, = r - rS 1 = 4.274 m/s 2 - 142.48 m(0.05 rad/s) 2 
= 3.918 m/s 2 

ag = ri)+ 2 r'8 = 142.48 m(0.01 rad/s 2 ) 

+ 2(14.248 m/s) (0.05 rad/s) 

= 2850 m/s 2 
2F r = mj^ 

F r = (2000 kg)(3.918 m/s 2 ) = 7836.55 N 

XF tf = ma fl ; 

F e = (2000 kg)(2.850 m/s 2 ) = 5699.31 N 
F = VF r 2 + Fg 

= V(7836.55 N) 2 + (5699.31 N) 2 
= 9689.87 N = 9.69 kN 

F13-16. r = (0.6 cos 28) m| s=r = [0.6cos 2(0°)] m = 0.6 m 

t = (-1.2 sen 288) m/s| tf=(P 

= [-1.2 sen2(0°)(-3)] m/s = 0 

t = -1.2(sen200 + 2cos2^ 2 ) m/s 2 | s=r 

= -21.6 m/s 2 
Bar tanto, 

a r = 't- t8 2 = -21.6 m/s 2 - 0.6 m(-3 rad/s) 2 
= -27 m/s 2 

a$ = rS + 2rd= 0.6 m(Q) + 2(0)(-3 rad/s) = 0 
2F & = F - 0.2(9.81) N = 02 kg(0) 

F = 1.96 N Resp* 

Capftulo 14 

F14-L T, + St/,_ 2 = T 2 

0 + (|)(500N)(0.5 m) - |(500 N/m)(0.5 m) 2 

= ^(10kg)t? 2 

v = 524 m/s Reap. 

F14-2. EF y = ma y - N A - 20(981) N cos 30° = 0 
N a = 169.91 N 
T) + = T2 

0 + 300N(10 m) - 03(169.91 N) (10 m) 

— 20(9.81)N (10 m) sen 30° 

=|(20k g y 

V = 12.3 m/s Resp. 
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F14.3. T t + Sl/j_ 2 = T 2 



r l 



0 + 21/ (600 + 2^14^ 

- 100(9.81) N(15 m) 

= 1(100 kg)t> 2 


a = 12.5 m/s 


Resp . 

FI 4-4. Tj + YUt- 2 = T 2 



2 (1800kg)(125 m/s) 2 - [ {aoonN + 20nn0N > 

(400 m)] 

= |(1800 k g y 


V = 8.33 m/s 


Resp* 


F14-5. Tt + ZUj- 2 = T 2 

j( 10 kg)(5 m/s) 2 + 100 Ns' + [10(9.81) N] s' sen 30° 
-3(200 N/m)(s') 2 = 0 

s' = 2.09 m 

$ = 0.6 m + 2.09 m = 2.69 m Resp. 

F14-6. T a + ZU A -g = T B 

Consider la diferenda de la longitud de la cuerda 
AC-BC , la cuales la distancia que Frecorre, 

0 + 10lb(V(3pies) 2 + (4pies) 2 ) - 3pies 

= 

v B = 16.0 pies/s Reap. 

F14-7. iSF x = ma x ; 

30(|) = 20a a = 1.2 m/s 2 —> 
v = % + aj 

v = Q + 1.2(4) = 4.8 m/s 
p = p - v = F (cos 0)v 

= 3o(s) (4.8) 

= 115 W Resp. 

F14-8. + 2F X = ma x ; 

10 j = 20a a = 0.5s m/s 2 -* 
vdv = ads 

r v p 5 m. 

f vdv = I 0.5 sds 
Jo Jo 

v = 3.536 m/s 

P = F • v = 10(5) (3,536) = 177 W Resp. 

F14-9. ( + t)£Fj, = 0; 

Tj - 100lb = 0 T, = 100lb 

(+T)2f, = 0; 

1001b + 100 lb - T 2 = 0 T 2 = 200 Lb 


f Ml = T a ■ v a = (200 Lb)(3 pies/s) = 1.091 hp 
_ 1.091 hp 
e “ 0.8 


feat _ 


= 1.36 hp 


Resp. 


F14-I0, 2 F? = may; N - 20(9.81) cos 30° = 20(0) 

IV = 169.91 N 

£iv = ma x '! 

F ~ 20(9.81) sen 30° - 0.2(169.91) = 0 
F = 132.08 N 

P = F * v = 132.08(5) = 660 W Resp. 

F14-11. + \~2F y = ma y \ 

T - 50(9.81) = 50(0) T = 490.5 N 
f*i = T * v = 490.5(1.5) = 735.75 W 

feat = ^ = 920 W Resp. 

F14-1L 2 s A + S F = l 

2a A + ip = 0 

2a A + 6 = 0 

a A = -3 m/s 2 = 3 m/s 2 1 

1F y = ma y \ T a -490.5N = (50 kg)(3m/s 2 ) 

T a = 640.5N 

fsai = T ■ v = (640.5N/2)(12) = 3843 W 
3843 

fen, = — = —— = 4803.75 W = 4.80 kW Resp. 

e 0.8 


F 14 - 13 . T a + V a =T b + V b 

0 + 2(9.81)(1.5) = \V){v B f + 0 

Vg = 5.42 m/s Resp * 

+ Uf„ = ma„; T - 2(9.81) = ) 

T = 58.9 N Resp. 

F14-14. T a + V a =T b + V B 

\m A V A + mgh A = 3 m B vi + mgftg 
[i(2kg)(lm/s) 2 ] + [2 (9.81) N(4 m)] 

= [|(2 kg )vi] + [0] 

v B = 8.915 m/s = 8.92 m/s Resp. 

+ t2F„ = ma„; N B - 2(9.81 JN 

. pkg) (4M) 

Ng = 99.1 N Resp . 
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Sqluciones PARC I ales y respuestas 


F14-15* Ti + Vi = T 2 + V 2 

Hm? + 1(30X2 -1) 2 
= 5(2 m 2 - 2(9.81)(1) + 1(30) (V5 - l) 2 
ti = 5.26 tn/s Resp. 

FI 4-16. T a + V a = T b + V b 

0 + | (4)(2,5 - 0.5 ) 5 + 5(2.5) 

= 5(^2 ) v fl + IW (1 - 0-5 ) 2 
v B = 16.0 pies/s Reap. 

F14-17. T, + V] = T 2 + V 2 

\rnvt + mgyi + |Ai 2 

= lmvi + mgyi + 5* J 2 
[0] + [0] + [0] = [0] + 

[-75 lb(5 pies + j)] + [2({(1000 lb/pie)s 2 ) 

+ j(1500 lb/pie)(j - 0.25 pie) 2 ] 

J = a a = ^ = 0580 pie Resp. 

Ademis, 

s B = 0.5803 pie - 0.25 pie = 0.330 pie Resp. 
F14-18. T a + V A = T b + V B 

1 mo a + (I + ngy A ) 

= {mv B + (| ks$ + mgy B ) 

1(4 kg) (2 m/s) 2 + { (400N/m)(0.1 m - 05m) 2 + 0 
= \ (4kg)v^ + |(400 N/m)(V(0.4 m) 2 + (03 m) 1 - 02 m) 1 + 
[4(9.81 )N](-(0.1 m + 03 m)> 

= L%2m/s = L%m/s Resp. 


Capftulo 15 

F15-1. (i) m(u I ) I + 2 


/' 


F x dt = m(l5)i 

(0.5 kg)(25 m/s) cos 45" - J F x dt 
= (0.5 kg)(10 m/s)cos 30° 

/,= J F x dt = 4509 N-s 

( + t) + 2 / F y dt = m(v 2 ) y 

J n 

- (05 kg)(25 m/s)sen 45° + j F y dt 
= (0.5 kg)(10 m/s)sen 30° 

/,,= J F y dt = 11.339 N-s 

/ = j Fdt = V(4.509 N ■ s) 2 + (11.339 N -s) 2 


= 12.2 N-s 


Resp. 


r ' 2 

FL5-2. ( + t) m(vi) y + 2 / F y dt = m(vz) y 

J /I 

0 + A (4 s) + (1001b)(4s)sen 30° 

- (1501b)(4s) =0 

N = 1001b 

j * 

(2.) m(t>i)x + S / F x dt = m(t>j) x 
Jii 

0 + (100 lb)(4 s)oos 30° - 0.2(100 lb)(4s) 

= (H^ug)* 

v = 57.2 pies/s Resp. 

F15-3. Tiempo para q ue se inicie el movimien to. 

+ T SFj = 0; N - 25(981) N = 0 N = 245.25 N 
t,ZF x = 0; 20t 2 - 03(245.25 N) = 0 t = 1.918 s 

(i) m(t>,) x + 2 f F x dt = m(t>j) x 
Jii 

1r ^ a 

0 + / 2 0t 2 dt - {025(245.25 N))(4 s - Ulg s) 

J 1.91ft a 

= (25 kg}* 

v = 104 m/s Resp. 

f a 

FI5-4* (X) m(Vi)x + 2 / F x dt = 

Jtl 

(1500kg)(0) + [1(6000 N)(2s) + (6000 N) (6 s - 2s)J 
= (1500 kg) v 

v = 20 m/s Resp. 

F15-5* Vehfculo deportivo utilitario y remolque, 

a 

s j Fx dt = m{v2)x- 

Ji 1 

0 + (9000 N)(20 s) = (1500 kg + 2500 kg)t> 
w = 45.0iti/s Resp. 


Remolque, 

r ^ 

"i(fi)x- + 2 / F x 'dt= m(Vi) x . 

Jii 

0 + T(20s) = (1500 kg)(45.0 m/s) 

T = 3375 N = 3375 kN Resp. 
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F15-6* Bloque B: 

(+i) mv\ + If dt = mV2 
0 + 8(5) - r(5) = 3^(1) 

T = 7.95 lb Resp. 

Bloque A: 

(i) m i\ + / F dt = mV 2 

0 + 7.95(5) - *t(10)(5) = ^(1) 

fit = 0.789 Resp. 

F15-7. (i) m A (v A )i + m B (t> B )i = m A (v A ) 2 + ra s (t»s)j 

(20(10 3 )kg)(3 m/s) + (15(10*) kg)(-1.5 m/s) 

= (20(100 kg)(^) 2 + (15 (10 3 ) kg) (2 m/s) 

(i>a )2 = 0.375 m/s -*■ Resp. 

f ‘ 2 

(i) m(t> s )i + 2 / F dt = m(t > B ) 2 
Ji 1 

(15(10*) kg)( - 1.5 m/s) + ^(0.5 s) 

= (15(10*) kg(2 m/s) 

Fprom = 105(10*) N = 105 kN Resp. 

F15-8. (i) m p [( Vp)^ + m t [(ti c )i] x = (m p + m c )t»j 

5[ 10(f)] + 0 = (5 + 20)^ 

v? = 1.6 m/s Resp. 


F15-1L (i) m A (v A h + m B (t> B )l = (m A + m B )v 2 
0+ 10(15) = (15 + 10)t>2 

t »2 = 6 m/s 
T t + V, = T 2 + V 2 

2 (™A + ™b)$ + (K)l = 2 ( m A + m B )V3 + (VJi 

1(15 + 10)(6 2 ) +0 = 0 + |[lo(lO*)Jr£ jbl 
■Sffli* = 0.3 m = 300 mm Resp. 

F15-12. (i) 0 + 0 = ra^i)^ — m c v c 
0 = (20 kg) (v p ) T - (250 kgK 
(tv), = 12,5 (1) 

v P = *c + y p/c 

(tv)*i + (t > p ) y i = —t> r i + [(400 m/s) cos 30° i 
+ (400 m/s) sen 30° j] 

W + (v p ) y i = (346.41 - tOI + 200j 
(*,), = 346.41 - v c 
(v p ) y = 200 m/s 

(Up,), = 320.75 m/s v c = 25.66 m/s 

Vp = V (v p )? + (tg, 2 

= V (320.75 m/s) 2 + (200 m/s) 2 
= 378 m/s Resp. 


F15-9, T, + Vt = T 2 + V 2 

|«a(-Ma)i + (t%)] = 2 m A (v A )l + (t>g>2 
1(5) (5) 2 + 5(981)(1.5) = |(5)(^)| 

(^)2 = 7.378 m/s 

(i) m A { v^2 + ™B(v B h = {™a + %)« 
5(7.378) + 0 = (5 + 8)t) 

v = 2.84 m/s Resp. 


F15-13. (i) 


(i>g)2 ~ (*U>2 
Wi - (t) B )i 
(9 m/s) - (1 m/s) 
(8 m/s) - (-2 m/s) 


F15-14. (i) m A (v A ) t + m B (t> B )] = m A (v A ) 2 + m^v B ) 2 
[15(10*) kg](5 m/s) + [25(l0*)](-7 m/s) 

= [15(10*) kg]^ + [25(lO*)](t> B ) 2 


F15-10. (i) m A (v A ) 2 + ra B (ti B )j = m A (v A ) 2 + m A (v B ) 2 
0 + 0 = 10(^2 + 15(l» B ) 2 (1) 

T\ + Vi = T 2 + V 2 
\ m A (v A )l + ? m B (ti B )? + (H)i 

= %m A (v A ) 2 + |m B (ti B ) 1 + (VJ 2 

0 + 0 + |[5(l0 3 )](o.2 2 ) 

= l(10>(*>4)2 + ^(15)(%)| + 0 


5(tU)2* + 7-5 M 2 = IOO 

(2) 

A1 resolver las ecuaciones (1) y (2), 


(v 3 ) 2 = 2.31 m/s -*■ 

Resp. 

(^^ 4)2 = - 3.464 m/s = 3.46 m/s<- 

Resp. 


15(tu) 2 + 25 (w b ) 2 = -100 (1) 

Cbn la ecuacidn del coeficiente de restitueidn, 

,+ v _ («fl)2 - M2 

^ e (Ml - Ml 

= M2 - (M2 

5 m/s - (-7 m/s) 


(v B h ~ W 2 = 7.2 

(2) 

A1 resolver^ 


(v B h = m / s 

Resp. 

(^ 4)2 = -7 m/s = 7 m/s *- 

Resp. 
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FI5-15* 7i + Vi = T 2 + V 2 

5 + fng(h A ), = k m(v A ^ + mg(h A ) 2 

j(^slug)(5 pies/s) 2 + (301b)(10pies) 

= \{^i + 0 

(t?,i )2 = 25.87 pies/s *- 

( 1 ) m A (v A ) 2 + m B ( v B ) 2 = m A (v A ) 3 + m B {v B ) 3 
(525 slug) (25.87 pies/s) + 0 

= + (m slu s)K)3 

30(^) 3 + 80(t> fl )j = 775.95 (1) 

“ (®a)3 


(t) 


e = 


0.6 = 


(V A )2 - ( v B )i 

(%>3 - (^>3 


25.87 pies/s - 0 
(v B h ~ (v A ) 3 = 15.52 (2) 

A1 resolver las ecuaciones (1) y (2), obtenemos 
(v B )i = 11.3 pies/s *- 

(v A h = ~ 4.23 pies/s = 423 pies/s Resp. 
F15-16* DespuSs de la eolisitfn: 7i + S(7t_ 2 = T 2 

)( v a)1 ~ 0-2(5)(^) = 0 

(v A ) 2 = 1-465 pies/s 

5^) Ml - 0.2(10)(i) = 0 

(v B ) 2 = 1.794 pies/s 

Sml'| = SraBj 

355 (Ml + 0 = 552 (1.465) + (1.794) 

Wi = 5.054 

= M 2 ~ M 2 _ 1.794 - 1.465 
e Wi - Mi 5.054 - 0 
= Q0652 

F15.17. (+T) *i[MJ, = m[(tfc)d, 

[(ft) 2 ]. y = [(»fc)i] v = (20 tn/s)sen30° = 10 m/s t 
M 2 ~ [Male 


Resp. 


(i) 


e = 


[Mi]* - Wi 
« “ [MjL 


075 = 

(20 m/s)eos 30° — 0 
[(tfc) 2 lr = - 12.99 m/s = 12.99 m/s <- 

M2 = VfWdMWd 2 

= V(12.99 m/s ) 2 + (10 m/s ) 2 
= 16.4 m/s Resp. 


„ ./[Mai A 10 m/s \ 

" 130 UM 2 W " 1311 112.99 m/sJ 
= 37.6° Resp. 

F15-18. Smjtiji = Xm( v x ) 2 

0 + ^ = 352 (1) + 3L2 ( w Bt)2 

{v B i ) 2 = -0.1818 pie/s 

Sm(Vj,)] = 'S.m(Vy)2 

555 (3) + o = 0 + (ffly )2 

M)a = 0.545 pie/s 

^b)2 = V(-0.1818) 2 + (0.545) 2 

= 0.575 pie/s Resp. 

F15-19. H 0 = Z.mvd\ 

Ho = [2(10)(|)](4) - [2(10)(|)](3) 

= 28 kg- m 2 /s!) 

F15-20. H P = Xmurf; 

H P = [2(15) sen 30°](2) - [2(15) cos 30°](5) 

= -99.9 kg - m 2 /s = 99.9 kg - m 2 /s^l 

F13-2L (//,)] + x/ M z dt = (Hj 2 


5(2)(1.5) + 5(1.53(3) = 5t>(1.5) 
v = 5 m/s 


Resp. 


F15-22. (74), + 2 J M z dl = (H z ) 2 

j s 

0 + j (100(f)(1.5)* = 5u(1.5) 

V = 12.8 m/s Resp. 

FU-23. (74), + X J M z dt = (74) 2 
f 5& 

0+ / 0.9/ 2 dt = 2t>(0.6) 
in 

if = 31.2 m/s Resp. 

F15-24. (74), + X J M z dt = (74) 2 

0+2 ft* + 2(10) (0.5) (4) = 2[10ti(0.5)] 


v = 10.4 m/s 


Resp. 
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Caprtulo 16 

F16-L 0 = (20 rev)(T^) = 40irrad 

to 2 = to^ + 2a c (6 - 0q) 

(30 rad/s) 2 = 0 2 + 2a r [(4fhT rad) - 0] 

a c = 3.581 rad/s 2 = 3.58 rad/s 2 Resp. 

(O — + aj 

30 rad/s = 0 + (3.581 rad/s 2 )/ 1 
f = 8.38 s Resp. 

F16-2. % = 2(0.0050) = (0.010) 

« = o>£ = (0.005 0 2 )(O.O10) = 50(l0> 2 rad/s 2 
CUando 0 = 20 rev(2ir rad/1 rev) = 40 tt rad, 
a = [50 (i0 _<5 )(41>jt) 3 ] rad/s 2 
= 99.22 rad/s 2 = 99.2 rad/s 2 Resp. 

F16-3. to = 40 

150 rad/s = 4S I/2 
0 = 1406.25 rad 



t = 

t = \ (1406.25) 1/2 = 18.75 s Resp. 

H6~4. to = f, = (1.5* 2 + 15) rad/s 

« = f = (3f)rad/a 

to = [l.S^ 2 ) + 15] rad/s = 28.5 rad/s 
a = 3(3) rad/s 2 = 9 rad/s 2 . 

V = (or = (28.5 rad/s) (0.75 pie) = 21.4 pies/s Resp. 
a = ar = (9 rad/s 2 )(0.75 pie) = 6.75 pies/s 2 Resp. 
F16-5* (o d(o = a dS 

f (odo> = f 0.50 dO 
Jfl Ji) 

to = (0.70710) rad/s 

Qjando0 = 2 rev = 4w rad, 

to = [0.7071(4^)] rad/s = 8.886 rad/s 

tip = tor = (8.886 rad/s) (0.2 m) = 1,78 m/s Resp. 

(trp), = ar= (0.50 rad/s 2 )(0.2 m)| fl=4 „ ra(i 
= 1.257 m/s 2 


(a P )„ = to 2 r = (8.886 rad/s) 2 (0.2 m) = 15.79 m/s 2 

a, = V(^p) 2 + (a P )l 

= V(1.257 m/s 2 ) 2 + (15.79 m/s 2 ) 2 
= 15.8 m/s 2 Resp. 



= (4.5 rad/s 5 ) (sUf) = 1.5 rad/s 5 
W B = ( w s)o + a B t 

top = 0 + (1.5 rad/s 2 )(3 s) = 4.5 rad/s 
0b = (0s)n + (%)o ( + 2 a Bt 2 
0 S = 0 + 0 + j (1.5 rad/s 2 )(3 s) 2 
B b = 675 rad 

tt = a B r D = (4.5 rad/s)(0.125 m) 

= 05625 m/s Resp. 

s c = e B r D = (6.75 rad)(0.125 m) = 084375 m 

= 844 mm Resp. 

F16-7* s B = v A + a> X r B i A 
—tf»j = (3l)m/s 

+ (tok) X (-15 cos 30°l + 15 sen 30 D j) 

—!>pj = [3 - toAB(1.5 sen 30°)]* - to(1.5eos 30°)j 
0=3- to(1.5sen 30°) (1) 

-tip = 0 - to(1.5cos30°) (2) 

to = 4 rad/s ti s = 5.20 m/s Resp. 

F16-8. v s = v A + to X i Bf A 

(tip)*! + (tip),J = 0 + (-10k) X (-0.61 + O.fij) 
(t's),i + (v 3 ) y i = 61 + 6j 
(ti B )x = 6 m/s y (t>p), = 6 m/s 

f b = V(t?p) 2 + (tip) 2 

= V(6m/s) 2 + (6 m/s) 2 
= 8.49 m/s Resp. 

F16-9. v s = v A + at X t BjA 

(4pies/s)i = (-2pies/s)i + (-tok) x (3 pies)j 
41 = (-2 + 3to)i 

to = 2 rad/s Resp. 
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116*10* Y A — ^ ^A 

= (12 rad/s)k X (0.3 m)j 
= [-3.61] m/s 
v B = v A + (o Ag X t B/A 

t? B j = (-3.6 m/s)l 

+ ("Aflk) X (0.6 cos 30°i - 06 sen 30°j) m 
%j = [&Mfl(0.6 sen 30°) - 3.6]i + aMa(0.6cos30°)j 
0= ^(0.6 sen 30°) - 3.6 (1) 

% = £>>Aa(0.6 cos 30°) (2) 

a> AB = 12 rad/s % = 6.24 m/s f 

FI6-11. = Vg + ftlgc x *c/g 

vd = (-601) pies/s 

+ (-«ack) X (-2.5cos30°i + 2.5 sen 30°j) pies 
= (-60)1 + 2.165&J SC j + 1.25oj a( i 

0 = -60 + 1.25w sc 
t*c = 2.165 a>BC 

disc = 48 rad/s Resp. 

v c = 104 pies/s 
116 “ 12. Yg = V A "t* (i> X Sgi A 

-v b cqs 30° 1 + %sen 30° j = (-3 m/s)j + 
f-wlc) X (-2sen45°i - 2cos45°J)m 
-0.8660%i + 0-5t> s j 

= — 1.4142&J + (1.4142&J - 3)j 
-0.8660% = —1.4142w 
0.5% = 1.4142(0 - 3 

(o = 5.02 rad/s % = 8.20 m/s Resp. 

FI 6*13. o) AB = — = ^ = 2 rad/s Resp. 

r AjCl 3 

T C j Ci = Vl.5 2 + 2 2 = 2.5 m 
<t> = taiT‘(£) = 53.13° 


v c = toABrc/ci = 2(2.5) = 5 m/s Resp. 

6 = 90° —<f> = 90° - 53.13° - 36.9° Resp. 
F16-14* vg = to A g fs/A = 12(0.6) = 7.2 m/s i 

v c = o Resp. 

% 12 * At 

(Ogc = -= — = 6 rad/s Resp. 

r B/Cl 12 

116*15. (o = = -A. = 20 rad/s Resp. 

r ojci 0.3 

r AjC} = Vo.3 2 + 0 . 6 2 = 0.6708 m 

4> = tan -1 (ji§) = 26.57° 

v A = wa/ci = 20(0.6708) = 13.4 m/s Resp. 
& = 90° -<£ = 90° - 26.57° = 63.4°-^ Resp* 


F16-16* 


El Cl puede localizarse por medio de triangulos 
semejantes. 


0.5 - r C /cj _ r C ja 

3 “ "TT 

= = 15 
r C /ci 0.1667 


r c/ci 

= 9 rad/s 


- 01667 m 

Resp. 


AdemiSj rQja — 0.3 — rcfci ~ 0-3 — 0.1667 
= 0.1333 m. 


Vo = tor 0 {cj = 9(0.1333) = 1.20 m/s Resp. 


F16-17* Vg — (orgjA — 6(0.2) — 1.2 m/s 
fB/a = 0.8 tan 60° = L3856 m 

r c/ci = drlr = L6 m 

toBC = = . id*- = 0-8660 rad/s 

r B/Cl LjojO 

= 0.866 rad/s Resp. 

Entonces, 

v c = mbc feta = 08660(1.6) = 1.39 m/s Resp. 


F16-1&. Vg — (o A g ^BjA ~ 10(0.2) — 2 m/s 

Vc — &CD r C/D — ^ d ( 0 . 2 ) —*• 

r B/ci — “ 04619 m 

r c/ci = 0.4 tan 30° = 02309 m 

0>BC= ^ = 0^19 = 4330 ta6/S 
= 4.33 rad/s Resp. 

Vc — WBC r CfCI 

<o CD ( 0.2) = 4330(0.2309) 

to CD = 5 rad/s Resp. 

F16-19. to = = %=2 rad/s 

r A/CI 3 

a B = a A + a X tg/ A - I0 2 tg/ A 

dsl = -5j + («k)x(3i - 4|) - 2 2 (3i - 4j) 


dgl = (4« - 12)l + (3a + ll)l 
ag = 4a — 12 
0= 3a + 11 

a = -3,67 rad/s 2 Resp. 

d B = -26.7 m/s 2 Resp. 

F16-20. a A = Aq + a X t A/ ~ Q - (.o 2 t AiQ Resp. 

= 1.81 + (-6k) X (0.31) - 12 2 (0.3j) 

= {3.61 - 43.2j) m/s 2 Resp. 


















Problem as fundamentals 


693 


F16-2L 


FL6-22* 


F16-23* 


F16-24* 


— as + ot X t A j B — to 2 r Aj B 
31 = a si + (-*k) X (1.3j - 20 2 (0.3J) 

3i = Q.3«i + (a fl - 120)j 
3 = 0.3a cr - 10 rad/s 2 Resp. 

&A = + a ^ 

= 31 + (-10k) X (-0.61) - 2CP(— Qp6J) 

= (2431 + 6j) m/s 2 Resp. 


r A/a 0.5 “ r AfCi 


1.5 


v A 


r A/ci — 0.3333 m 
= 9 rad/s 


r A/ci 0.3333 

= ac + « X t A jc - w 2 r^c 

1-5* " M n j = -0.751 + (flc)ni 

+ (-ak) X 0.5j - 9 2 (0.5j) 

1.51 - (oAl = (0-5a - 0.75)1 + [(«t). " 40.5 ]| 
1.5 = 0.5a - 0.75 

a = 4.5 rad/s 2 Resp. 


v B = a r B/A = 12(0.3) = 3.6 m/s 

% _ 3.6 _ , ,, 

w sc — Tir — 3 rad/s 

r B /ci 1 -- 

a fi = a X t B j A - foh B / A 

= (-6k) X (0.31) - 12 2 (0.31) 

= j-43.21 - 1.8j) m/s 
8e = *g + asc x r c/B — b} BC*CjB 
a c i = (-43.21 - 1.8j) 

+ (ajck) X (1.21) - 3 2 (1.2i) 
a c i = -541 + (1 .2asc - 1.8)j 
a c = -54 m/s 2 = 54 m/s 2 *— Resp. 

0= 1 .2asc -1.8 age = 1.5 rad/s 2 Resp. 


v B = ojr B / A = 6(0.2) = 1.2 m/s —* 
r B j C , = 0.8 tan 60° = L3856 m 

Wgc = —i- = | e 2 = 0.8660 rad/s 

r BfCf l.iMDO 
*B = a X t B j A - fonts/,), 

= (-3k) X (0.2j) - 6 2 (0.2j) 

= [0.61 - 7.2j] m/s 

ac = flg + age X lcjB ~ 
a c cos 30°i + a c sen 30°j 
= (0.6i - 7.2j) + (agek X 0.8i) - 0.866tf(0.8i) 
0.8660a c i + 0.5a c j = (0.8ag C - 7.2)j 


0.8660a c = 0 

0.5/ic = 0.8cfflc “7.2 

He = o age = 9 rad/s 2 Resp. 

Capftulo 17 

F17-L i£F x = m(a G ) x ; 100$ = 100a 

a = 0.8 m/s 2 -*■ Resp. 

+ tSFj, = m(a G ) y \ 

N a + Ng - 100(|) - 100(9.81) = 0 (1) 

C + 2M C = 0; 

N a ( 0-6) + 100(|)(0.7) 

- iVg(0.4) - 100$(0.7) = 0 (2) 

N a = 430.4 N = 430 N Resp. 

Ng = 610.6 N = 611 N Resp. 

F17-2. 2F X . = m(u G )s\ 80(9.81) sen 15 B = 80a 

a = 2.54 m/s 2 Resp. 

27y = m(a G ) /, 

N a + ty, - 80(9.81) cos 15° = 0 (1) 

C+2M g = 0; 

JVji(0.5) - Wg(0.5) = 0 (2) 

N a = N b = 379 N Resp. 

F17-3. C+2M, = £(MtU 10(|)(7) = g^(3.5) 

a = 19.3 pies/s 2 Resp. 

iSF x = m(* G ) x ; A x + 10(|) = ^(19.32) 

A x = 61b Resp. 

+ tSF v = m{a c ) y \ A y - 20 + 10$ = 0 
Ay = 12 lb Resp. 

F17-4. F a = p s N A = Q.2 N a F b = ii'Ng = Q.2N B 
iSF x = m(a G ) x ; 

0.2N a + 0.2 N B = 100a (1) 

+ t2F^ = 10 ( 4 ?),; 

N a + N b - 100(9.81) = 0 (2) 

C+2A/ g = 0; 

0.21^(0.75) + ty(0.9) + 0.2JV S (0.75) 

- iV fl (0.6) = 0 (3) 

A1 resolver las ecuaciones (1), (2) y (3), 

N a = 294.3 N = 294 N 
N b = 686.7 N = 687 N 

a = 1.96 m/s 2 Resp. 


Como N a es positive, la mesa se deslizard antes 
de volcarse. 
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F17-5. (a G ), = ar = a (1.5 m) 

(a G )„ = firr = (5 rad/s) 2 (1.5 m) = 37.5 m/s 2 
2F, = m(a G ),\ 100 N = 50 kg[a(l.5 m)] 

a = L33 rad/s 2 Reap. 

SF„ = m(a G )„; T ab + T cd - 50(9.81) N 
= 50kg(37.5 m/s 2 ) 

T A b + T cd = 2365.5 

C + SA/ G = 0; 7^(1 m) - 7^1 m) = 0 

Tab = T cd = 1182.75 N = L18 kN Resp. 

F17-6. C+SM c = 0; 

O y (0.6) - 450 = 0 D y = 750 N Resp. 

(a G )„ = o/r = ft 2 (0.6) = 21.6 m/s 2 
(a G ), = ar = a (0.6) 

+ T SF, = m{a G ),\ 

750 - 50(9.81) = 50[a(0.6)] 


a = 8.65 rad/s 2 

Resp. 

iSF„ = m(a G )„; 


Fab + D x = 50(21.6) 

a) 

C + 2Af G = 0; 


D x (0.4) + 750(0.1) - F ab (0A) = 0 

(2) 

D x = 446.25 N = 446 N 

Resp. 

F ab = 633.75 N =634 N 

Resp. 


F17-7- I G = mkl = 100(0.5 2 ) = 25 kg * m 2 

C +SM C = I(ja\ -100(0.6) = -25a 
a = 2.4 rad/s 2 

o) = Wfl + olJ 

ht = 0 + 2.4(3) = 7.2 rad/s Resp. 

F174J* I 0 =\mr 2 = \ (50) (0.3 2 ) = 225 kg ■ m 2 

C +SM C = Iqol\ 

—9t = —2.25a a = (4/) rad/s 2 
dto = a dt 

pili ft 

I dot = I 4/ dt 
Jo Jo 

at = (21 2 ) rad/s 

at = 2(4 2 ) = 32 rad/s Resp. 

FI 7-9. (a G ), = ar G = a(0.15) 

(%)„ = io 2 r a = 6 2 (0.15) = 5.4 m/s 2 
I G = I G + md 2 = £(30)(0.9 2 ) + 30(0.15 2 ) 

= 2.7 kg-m 2 

C +2 Mq = I 0 a‘ 60 - 30(9.81 )(0.15) = 2.7a 
a = 5-872 rad/s 2 = 5.87 rad/s 2 Resp. 


isF„ = m(a G )„; O n = 30(5.4) = 162 N Resp. 
+ tSF, = m(a G ),; 

O, - 30(9.81) = 30[5.872(0.15)] 

O, = 320.725 N = 321N Resp. 

F17-10. (a G ), = ar G = a(0.3) 

(a G )„ = b) 2 r G = lO^OJ) = 30 m/s 2 
/ 0 = / G + md 2 = ±(30)(0.3 2 ) + 30(0.3 2 ) 

= 4.05 kg • m 2 

C +2M 0 = I 0 ct, 

50(j)(0.3) + 50 ( j) (0.3) = 4.05a 
a = 5.185 rad/s 2 = 5.19 rad/s 2 Resp. 

+ f2F„ = m(a G )„; 

O n + 50(|) - 30(9.81) = 30(30) 

O n = 1164.3 N = 1.16kN Resp. 

iS F, = m(a G ),; 

O, + 50(f) = 30[5.185(0.3)] 

O, = 6.67 N Resp. 

F17-1L I G = fenp = £(15 kg)(0.9 m) 2 = L0125 kg - m 2 

(0G)n = w 2 r G = 0 

(a G ), = a(0.15 m) 

Iq = I G + mdoG 
= 1.0125 kg-m 2 + 15 kg(0.15 m) 2 
= 1.35 kg - m 2 
C +SM 0 = I 0 a\ 

[15(9.81) N](0.15 m) = (1.35 kg - m 2 )a 
a = 16.35 rad/s 2 Resp. 

+ i 2F, = m(a G ),; - O, + 15(9.81)N 

= (15 kg)[16.35 rad/s 2 (0.15 m)] 

O, = 110.36 N = 110 N Resp. 

iSF„ = m(a e )„; O n = 0 Resp. 

F17-12. (a G ), = ar G = a( 0.45) 

(a G )„ = arr G = 6 2 (0.45) = 16.2 m/s 2 
lo = $ml 2 = |(30)(0.9 2 ) = 8.1 kg-m 2 
C +2M 0 = I Q a\ 

300 ( 3 ) ( 0 . 6 ) “ 30(9.81)(0.45) = 8.1a 
a = 1.428 rad/s 2 = 1.43 rad/s 2 Resp. 

iSF„ = m(a G )„; O n + 300(f) - 30(16.2) 

O n = 306 N Resp. 

+12F, = Q + 300(f) - 30(9.81) 

= 30[1.428(0.45)] 

O, = 73.58 N =73.6 N Resp. 


Problem as funqamentales 
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F17-13. Iq = ±ml 2 = ^(60)(3 2 ) = 45 kg - m 2 
+ f 'S.Fy = m(a G )y\ 

80 - 20 = 60a G a G = lm/s 2 T 
C +SA/ g = I G a\ 80(1) + 20(0.75) = 45a 



a = 2.11 rad/s 2 

Resp. 

F17-14* 

C +%M a = (M k U 
-200(0.3) = -100a G (0.3) - 4.5a 



30d G + 4.5a = 60 

(1) 


a G = ar = a(0.3) 

(2) 


a = 4.44 rad/s 2 a G = 1.33 m/s 2 —* 

Resp. 

F17-15. 

+1 'S.Fy = m(a G ) y \ 

N - 20(9.81) = 0 N = 196.2 N 
iSF T = m(a G ) x ; 05(196.2) = 20a G 



a 0 = 4.905 m/s 2 —*■ 

C +XM G = / G a; 

0.5(196.2) (0.4) - 100 = -1.8a 

Resp . 


a = 33.8 rad/s 2 

Resp, 

F17-16* 

C +2M a = 



20(9.81 )set*30° (0.15) = 0.18a + (20a G )(0.15) 
0.18a + 3a Cl = 14.715 
% = ar = a(0.15) 


a = 23.36 rad/s 2 = 23.4 rad/s 2 

Resp . 


fl G = 3504 m/s 2 = 350 m/s 2 

Resp. 

FL7-17. 

+127> = m(a G )y\ 

N - 200(9.81) = 0 N = 1962 N 
= m(a G ) x \ 



T - 02(1962) = 20Oa G 

C +'LM A = 450 - 02(1962)(1) 

(i) 


= 18a + 200fl O (0.4) 

(^a)i 0 H A (^a)h 

= a A + ot X i G/A - m% jA 

a G i = - a 4 + ak X (0.4j) - a?(-0.4j) 
a G i = 0.4ai + (0.4*? - a A )i 

(2) 


a G ~ 0.4a 

A1 resolver las ecuaciones (1), (2) y (3), 
a = 1.15 rad/s 2 a G = 04^1 m/s 2 

(3) 


T = 485 N 

Resp. 


F17-18. iSF x = m(a G h; 0 = 12(*,), (a G ) x = 0 

C +XM A = (M k ) A 

-12(9.81)(0.3) = 12 (a G ),(0.3) - £( 12 )( 0 . 6 ) 2 a 
0.30a - 3.6 (a G ) y = 35.316 (1) 

to = 0 

= a A + a X TQfA — UpTcfA 
(*?),) - «Ui + ("<*) X (0.31) - 0 
C-to),J = (0 a)1 - 0.3 j 

^ = 0 /tesp. 

(«&), = "»- 3 « ( 2 ) 

A1 resolver las ecuaciones (1) y (2) 
a = 24.5 rad/s 2 

(a G ) y = -7.36 m/s 2 = 7.36 m/s 2 i Resp. 

Capi'tulo 18 

F18-1. l Q = mk% = 80(0.4 2 ) = 12.8 kg - m 2 
T, = 0 

T 2 = \ lato 2 = 5 (12,8)oi 2 = 6.4a? 

S =8r = 20 ( 2 - 7 r )(0. 6 ) = 24u m 
Tj + SUj-2 = 7^ 

0 + 50(24*) = 6.4a? 

to = 24.3 rad/s iitop. 

F18-2* Tj = 0 

T 2 = | m(i^) 2 + ^ 

= j {wi slug)(2.5wj ) 2 
+ l [ 4(^1 slug) (5 pies) 2 ]«i 
T 2 = 6.4700&4 
o, 

lo = |m / 5 = | (^5 slug) (5 pies ) 2 
= 12.9400 slug-pie 2 
Ete modo que 

T 2 =\l^=\ (12.9400 slug-pie 2 )^ 

= 6.4700a? 

T| + 2{7j_2 = 7) 

7) + [-W% + AM] = T 2 
0 + [-(50 lb)(2,5 pies) + (1001b-pie)(f)] 

= 6.4700a? 

(02 = 2.23 rad/s /tesp. 
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Sqluciones PARC I ales y respuestas 


F1S-3* (%)j — °*2 r Gfci — w 2 (2.5) 

l c = ±ml 2 = ± (50)(5 2 ) = 104.17 kg • m 2 
7j = 0 

T 2 = 5 m(t> g) 2 + 5 / G 4 

= j(50)[g>2(2.5)] 2 + 1(104,17)4 = 208,334 
Up = Psp = 600(3) = 1800 J 
U w = -Wh = -50(9.81)(2.5 - 2 ) = -245.25 J 
T\ + 2t/]_j = 7j 

0 + 1800 + (-245.25) = 208.334 

{02 = 2.732 rad/s = 2.73 rad/s Reap. 

FI8-4. T = |mtb 2 + \ Itfo 2 

= | (50 kg)(0.4 &>) 2 + \ [50 kg(0-3 m) 2 ]4 
= 6.2 5io z J 
O f 

T=il cl a? 

= \ [50kg(0.3 m ) 2 + 50 kg(0.4 m) 2 ]4 
= 6.25m 2 J 

So = $r = 10 ( 2 - 7 rrad)( 0.4 m) = 8 ir m 

T| + St/i-2 = T 2 

Ti + P cos 30° So = T 2 

0 + (50N)cos30°(8^ m) = 6,25^ J 

to = 13.2 rad/s Resp. 

F18-5. I c = £ ml 2 =£ (30)(3 2 ) = 22.5 kg ■ m 2 
T, =0 

T 2 = 5 mtjQ 2 + j / g m 2 

= 5 (30)[m(0,5)] 2 + |(22 .5 )m j = 15m 2 
/ G = I G + md 2 = n(30)(3 2 ) + 30(0.5 2 ) 

= 30 kg - m 2 
O, 

T 2 = \ = \ (30)ta? = 15 m 2 

jj = dri = 8-77(0.5) = 477 m 
j 2 = $r 2 = 8-77(1.5) = 12-77m 

Up, = P 2 S 2 = 20(12t r) = 24077 J 
U M = MB = 20[4(2t7)] = I 6 O 77 J 
T t + St/,_ 2 = T 2 

0 + 12077 + 24077 + I 6 O 77 = 15m 2 
m = 10.44 rad/s = 10.4 rad/s Resp. 


F18-6. v 0 = (or = m(0.4) 

l Q = mkh = 20(0.3 2 ) = 1.8 kg-m 2 
T, =0 

T 2 = 5 7 n lg + ^ 

= 5 (20) [m(0.4) ] 2 + 1(1.8)m 2 
= 2.5m 2 

U„=M0 = Aff^j = 50 (^j = 2500 J 

Tj + XU1-2 = T 2 
0 + 2500 = 2.5m 2 

w = 31.62 rad/s = 31.6 rad/s Resp. 

F18-7* Vq = cor = w(0.3) 

l G =\mr 2 = \ (30)(0.3 2 ) = 1.35 kg - m 2 
T, = 0 

t 2 =jffl(%) 2 + j/ g 4 

= ^(30)[m2(0.3)] 2 + 5(1.35)4 = 2.0254 
(V g )i = »>, = 0 

(v g ) 2 = -Wyt = -30(9.81)(0.3) = -88.92 J 
T t + Vi = T, + V 2 
0+ 0 = 2.0254 + (-88.29) 
dh = 6.603 rad/s = 6,60 rad/s Resp. 

F18-8, Vo = wrofci = w(0.2) 

I 0 = mkl= 50(0.3 2 ) = 4.5 kg • m 2 
^ =0 

T 2 = | m[Vo) 2 + 5/^4 
= |(50)[m2(0.2)] 2 + | (4,5)4 
= 3.254 
(v,)i =wn = o 

(v g ) 2 = -W } h = -50(9.81)(6 sen 30°) 

= -1471.5J 
Ti + Vi = T 2 + V 2 
0+ 0 = 3.25m 2 + (-1471.5) 
tth = 21.28 rad/s — 213 rad/s Resp. 


Problem as fundamentals 
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F18-9* Vq — (or a — w(1.5) 

l c = ^(60)(3 2 ) = 45 kg ■ m 2 
T, =0 

T 2 = 5 m{Va)i + 5 hi^i 

= i(60)M1.5)] J + K«)“i 

= 906)1 

O, 

T 2 =\l<A = \ [45 + 60(l.5 2 )]tal = 90wl 
(^)i = W* = 0 

(v g ) 2 = -Wyz = -60(9.81)(1.5 sen 45°) 

= -624.30 J 
(n) t = ' 2 ks\ = 0 

{V e ) 2 = \ks\ = 5 (150)(3 sen 45 0 ) 2 = 337.5 J 
T i +V i =T 2 + V 2 
0+ 0 = 9ftwi + [-624.39 + 337.5] 
o)j = 1.785 rad/s = 1.79 rad/s Resp. 

F18-10. Dg = tor G = 6)(0.75) 

Iq = ^(30)(l.5 2 ) = 5.625 kg-m 2 

Ti =0 

T 2 = 5 m(%) 2 + j Iqo^ 

= ?(30)[6)(0.75)] 2 + 1(5.625)6)? = 11.256)? 

O, 

T 2 =\l<M = ?[ 5.625 + 3f}(0.75 2 )]^ 

= 11 . 256 )? 

(vji = wn = 0 

te ) 2 = -Wy> - -30(9.81)(0.75) 

= -220.725 J 

(K)i = 1*4 = 0 

(K>i = \ks\ = ?(80)(V2 2 + 1.5 2 - 0.5 ) 2 = 160J 
T\ +V\ = T 2 + V 2 

0 + 0 = 11.256)? + (-20.725 + 160) 

6 ) 2 = 2323 rad/s = 2.32 rad/s Resp. 

F 18 ‘ll. (Vg )2 = 6)2 fQjCi = 6 ) 2 ( 0 . 75 ) 

I G = £ (30)(l.5 2 ) = 5.625 kg * m 2 

7 ) =0 

T 2 = %m(v G ) 2 + ? I G a% 

= 1(30)[6) j (0.75)] 2 + 1(5.625)6)? = 11.256)? 


(V g )i = W yi = 30(981)(0.75 sen 45") = 156.08 J 

fo)i = = 0 

(k)i = M = 0 

(VJi = ? ksl = ?(300)(1.5 - 15 cos 45 D ) 2 
= 28.95 J 

Ti + V, = T 2 + V 2 

0+ (156.08 + 0) = 11.256)? + (0 + 28.95) 

6)2 = 3362 rad/s = 3.36 rad/s Resp. 

F18-12. (F g ), = -W yi = -[20(9.81) N](l m) = -196.2 J 

(V s h = 0 
(K)i = l *■? 

= 1 (100 N/m)(V(3 m) 2 + (2 m) 2 - 0.5 m) 
= 482.22 J 

(F e ) 2 = 1 *j? = l(100N/m)(l m - 0.5 m) 2 
= 12.5 J 
T, =0 

T 2 =l/V = l[l(20kg)(2m)V 
= 13.33336) 2 
T t + Vi = T 2 + V 2 
0+ [-196.2 J + 482.22 J] 

= 1333336)? + [0 + 12.5 J] 

(02 = 4.53 rad/s Resp. 

Caprtulo 19 

F19-L C. +/ 0 &J 1 + X f M Q dt = 

Jit 

r s 

3 i 2 dt = [60(o.3 J 2 ]ct »2 

6)2 = 11.85 rad/s = 11.9 rad/s Resp. 

H9.2. C +(H A )i + xJ Z M A dt = (H A ) 2 

0 + 300(6) = 300(0.4 2 )6>2 + 300[6)(0.6)](0.6) 
iih = 11.54 rad/s = 11,5 rad/s Resp. 

i m(t))) x + 2 [ F x dt = m(?)2)x 
Jit 

0 + F f ( 6) = 300[11p54(Op6)] 

F f = 346 N Resp. 
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F19-3* 


FI 9-4* 


*>A = b 3 A T AjCl = <°A (0-15) 

C = 0; 9 - .4,(0.45) =0 A, = 20 N 

C HH C )i + 2 / = (// c ) 2 

J'i 

0 + [20(5)](0.15) 

= 10K(0,15)](0.15) 

+ [io(o.i 2 )]«„ 

( o A = 46,2 rad/s /top. 

= mkX = 10(ft08 2 ) = 0.064 kg-nr 
l B = mkl= 50(0.15 2 ) = 1.125 kg-m 2 

= = (of )" 8 = 2 " 8 

C + Ia(wa)i + ^ j ( M A dt = I a {^a)i 

/ 5s 

F(Q.l)dt = a064[2(f.j fl )5] 


■5 s 


f Fdt = 5 00 - 1.28(w B ) 2 
Ji i 

C +Jj(*8 B )l + 2 f Mgdt = /j(mj )2 

Ji, 

0 + f F(Q.2)dt = 1.125(« B ) 2 
Jo 

/ Frff = 5625 («b) 2 
Jo 

A1 igualar las eeuaciones (1) y (2), 
500 - 1.28(« B ) 2 = 5.625(<w B ) 2 
(w B ) 2 = 72.41 rad/s = 72.4 rad/s 


( 1 ) 


( 2 ) 


Reap. 


F19-5. (i) m[ (*,),], + zf F x dt = m[ (Vo),}i 

0 + (150 N)(3 s) + F^(3 s) 

= (50kg)(0.3^) 

C i + 2 J M G dt = I 0 a 2 

0 + (150 N)(0.2 m)(3s) - ^(0.3 m)(3s) 

= [(50kg)(0.175 m) 2 ]^ 
a >2 = 37.3 rad/s /top. 

F a = 36.53 N 
AdemSs, 

i + ^ J Mcidt = la^i 

0 + [(150 N)(0.2 + 0.3) m](3s) 

= [(50 kg)(0.175 in) 2 + (50 kg)(0.3 m) 2 ]^ 

o >2 = 37.3 rad/s Resp * 

™-6. ( +1) m[(tb)i], + 2 Jf, dt = m[ (tto)*], 

0 + N a (3 s) - (150 lb) (3 s) = 0 
N a = 1501b 

C + (H c ,h + 2 j M CI dt = (Hah 

0 + (25 lb *pie)(3 s) - [0.15(150 lb)(3 s)](0.5 pie) 
= slug(1.25 pies) 2 ]o>j + slugj^l pie)] (1 pie) 

t 02 = 3.46 rad/s Resp. 


Respuestas a problemas seleccionados 


Capitulo 12 


12-1 

v 1 = ffl + 2a c (j-j 0 ) 

a c = 0.5625 m/s 2 
t> = tvi + a c t 
t = 26.7 s 


12-2* 

t> = 0 + 1(30) = 30 m/s 
s = 450 m 

12-22* 

12-3* 

t = 3s 
j = 22.5 pies 

12-23* 

12-5* 

dv = a dt 

V = (6f 2 - 2^) pies/s 
= v dt 



s = ( 2 f 3 - jf 5/2 + 15 ) pies 

12-25* 

12-6* 

A = 127 pies 

V = -90.6 pies/s = 90.6 pies/s i 


12-7* 

v = 13 m/s 



Aj = 76 m 
f = 8.33 s 

12-26* 


dv 

12-27* 

12-9* 

dt = -— 



a 

t> = V 2 kt + v 0 

12-29* 

12-10* 

s A = 3200 pies 


12-11* 

a = -24 m/s 2 

As = -880 m 

St = 912 m 


12-13* 

As = 2 m 

St = 6 m 
■fprom = 0333 m/s 

12-30* 


(ivVobi = 1 rn/s 

12-31 

12-14* 

Vprooi = 0.222 m/s 



(v ra p)p r om = 2.22 m/s 

12-33* 

12-15* 

d = 517 pies 
d = 616 pies 


12-17* 

h = 5? - 4.905(f) 2 + 10 



h = 19,8If - 4.905(f) 2 - 14.905 
f = 1.682 m 

12-34* 


h = 4.54 m 

12-35* 

12-18* 

s = 1708 m 



'Uproffl = 22.3 m/s 

12-37* 

12-19* 

a \,=4 = 1.06 m/s 2 


12-21 

v A = (3f 2 - 3f) pies/s 
v B = (4/ 3 - 8f) pies/s 
t = 0s y = Is 
fise detiene 



t = Os 
t = V2s 

= 152 pies 
Ot)^ = 41 pies 
(s t )b = 200 pies 

Seleccione laraiz mayorque 10itu = 11.9 m 
v = 0.250 m/s 
v = (20e -2 ') m/s 

a = (-40e“ 2 ') m/s 2 
s = 10(l -e _2f )m 



^ = ^ ln ( 1 + fV) 


v = 4.11 m/s 
a =4.13 m/s 2 
v = 1.29 m/s 

j|,=6s = -27 -° P ies 

v = 4.50f 2 - 27.Of + 22.5 

Los instantes en que la partfcula se detiene son 

* = lsyf = 5s. 

Jto, = 0.0 pies 



Distancia entre la motocicleta y elautomdvil 

5541.67 pies 

t = 77.6s 

V = 3.67(10) 3 pies 

a = SO km/s 2 

t = 6.93 ms 

•Uprom = 10 tn/s *- 

Apron = 6 m / s2 

pelota A 

h = v 0 t' -|f 2 

V A = Vo - gt' 

h = vn(t' - 0 - | (f - if 
t>s = tVi - f(f - *) 

, 2tin + gt 
* “ 2g 
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ReSPUESTAS a PROBLEMAS SELECCIOMADOS 



V a 

= lg* i 


v B 

= 1 # r 

12-3#. 

v = 

11.2 km/s 

12-39. 

v = 

3.02 km/s i 

12-41* 

v = 

-30/ + 15/ 2 m/s 


En reposG cuando t = 0 y t = 2 


s toi 

= 30m 


Vptoa = 15 m/s 

12-42. 

St - 

= 980 m 

12-45. 

V = 

XCOSj/ 


a = 

sen j / 

12-46. 


= 16.7 m/s 

12-49. 

V = 

3t 2 — 6/ + 2 


a = 

6/ - 6 

12-5 L 

■^|;= 9 fls = 1350 m 

12-53. 

s = 

f 2 ) m y s = (12/ - 180) m 


a = 

0.4 m/s 2 y a = 0 

12-54. 

t = 

9.88 s 

12-55. 

c = 

8.75 s 


J |j=&75s — 272 m 

12-57. 

V = 

(VO.Ij 2 + 10j) m/s y 


V = 

(V-30j + 12 000) m/s 


s r = 

: 400m 

12-58. 

s r = 

: 2500 pies 

12-59. 

s = 

917 m 

12-61* 

s = 

2Z 2 


s = 

20/-50 


s = 

-Z 2 + 60/ - 450 

12-62. 


= 36.7 m/s 


s r = 

= 319 m 

12-63. 

V = 

4^3/2 y o = 2Z 2 — 18/ + 108 


s = 

f^ 2 y J = f/ 3 - 9/ 2 + 108/ - 

12-65. 

V = 

Vo.04r + 4 3 pies/s 


V = 

V20s - 1600 pies/s 

12-66. 

t = 

16.9 s 


V = 

0.8/, v = 24.0 


a = 

0.8, a = 0 

12-69. 

v = 

(0.4/ 2 ) m/s 


v = 

(8/ -40) m/s 


t r = 

16.25 s 


4=it2j s = 540 m 

12-70. 

t' = 

133 s, s = 8857 m 

12-7L 

v = 

36.1 m/s 


a = 

36.5 m/s 2 


3 [ZJ_ 

** 4 V3 b Vi 

a y = let 

12-74. a = 80.2 m/s 2 

(42.7,16.0,14.0) m 

12-75. a x = ±4/- cos 2/ 
a y = -4rsen2/ 

12-77. v = { -10 sen 2/i + 8 cos 2/j } m/s 
a = {-20 cos 2/1 - 16sen 2/j} m/s 2 
v = 9.68 m/s 
a = 16.8 m/s 2 

12-7*. v = 10.4 m/s 
a = 38.5 m/s 2 

12-79. v x = 3-58 m/s, v y = 1.79 m/s 

a x = 0.32 m/s 2 a y = 0.64 m/s 2 I 

12-81. r 0 = {21.21i - 21.21j} m 
t c = {28.981 - 7.765j} m 
(vkW = {3-««i + 6.72j} m/s 

12-82. s = 9 km 

A r = 671 km 
Vptom = 4.86 m/s 

(^ni^)])rom 6.52 m/s 

12-83. t> = Vc 2 A 2 + A 2 
a = c* 2 

32-85. v y — v x — 2 fljj 
V = 2.69 pies/s 

= a * - jk {vl + *«*) 

a = 0.0200 pies/s 2 

12 - 86 . v x = t>o [l + (xc) 2 cos 2 [f jr)]^ 

v y = ^^(cosfjr)[l + (f c) 2 oos 2 (f *)]' 

12-87. Va = 6.49 m/s 
t = 0.890 s 

12-89. v A cos 8 = 20 
v A senO = 23.3 
8 = 49.4° 
v A = 30.7 pies/s 
v B = 76,0 pies/s 
8 = 57.6° 
x = 222 m 
y = 116 m 

12-91. s = 8.68 pies 
s = 3 4.4 pies 
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12*93* 


12-94* 

12-95* 

12-97. 


12-98* 

12-99. 

12 - 101 * 

12 - 102 * 

12-103* 

12-105* 

12-106* 

12-107* 

12-109* 


12 - 110 * 

12 - 111 * 

12-113* 


12-114* 


12-115* 


1 

t = -— 

COS 0,4 

4.90 5t 2 - 30 sen M - 1.2 =0 
Resue Iva median te prueba y error, 

6 a = 7.19° y 80.5° 

$a = 30.5° Va = 23-2 m/s 
h = 14.7 pies 

y = 0 + tyiseiwMi + 

y = 0 + sen & 

X = 0 + tfc COS 
JT = 0 + ^ COS 02 h 
_ sen (0j - 0 2 ) 

g(cos02 + COS 0 1 ) 

= 94.1 m 
v A = 76.7 pies/s 
j = 22.9 pies 

20 = 0 + v A cos 30° t 

10 = 1.8 + sen 30" (f) + ^ (—9.81)(0 2 
v A = 28.0 m/s 
d = 166 pies 

Como H > 15 pies, el baldn de futbol pasa 

sabre el paste de meta. 

h = 22.0 pies 

0 = 15 sen 0 4 + (-9,81) t 

8 = 1 + 15 sen 8 A t + | (-9.81 )f 

04 = 51.4° 

d = 7.18 m 

V A = 18.2 m/s 

t = 1,195 s 

d = 12.7 m 

0i = 25.0° ^ 

02 = 85.2° ^ 

3 = 7.5 + 0 + \ (-32.2) f| 

0 = 7.5 + 0 + j(-32.2)ri 

21 = 0 + ^(0.5287) 

V A = 39-7 pies/s 

■lx = (jfi)x + (fo)x t 

i = 611 pies 
Va = 19.4 m/s 
t AB = 4.54 s 
p = 208 m 


v = 38.7 m/s 
i' = 63.2 pies/s 
a = 0.488 tn/s 2 


12-117. / = 7.071 s 
v = 5.66 m/s 
a, = v = 0.8 m/s 2 
a„ = 0640 m/s 2 
a = 1.02 m/s 2 
12-118. v = 1.80 m/s 
a = 1.20 m/s 2 
12-115. a = 15.1 pies/s 2 
Aj = 14 pies 
12-121. p = 3808.96 m 
a = 0.511 m/s 2 
12-122. a = 0.309 m/s 2 
12-123. a = 2.75 m/s 2 
12-125. v = (25 - \i*P) m/s 

Chanda el automdvil Uega a C 
t = 15.942 s 
a = 1.30 m/s 2 
12-126. a = 0.730 m/s 2 
12-127. a = 7.85 pies/s 2 
12-129. p = 79.30 m 
a = 8.43 m/s 2 
B = 38.2° 

12-130. a = 6.03 m/s 2 

12-131. a = 0.824 m/s 2 

12-133. v = (V400 - 0.25.S 2 ) m/s 

t = 2 sen -1 (^j) 

Chando t = 2 s, 
j = 33.7 m 
a, = -8.42 m/s 2 
a„ = 5.84 m/s 2 
a = 10.2 m/s 2 
12-134. a a = 4.44 m/s 2 
12-135. a B = 0.556 m/s 2 
12-137. v = {Mh + 6/j + 81t} m/s 
v = 18.8 m/s 
a = {6/i + 6j} m/s 2 
a = 13.4 m/s 2 
p = 51.1 m 
12-138. v = 3.68 m/s 
a = 4.98 m/s 2 
12-139. v = 3.19 m/s 
a = 4.22 m/s 2 

12-14L dv = a dt, v = 7.20 m/s 

a„ = 1.037 m/s 2 , a = 1.91 m/s 2 
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12-142. d = 106 pies 

a A = 9.88 pies/s 2 
a B = 1.28 pies/s 2 
12-143. a = 3.05 m/s 2 
12-145. p = 449.4 m,a„= a = 216.9 m/s 2 
12-146. a = 0.897 pies/s 2 
12-147. a = 8.61 m/s 2 
12-149. v A = 2Vj3i + 16 
$ A = 14.51 m 
d = 17.0 m 
Ma = 181.17 m/s 2 
(a„) fl = 12.80 m/s 2 
a a = 190 m/s 2 
a B = 12.8 m/s 2 
12-150. t = 2.51 s 

a a = 22.2 m/s 2 
a B = 65.1 m/s 2 
12-151. t = 10.1 s 

v = 47.6 m/s 
n = 11.8 m/s 2 
12-153* x = Q + 6.12 St 

y = 0 + 5.143f + |(-9,81)(( 2 ) 
y = {0.839jp - 0.131 jc 2 } m 
a, = 3.94 m/s 2 
a„ = 8.98 m/s 2 
12-154. v„ = 0 

V, = 7,21 m/s 
a n = 0555 m/s 2 
a, = 2.77 m/s 2 

12-155. = ^ 

12-157. 0 = (f 3 ) rad 
f = r = 0 

0 = 2554 rad/s 0 = 5.536 rad/s 2 
v = 0766 m/s 
a = 2.57 m/s 2 
12-158. a = 3.66 pies/s 2 
12-159. v = 30.1 m/s 
a = 85.3 m/s 2 
12-161. v Pi = 293.3 pies/s 

a pi = 0001 22 pies/s 2 
u = 464 pies/s 
a pr = 43 200 pies/s 2 
a = 43.2(10 3 ) pies/s 2 
12-162. « = 14.3 pulg/s 2 
12-163. v r = a sen 6 6 

Vg = (6 - a COS 0)0 


a, = (2a cos 6 - b) 6 2 + a sen 0 6 
a B = (b - a cos 6)6 + 2a0 2 sen0 
12-165. v r = 0 Va = 120 pies/s 
v = 120 pies/s 
a r = -48.0 pies/s 2 
a B = 60.0 pies/s 2 
a = 76.8 pies/s 2 
12-166. v = 2 a6 
a = “iaif 
12-167. v = 2a6 

a = 2aV40 4 + W 
12-169. v r = 0 tfe = 400(fl) 

6 = 0075 rad/s 
a r = -2.25 pies/s 2 

ag = 0 

a = 2.25 pies/s 2 
12-170. v r = 1.50 m/s 
vg = 0.450 m/s 
a r = 0.410 m/s 2 
ag = 0600 m/s 2 

12-171. v = {-116ii, - 163 m J mm/s 
a = {-5.81u, - 8.14U.} mm/s 2 
12-173. v r = 2149 m/s Vg = 3.722 m/s 
v = 4.30 m/s 
a, = -23.20 m/s 2 
ag = 11.39 m/s 2 
a = 25.8 m/s 2 
12-174. v r = 0 

v e = 0.8 m/s 
Vr = -0.0932 m/s 
a, = -0.16 m/s 2 
ag = 0 

a z = -0.00725 m/s 2 
12-175. v = 8.49 m/s 
a = 88.2 m/s 2 

12-177. t = (—200 sen 20 0) m/s 
6 = 0302 rad/s 
12-178. 0 = 0378 rad/s 
12-179. v r = —250 mm/s 
a, = -9330 mm/s 2 
12-18 L v r = 0 

Vg = 1.473 m/s 
v z = -0.2814 m/s 
a, = -0.217 
a B = 0 
a z = 0 

a = 0217 m/s 2 
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12-182. a = 7.26 m/s 2 
12-183. v = 4.16 m/s 
a = 33.1 m/s 2 
12-185. tv = 5405 m/s 
u fl = 5.660 m/s 
v = 7.83 m/s 
a r = -5.998 m/s 2 
a 6 = 38.95 m/s 2 
a = 39.4 m/s 2 
12-186. v r = aS 


V# = a88 
a r = -add 1 
a e = 2nd 2 

12-187. v r = 600 pies/s 
tfc = 18.3 pies/s 
a r = -67.1 pies/s 2 
a 6 = 66.3 pies/s 2 
12-189. -tv = 82122 mm/s 
Vb = 164.24 mm/s 
V = 164 mm/s 
a r = -651.2 mm/s 2 
a# = 147.82 mm/s 2 
a = 668 mm/s 2 
12-190. tv = 32.0 pies/s 
Vb = 50.3 pies/s 
a r = -201 pies/s 2 
a 6 = 256 pies/s 2 
12*191. tv = 32.0 pies/s 
v# = 50.3 pies/s 
a r = -161 pies/s 2 
a 6 = 319 pies/s 2 




12-193. u. 

If 

V r = -24.2 pies/s 
v# = 25.3 pies/s 
12-194. v r = -306 m/s 
Vb = 177 m/s 
a r = -128 m/s 2 
a 6 = 67.7 m/s 2 
12-195. u P = 6 m/s / 


*>0 


12-197* 2vh — — v A 

t >,4 = 4 pies/s f— 
12-198. u B =20 m/s t 
12-199. v E = 2.14 m/s t 
12 - 201 . 3v a + v M = 0 
v A = 1.67 m/s f 
12 - 202 . t»s = 0.5 m/s f 


12 - 203 . Us = 1 m/s f 
12 - 205 . 2 u ,4 = Vc 
u B = 4 u 4 
v a = 1 pie/s t 
a A = 0.5 pie/s 2 1 
12 - 206 . us = 1 pie /s f 
12 - 207 . u B = 12 pies/s t 
12 - 209 . Va = ~2v d 

2v c ~ v D + v B = 0 
t = 5.43 s 
Vc = 2.21 m/s t 
12 - 210 . t = 1.07 s 

Uj 4 = 0605 m/s 
u s = 5.33 m/s 
12-211. j B = 1.20 pies/s 1 
ir's = 1.11 pies/s 2 t 

12 - 213 . y B = 16 - Vjf3i + 64 
X A 

v B = - . , v A 

Vx 2 a + 64 
Us = 1-41 m/s f 
12 - 214 . v c = (6 sec 6) pies/s 
12 * 215 . v B /a = 11.2 m/s 
% = 50.3° 

12 - 217 . Use = 18.6 m/s 

B v = 66 . 2 ° 

Ys/c = {7.5i + 17.01J} m/s 
(a B ),{-2cos60' : 'i + 2 sen 60" j} m/s 2 
a B/c = [0.94861 - 01429j] 
a B j C = 0.959 m/s 2 
6 a = 8.57' 

12 - 218 . = 19.9 m/s 

0 = 74.0° 

12 - 219 . B = 9.58° 

v r jc = 19.9 m/s 
0 = 9.58° 

12-22L -20 sen 30° = -30+ (u B/A ) x 
20 COS 30° = (V B /A)y 
i>b/a = 26.5 mi/h 
0 = 40.9° <£ 

-1200 sen 30° + 1333.3 cos 30° = (fls/A 
1200 cos 30° + 1333.3 sen 30° = (a B/A)y 
ag/A = 1.79(10*3 mi/h 2 
0 = 72.0° 

12-222. u b/a = 26.5 mi/h 
e v = 40.90° ^ 
a b/a = 1^55 mi/h 2 
6 a = 0.767° ^ 
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12-223. Vj^s - 21-7 pies/s 
& = 18.0° ^ 

J = 36.9 s 

12-225. a B/A = {2392.951 - 3798.15J} mi/h 2 
a g/A = 4489 mi/h 2 
4> = 57.8° ^ 

12-226. = 49.1 km/h 

6 = 67.2° y- 
12-227. = 58.3 km/h 

6 = 59.0° 3s. 

12-229. v Afg = (ysend - t>)i + ucosflj 

Va/b = t>V2flT^sen0) 

12-230. v Tjm = 16.6 km/h, 

6 = 25.0° ^ 

12-23L v b = 6.21 m/s 
( = 11.4 s 

Capftulo 13 


13-L 

a = (16667 m/s 2 

Fab = F ac = 18.1 kN 

13-2. 

a = -0.505 m/s 2 

13-3- 

V = 22.4 m/s 

13-5. 

40.55 - F = 10a 

F + 14.14 = 6a 
a = 3.42 m/s 2 

F = 6.37 N 

13-6. 

a c = 2,5 pies/s 2 t 

7 = 162 lb 

13-7- 

F = 85.7 N 

13-9. 

F = 7.50 kN 
a - 00278 m/s 2 

13-10- 

a = 1.66 m/s 2 

13-11. 

a = 1.75 m/s 2 

13-13. 

a = 361 pies/s 2 

7 = 5.98 kip 

13-14. 

T C a = Tcb = 27.9 kN 

13-15. 

s = 12.9 m 

13-17- 

a A = 32.2 pies/s 2 
j = 64.4 pies 

13-18. 

F = 13.1 lb 

13-19- 

(a) x = 0 

(b) x = 0.955 m 

13-21. 

N b = mg cos B 
-7 + Afesen $ = 0 

T = sen 26 

13-22. 

7 = mg cos 0(se n B - cos 0) 


13-23. t> = 30 m/s 
13-25- — &p — 0 

7 = 1131N 
B y = 1.92 kN 
A x = 0 
A y = 2.11 kN 
13-26. a E = 0.75 m/s 3 t 
7 = 132 kN 

13-27- m A = 13.7 kg_ 

13-29. 12 - x B + V-d + (12 ) 3 = 24 
7 = 1.63 k N 
13-30. 7 = 1j80 kN 
13-3L a A = 0.195 m/s 3 i 
7 = 769 N 

13-33- F s = 4( Vl + s 1 - l) 

v = 14.6 pies/s 

„ eVU 
a = 


13-34. 

13-35- 


V$wm 

(a), (b) a c = 6.94 m/s 2 
(c) a c = 7.08 m/s 3 
61 = 56 . 5 ° ^ 

13-37- N cos 8 - sen 0 - mg = 0 
N sen 6 + N cos S = mi\ 

/sen 0 + /x cos 0 \ 

P = 2mg[ --——-- ) 

\cos $ - jiXjSen 0/ 

t = 1.08 s 


13-38. 

13-39- 

13-4L 

13-42. 


13-43. 

13-45- 


t = 42.1 min 
tU = 249 km/s 
= 5.68 pies/s 2 
= 21.22 pies/s 2 

x = d 


N b = 18.27 lb 




JW Z 


13-46. 

jy max 

13-47. 

■ y= V 1 


— > 




t = 


(m 4 + m fl ) 

JV = 0,entonces x = rfpara la separation. 
a = (2.19 - 0.2t))m/s 2 
v = 10.95(1 - 
iW = 10.95 m/s 
[mg 

t_C _ 

a “ 2 S r o ( 1 “ 7) 

2^« 


3m\^ 


( ^" Slice ^"o 1 ) 












ReSPUKTAS A PROS LEM AS SELECC ION ADOS 


15-49. 


15-50. 

15-5 L 
15-55. 

15-54. 

15-55. 

15-57, 


15-58. 


v 2 

a ” 1.5 
t> = 10.5 m/s 
a, = -4.905 m/s 2 
p = 188 m 
v = 41.2 m/s 
N = 19140.6 N 
'tW* = 24.4 m/s 
tWu = 12.2 m/s 
ti = 9.90 m/s 
a„ = Q 

T C d = mg sen 6 

T = 2 ' r J^r. 


13-81. p A = 354.05 m 

v = 22.22 m/s 2 a n = 1.395 m/s 2 
N = 19.3 kN 
15-82. v = 31.3 m/s 
N b = 840 N 

13-83. N = 33.8 lb, a = 59.8 pies/s 2 
15-85. a r = 0 

a# = 42 m/s 2 
7 = 210 N 
15-86. F r = -2 N 
F & = 16 N 
13-87. F r = -2N 
F & = 36N 
F z = 11.6 N 


15-59. 

61 = 78.1° 

1349. a r = -2.4 m/s 2 

15-6L 

T = 414 N 

= 1.2 m/s 2 


Oj = -9.81 send 

/V fl = 1.20 N 


Of ds = vdv 

^s = 0-6N 


8 = 37.2° 

13-90. R = 18.6 N 

15-62. 

a t = 3.36 m/s 2 ^ 

13-9L = 18.6N 


7 = 361 N 

= 20.6 N 

15-63. 

61 = 26.7° 

13-93- JV = 17.34m 

15-65. 

p = 0.120 m 

a r = -14.715 m/s 2 


7 = 1.82 N 

6 = 7.00 rad/s 


N b = 0.844 N 

13-94. 0 = 5.70 rad/s 

13-66. 

pL s = 0,252 

15-95. t = 816 mm 

15-67, 

V = 22.1 m/s 

15-97. a r = -8,928 m/s 2 

15-69. 

t? = y/gr 

tf* = -0.5359 m/s 2 


= g 

7 = 3.46 N 


N = 2 mg 

N P = 7.73 N 

15-70. 

8 = 17.8° 7 = 51.5 kN 

15-98. F = 7.71 N 

15-7L 

L = 50.8 kN 

15-99. 7 = -00155 lb 


r = 360 km 

13-10L a r = -4.235 pies/s 2 

15-73. 

61 = -26.57° 

#4 = -1.919 pies/s 2 


p = 223.61 m 

N = 0.267 lb 


F f = 1.11 kN 

7 = 0.163 lb 


N = 6.73 kN 

15-102, F r = -131 N 

15-74. 

N = 11.2 N 

F & = -38.4 N 


a t = 6.35 m/s 2 

F z = 215 N 

15-77. 

fe¬ 

ll 

15-103. N = 286 kN 


p = 10.0 m 

15-105. = 34.641 m/s 2 


Ot = -9.81 sen 6 

a & = 20 m/s 2 


v 1 = 98.1 m 2 /s 2 

7 = 7.67 N 


N = 102 kN 

N = 12.1 N 

15-78. 

8 = 112° 

13-106. 7 = 7.82 N 

15-79. 

tW = 25.4 pies/s 

15-107. F oa = 12.7 N 


v B = 12.8 pies/s 

15-109. iff = 84.3° 

a t = 12 m/s 2 
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13-110. 

13-ILL 

13-113- 

13-114. 

13-115- 

13-117. 

13-115- 

13-119- 

13-12L 

13-122. 

13-123- 

13-125- 

13-126. 

13-127. 

13-129- 

13-130. 

13-13L 

13-133- 

13-134. 


S = tan 


v r = 2.50 tn/s 
v& = 2 m/s 

N = 113 lb 

a r = -4 r c COS $ ^ 

-(f) 

N =9 .66 N 
F = 19.3 N 
N = 10.4 N 
F oa = 20.9 N 
= 11.1 Mm 
Va 1 = 1964.19 m/s 
Ava — 814 m/s 
v p = 7.76 km/s 
v A = 452 km/s 
7 - 335 hr 
= 7.71 km/s 
$4 = 463 km/s 
% = 6899.15 m/s 
v p = 7755.54 m/s 
At^ = 856 m/s 
1*4 = 452 km/s 
= 23.9(10 3 )pies/s 
Va* = 7.30(10*) pies/s 
t = 1.69 h 

/66.73(10 -lz )(5.976) (1(P 1 ) 

% v (8oo + esTsjcio*) 

7.45 km/s 
■p fl = 30.8 km/s 

J = 0.502(10 -12 ) cos 0 + 6.11(10- e ) 

El cambio da rapidez deber£ ocurrir en el perigee, 

o(io fi ) 


317 Mm < t < 640 Mm 
r > 640 Mm 
13-135- v A = 6.11 km/s 

A% = -237 km/s 


13-137- 


7 -*=4 

Capitulo 14 


£ = 5.16 km/s 


9(l0 fi ) = 


/2 (66.73 )(l0“ 12 ) (0.7)[5.976( 10 24 ) ] \ 

l 6(10*) / 


Vp = 7.47 km/s 
v a = 3.94 km/s 
t = 46.1 min 
^4 = 244 km/s 
h = 101.575(10 9 ) m 2 /s 
= 14.6268(10 6 ) m 
T = 119 h 
r = 317 Mm 
t = 640 Mm 


14-L 

N = 1307 lb 

T = 744 lb 

U T = 18-OflO 3 ) pies ‘lb 

14-2- 

s = 1.05 pies 

14-3- 

v = 0.365 pie/s 

14-5- 

{(1.5) (4 2 ) + 9 

t) = 3.58 m/s 

14-6- 

d = 192 m 

14-7- 

s = 7.59 pulg 

14-9- 

0 + 150 cos 30° (0.2) + 
+ [-{(200)(0.2 2 )] - {(; 
v = 4.00 m/s 

14-10- 

s = 178 m 

14-1L 

flic = 0.255 

14-13- 

Fa = 31b 


14-15- 

14-19- 

14-21* 

14-22- 


900s 2 


= |(i.5y 


[ -{(300) (0.2 2 ) ] 


F b = 24641b 
Afc = 1.54 pies/s 
V A = 0.771 pie/s 
14-14- * = 3.41 m 
14-15- v = 3.77 m/s 

r .CS pie 

lOOj'^rfj - 20(0.05) = 

= 1.11 pies/s 
Vc = 137 m/s 
h = 47.5 m 


s = 179 mm 
V B = 34.0 pies/s 
N b = 7.18 lb 
v c = 16.0 pies/s 
N c = 1.18 lb 
14-23- v B = 7.22 pies/s 
N b = 27.1 lb 
v c = 17.0 pies/s 
N c = 133 lb 
v D = 18.2 pies/s 
14-25- v B = 30.0 m/s 

s cos 30° = 0 + 30.04* 
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14-26. 

14-27. 


14-29. 


14-30. 

14-31, 

14-33* 


14-34. 

14-35* 

14-37* 

14-38* 

14-39* 

14-4 L 

1441 

14-43. 

14-45* 

14-46. 

14-47. 

14-49. 


14-50. 

14-51* 

14-53. 


14-54* 

14-55* 

14-57. 

14-58. 


.r sen 30° + 4 = 0 + 0 + |(9.81)^ 

$ = 130 m 
s = 1.35 m 
v B = 31.5 pies/s 
d = 22.6 pies 
v c = 54.1 pies/s 
F s = 1284.85 lb 
k = 642 Ib/pie 
V 2 = 18.0 pies/s 
h A = 22.5 m 
h c = 12.5 m 
R = 2.83 m 
v c = 7.67 m/s 
N = 693.67 N 
F f = 173.42 N 
x = 2.57 m 
V = 8.64 m/s 
k = 2.77 pies 

s = 3675 m N = L25 kN 
v B = 5.42 m/s 
F = 367 N 

= 14.9 m/s, AT = 1.25 kN 
V* = gr{l - 2cosd) 

N = mg(3 cos 8 — J) 

8 = 41.4° 

Pp * m = 200 kW 

potencia de entrada = 420 hp 

/> = 520O(«X))(-^f)j 5 = i32(m>) hp 

1 ? = <53.2 pies/s 
P ™.C = U9 hp 
t»j, = 02683 m/s 
t = 7.454 s 
P = 12.6 kW 
Pmix = 1-02 hp 
t = 30.5 s 
P m = 19.5 kW 
a c = 0.8333 m/s 2 
F = 3618.93 N 
P m = 113 kW 
(iUW = *.5kW 
t> = 22.3 pies/s 
v = 56.5 pies/s 
F = 1500(t>^) 

= 18.7 m/s 
= 422 kW 


14-59. v = 13.1 m/s 
14-61. a = 7.20 pies/s 2 
2% = v P 
Peat = 2.05 hp 
14-62. € = 0.460 
14-63. P = [400(10*>] W 
14-65. T = 1968.33 N 
Vp = 18 m/s 
P 0 = 35.4 kW 
14-66. P = 8.31/ MW 
14-67. P = 1.12 kW 
14-69* F = 308.68 N 
v = 4.86 m/s 

14-70. potencia de entrada = 1.60 kW 
14-71* potencia de entrada = 2.28 kW 
14-73. 0 + 6(2) = 0 + j(5)(12)(jr ) 2 
x = 7 59 pulg 
14-74. v = 1.37 m/s 
14-75. v = 1.37 m/s 

14-77. 0 + (2) ( 5 ) (50) [ V(0.05 ) 2 + (0.240) 2 - 0.2 ] 2 
= |(0.025) ir 
v = 2.86 m/s 

14-78. h = 416 mm 
14-79. Vj = 106 pies/s 
144 L 0 + ^(200) (4 ) 2 + |(100)(6 ) 2 = h{ 3) 
h = 133 pulg 
14-82. V 2 = 2.15 m/s 
14-83. Vc = 2.09 m/s 

14-85. Energfa potential elistica final = 103.11 J 
v = 6.97 m/s 
1446. v c = 7.58 m/s 
T = 156 kN 
T = 2.90 kN 
14-87. h = 24.5 m 
N b = 0 
N c = 16.8 kN 
1449. = Pag 

t>,4 = Vp B g + 2gh 

N c = —( p B + Pc + 2 *) 

Pc 

14-90. v = 32.3 pies/s 
14-91. k = 8.57 lb/pies 
14-93. As P + 2 As a = 0 
(v^t )2 = 1-42 m/s 
As a = 617.5 mm 
14-94* d = 1.34 m 
14-95, v A = 11.0 m/s 
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14-97. (v t ) A = 110 362.5 J (F f ) fl = 0 

{v e ) A = 0 (v.)b = 1500(150 - kf 

= 141 m 

14-98. x = 453 mm 
14-99. v g = 32.1 pies/s 
14-101. (F ff ), = (^)mc r*g (v g ) 2 = 0 
Vt = Vf (it - 2)gr 

14-102. x = \t 

14-103. v c = 

7 = 6mg 

14-105- = 11 111.1 m/s 

= 31.8 Mm/h 
14-106- s A = 129 pies 

Capi'tulo 15 

^5 (10) + (-5sen 45°)* = 0 
t = 0.439 s 
v = 16.1 m/s 
s = 48.4 m 
/ = 90.0 lb*s 
(%)) = 2 m/s t 
(tU) 2 = 1.27 m/s t 
( vfl) 2 = 1.27 m/s i 
7 = 43.6 N 
F = 19.44 kN 
T = 12.5 kN 
Vai* = 90 m/s 

j*lfl 5 

0 + / 30Cl0®)(l—rf( = 0.130(l0 s ) V 

v = 0.849 m/s 
t = 4.64 s 
= 21.0 pies/s 

0 + 2(T cos 30°) (0.3) - 600(0.3) = (g§)(5) 

T = 5261b 
v = 4.50 m/s 
T = 520.5 N 

0 + 12(lO 3 )^) - F(1.5) =0 + 0 
F = 24 kN 

12(l0^) (3) - 7(1.5) = 0 

7 = 24 kN 

2 Ct' Ct a 

P 2 =-, s = - 

7rm irm 

(Vxh = 91.4 pies/s 
40(1.5) + 4[(30)4 + 10(6 - 4)] 

- [10(2) + 20(4 - 2) + 40(6 - 4)] = 4(hh 
V 2 = 12.0 m/s( -*) 


15-1- 

15-2- 

15-3- 

15-5- 


15-6- 

15-7- 

15-9- 

15-10. 

15-11- 

15-13* 

15-14- 

15-15- 

15-17- 


15-18- 

15-19- 

15-21- 


15-22- v = 26.4 pies/s 
15-23- v = 8.07 m/s 
B = 48.1°^ 

15-25. 63000(0) + 30(10 3 )(30) = 63 000b 
v = 14.3 m/s 

33000(0) + F^3Q) = 33000(14.29) 

F d = 15.7 kN 
15-26- v = 4.14 m/s 
15-27. Vi = 21.8 m/s 
15-29- v = 136.35 pies/s 
Fptom = 847 lb 
15-30. F pnjm = 12.7 kN 
15-3L V 2 = 1-92 m/s 

15-33. ih = 0.5 m/s 
7i = 20.25 kJ 
T 2 = 3375 kJ 
AT = 16.9 kJ 
15-34. v = 0.6 piefe 
15-35- B = <f> = 9.52 0 
15-37- v A = — v B + 2 

v B = 1.33 m/s *- v A = 0.667 m/s~* 
t = 2.5 s 

15-38- ^ - 2.31 m/s 
■W = 163 mm 
15-39- v A = 29.8 m/s 
v B = 11.9 m/s 
15-41. v A = 3.09(10?) m/s 
v B = 2.62 (10 3 ) m/s 
t B £f = 0.04574 s 
d B = 104 m 

15-42. v = 0.720 m/s <- 
15-43. s P = 0 

t = 0.408 s 

15-45. v c = 1-443 m/s «- = 2887 m/s 

Sc = 0.577 m *- 
15-46. (v c ) 2 = 0.800 pie/s *- 
% = 0 

15-47. v r = 893 pies/s 
15-49. vg = 08660 m/s «— 

(tislp = 2.5 m/s 
t = 0.5097 s 
s = 2207 m 
d = 2.65 m 
15-50- 1.36 m 
15-5L Vm = 0.178 m/s 
N = 771 N 





ReSPUKTAS A PROS LEM AS SELECC ION ADOS 


709 


15-53* 

15-54* 

15-55* 

15-57. 


15-58* 


15-59* 

15-61* 


15-62* 

15-63* 

15-65* 


15-66* 

15-67* 

15-69* 


15-70* 


15-71* 


(fijcw) + » - (*&»). 

v = 3.33 pies/s 
t = 0.518 s 
t = 0.518 s 
s = 0863 pie 
t = 0.226 s 


K ) 2 = 
(vch = 
( v ch = 


t>(l - <?) 
2 

t>(l + e) 2 


t>(l + e) 2 


(*U)i = 19.7 pies/s 
(va)i = 9.44 pies/s 
(v B h = 15.3 pies/s 
Sb = 9.13 pies 
h = 21.8 mm 
(v a )2 = 2.40 m/s 
= 5.60 m/s 


(vah = 


u(l + e) 

2 


Sail = 1.53 m 
^pram = 168 kN 
(Vph = 0.940 m/s 
(t^j, = 11.12 pies/s 
(*V ) 2 = 8 pies/s 
■^ = 13,7 pies/s 
i9 = 54.3° <£ 


h = 1.92 pies 


e = 0261 
fFdt = 199 klb -s 
(^)3 = 0 
(%)3 = 13.9 pies/s 
SmAx = 1.41 pies 
(«a)i = 13.900 pies/s 


4> = 6.34° 

v Ay = 11.434 pies/s 
t = 0.3119 s 
v Al = 12.510 pies/s 
s = 190 pies 
v A = 16.9 pies/s 


(»»>) = 


] 


e = 0.75 


A E = 9.65 kJ 


15-73* 


15-74* 

15-75* 

15-77* 


15-78* 


15-79* 


15-81* 


15-82* 


15-83* 


154*5- 


15-86* 


15-87* 


15-89* 


15 90* 
15-9 L 


ts = p-HK 

*3 = i 

v' a = 

$ = cos -1 1 - ^ (1 - cos 0) 

(Vsh = 3.24 m/s 0 =43.9° 

= 21.65 m/s 
(li) * = 5 m/st 
Vb = 22,2 m/s 
0 = 13.0° 


Vb = 31.8 pies/s 
(v A h = 4.60 m/s 
= 3.16 m/s 
= 0.708 m 

(tM)a = 9-829 pies/s 
Mi = 44 pies/s 
= 43.51 pies/s 
(v B )i = 29.3 pies/s 
v r A = 5.07 m/s = 80.2° ^ 

Vb = 7.79 m/$ *— 

(ite ) 2 = 2.88 pies/s 
M 2 = 1-77 pies/s 
15t?^ cos 4>a + 10tJflCOs^ fl = 42 
sen = 8 
UflSen^ fl = 6.4 
v' A = 8.19 m/s 
<t> A = 102.52° 
i>i = 9.38 m/s 
= 42.99° 

Va = 9.68 m/s 
<£4 = 86.04° 

Vb = 4.94 m/s 

< 5 &jj = 61.16° 

= 12,6 pies/s 
4>a = 72.86° 
v r B = 14.7 pies/s 
^ = 42.80° 

(tUr)* = 0.550 pie/s 
M ) 2 = 1.95 pies/s 
(^2 = -2.40 pies/s 
(%J 2 = -2.40 pies/s 
(v A ) 2 = 2.46 pies/s 
M 2 = 3.09 pies/s 
= 95.6 pies/s 
v = 3.33 m/s 
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15*93* 

v = 17.76 pies/s 
t = 0.910 s 


15-94* 

H 0 = 6.76(l0 6 ) kg * m 2 /s 

15-122* 

15-95* 

H b = 70.9 slug • pies 2 /s 

2 I 

15-97* 

2[0.4 (3) (0)] + / (&? a2 ') dt = 2[0.4(3) t>] 

JO 

v = 6.15 m/s 

15-123* 

15-125* 

15-98* 

t = 1.34 s 

15-99* 

= 4.60 pies/s 

15-126* 

15-101* 

7, = 20.3 N 


t>i = 0.7958 m/s 

15-127* 


d'= 0.414 m T 2 = 21.6 N 

V 2 = 0.9610 m/s 

15-129* 

15-102* 

V 2 = 4.31 m/s 

6 = 33.2° 


15-103* 

V 2 = 19.3 pies/s 

15-130* 

15-105* 

(V)fl = 45 pies/s 

15-131* 


V 2 = 45.1 pies/s 

U F = 2641 pies ■ lb 

15-133* 


15-106. V = VV + 2gh 


15-107. ts = 1.99 m/s 


U F = 8.32 N-m 

15-134* 

15-100. % = 552.78 m/s~* 


v p = 594 km/h 

15-135* 

15-UO. v = 86.3 m/s 


15-111. Ff = 19.61b 

15-137* 

N f = 174 lb 


15-113. v = 10.19 pies/s = 0.9689 slug/s 


F x = 9.87 Lb 

15-138* 

F v = 4.93 Lb 

15-139* 

15-114. Q = 0.217(l0" J ) m 3 /s 

15-141* 

15-115. 7 = 40.1 kN 


15-117. Q = 100 pies 3 /s 


v = 56.59 pies/s 


i 

— = 02360 slug/s 

Repaso 

dt 

Rl-1* 

d = 2.56 pies 


15-118. F = 302 lb 


„„„ , 8 Q 2 m 2 g 


15-119* h = 7 . — ? ? 

IT V g 8 p hTQ 2 


15-121. F a = 1696.46 lb 



F b = 1357.17 ib m. 2 . 

Va = % = 63.66 pies/s rj. 3 , 

dm A dm B ^ nni 
— =—=*. 394 ^ 


M d = 10.7 kip - pie 
D y = 5.82 kip 
D x = 254 kip 
F x = 19.5 lb 
F y = 1.96 lb 
a = 16.9 m/s 2 f 
v = 330 tn/s 
m = 10.5 (lO 3 ) kg 
a = 00476 m/s 2 
F = 22.4 lb 
T = 9.72 N 


tiempo para vaciar el tanque t = 40 s 
a = (1125 tn/s 2 
v = 4.05 m/s 
= 2.11 m/s 2 
a 2 = 2.40 m/s 2 
F d = 11.5 kN 


m = 57.6(l0 3 ) kg 
dm e 

-^ = 1216 kg/s 

a = 0104 m/s 2 
F = m'v 2 




F = v 2 p A 
v aix = 2068 pies/s 
m = 37 600 kg 
Vnje = 0.237 m/s 
a = 0.1 
F = 3.55 kN 


1 

y = -00766* 2 
Vy = 24525 m/s 
v = 8.37 m/s 
0 = 17.0° ^ 
a, = 2.88 m/s 2 
/J„ = 9.38 m/s 2 
p = 9.32 m 
Aj = 834 mm 
v = 1.12 m/s 
a = 0450 m/s 2 
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Rl-5* 

R1 -6* 

Rl-7* 

Rl-9* 

Rl-10* 

Rl-11* 

111*13* 

R1-I4, 

Rl*15* 

Rl*17* 

Ri-m 

Rl-19* 
Rl-21* 

Rl-22* 

Rl-23. 

m-2s. 

Rl-26* 

Itl-27* 

111*29* 

Rl-30* 
HI-31* 

Rl-33* 


(ttyA = 3.692 pies/s 
V A = L58 pies/s 
Vb = 0.904- pie/s 
{y P ) 2 = 27.0 pies/s I 
(v M ) 2 = 13.4 pies/s l 
s = 261 pies 
h = 4.82 pies 
480 = [800 + 2(300)]* 

* = 0.343 m/s 2 

480 = (800 + 300)a 

a = 0.436 m/s 2 

t = 8 s 

J = 320 pies 

v B = 333 pies/s t 

v a! c = 13.3 pies/s t 

v = dr/dt, t> = 9.68 m/s 

a = dv/dt, a = 16.8 m/s 2 

j = 00735 pie 

v b = 0379 m/s —*■ 

t = 0.669 s 

v A = 4.32 m/s 

t = 0.790 s 

v A = 5.85 m/s 

V BjA = 28.5 mi/h 

6 = 44.5° *S. 

a B/A = 3.42(l0 3 ) mi/h 2 

6 = 80.6° ^ 

a B/A = 3.35(l0 3 ) mi/h 2 

6 = 19.1° 

k = 360 lb/pie 

k' = 600 lb/pie 

v = 20.4 pies/s 

v = 0.969 m/s 

v = 1.48 m/s 



v = 5.38 pies/s 
v = 5.32 pies/s 
ft = 11.95° 

N = 277 N 

F = 13.4 lb 

t = 2 s para que el embalaje comierae a moverse 
V 2 = 10.1 pies/s 
v 2 = 2.13 pies/s 
N = 24.8 N 
F = 24.8 N 

t = 1.298 s, $ = 7.127 m 
t = 7.702 s, s = -36.627 m 


t = 9 s, s = -30.50 m 
Stoi = 56.0 m 
v[ =9 = 10 m/s 
Rl-34* v = 14.1 m/s 
Rl-35* s = 5.43 m 
Rl-37* 0 + lOOsen 60° (0.5 - 0.3) 

+ 20(9.81)(0.5 - 0.3) - |(15)(0.5 - 0.3 ) 2 
-^(25) (0.5 - 0.3 ) 2 = ±(20 )v 2 c 
v c = 2.36 m/s 
Rl-38* v c = 2.34 m/s 
HI-39* Va = 1.54 m/s 
v g = 462 m/s 
Rl-41* v A = Vlgh 

(v B ) 2 = ±V 2 gA(l + e) 

Rl-42. (ti ^) 3 = 0.125 m/s 
Rl-43. F s = 4.90 lb 
Rl-45. tjj = 75 m/s 
x = 3m 

Rl-46. Vmfr = ^ 

Rl*47* x = —% cos (l - 

m 

Rl-49* 3sen 40° = — 

^ = 9.82 m/s 
a t = 2.30 m/s 2 
Rl-50* Vg = 27.2 pies/s 

Capitulo 16 

16*L w = 4 rad/s 
^ = 2 pies/s 
a t = 05 pie/s 2 
= 8 pies/s 2 
a = a 02 pies/s 2 
16-2* = 48.7 pies/s 

ft = 8.54 rev 

16*3* a t = or; 20 = a(2) a = 10.0 rad/s 2 
to = 35.4 rad/s 
ft = 35.3 rev 

16-5* = 80 rad/s 

w E = = 64 rad/s 

tog = 89.6 rad/s 
16-6* v A = Vg = 40 mm/s 
v w = 34.6 mm/s 
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16-7* b* g = 211 rad/s 
16-9* to c = 47.5 rad/s 
= 31.7 rad/s 
16-10* v P = 18.8 pies/s 
16-11* oj P = (}.75 rad/s 
16-13* t = 7.083 s 

(i> s = 266 rad/s 
atj = 18.8 rad/s 2 
16-14* a t = 1 pie/s 2 

a„ = 84.5 pies/s 2 
16-15* = 60.8 rad/s 2 

16-17. to s = 256 rad/s 
o) B = 6 4 rad/s 
16-18* t = 100 s 
16-19* v A = Tft.9 pies/s 
tte = 35.4 pies/s 
(a) a = 252 pies/s 2 
(a) B = 126 pies/s 2 
16-21. = 11 rad/s 

— 22 pies/s 
(a A ) t = 12 . 0 pies/s 2 
(a A ) n = 242 pies/s 2 
16 - 22 . v B = 22.0 pies/s 

(a fl ), = 9.00 pies/s 2 
(ap)„ = 322 pies/s 2 
16-23. = 224 rad/s 

16-25. a A = 39.27 rad/s 2 
(i >4 = 117.81 rad/s 
(l>c = (i)fl = 29.45 rad/s 
(d d = 11.8 rad/s 
16-26. t) c = 21.2 pies/s 
a c = 106 pies/s 2 
16-27. tag = 528 rad/s 
fig = 288 rad 

16-29. = (j- 4 )^ = 50V2 mm 

^ mm 

Wa)nmx = 8-49 rad/s 
Vc = 0.6 m/s 

16-30. (Dp = 784 rev/min 
16-31. (Dp = 484 rev/min 
16-33. w = 28.6 rad/s 
6 = 24.1 rad 
v P = 7.16 m/s 
[a,) p = 7.532 m/s 2 
K)p = 204.89 m/s 2 
a P = 205 m/s 2 

16-34. v c = {-4.8i - 3.6j - 1.2k} m/s 
&c = {38.41 - 6.48j + 40.8k} m/s 2 


16-35* 

'd = 

= {4.8i + 3.6] + 1.2k} m/s 


= 

= {-36.0i + 66.6j + 40.2k} m/s 2 

16-37* 

X = 

4cos0 _y = 4sen(9 


y = 

15cot8 

16-38* 

to = 

— sen 2 8 



a 

/vA 2 


ot = 

f —1 sen 26 sen 2 6 

16-39* 

V = 

(or cos 0 


d = 

-to 2 /-sen $ 

16-41* 

x = 

0.6 cos8 + 0.3V2 sen fi - 4sen 2 6 


= 

- -3.00 m/s 


(0 BC 

= 10.0 rad/s 

16-42* 

V B = 

-{l)v A 

16-43* 

to = 

H 


r(2x 2 ~ r 2 ) ] 2 

“ Uv-^ 2 ) 3/2 J^ 

16-45* x c = 06 cos <9 m 
t>c = 3 m/s <- 
= 52.6 m/s 2 

16-46* to fiC = 5.45 rad/s 
= - 21.0 rad/s 2 
16-47* to = 0.0808 rad/s 
16-49* x B = 3 cos S pies 
v CD = pies/s 
a C n = 260 pies/s 2 
16-50* v E p = 36 pies/s t 
= 150 pies/s 2 I 
16-51* 0 = 00841 rad/s 
16*53. j = V3 2 + 5 2 - 2(3)(5)cos 0 
15toseo & 

= -r 

(34 - 30 cos 0 ) 5 

lS^costf + asend) 225 to 2 sen 2 $ 

(34 - 30 cos fiy (34 - 30 cos fif 
16-54* v c = 240 pies/s 
16-55* to = 20 rad/s 
v A = 2 pies/s 
16-57* to = 4 rad/s 
Vc = 4 pies/s 
16-58* Va = 9.20 m/s -+ 

16-59* to - 3.111 rad/s 
% = 0.667 pie/s 

16-61. to^ = 0 

toco = 3.00 rad/s 
top = 12.0 rad/s 
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164S2. 

16-63* 

16-65* 

16-66* 

16-67. 

16-69. 


16-70* 

16-71* 

16-73* 


16-74* 

16-75* 

16-77. 


16-78* 


16-79. 
16-8 L 


16-82* 

16-83* 

16-85* 

16-86* 

16*87. 

16-89. 


16-90* 

16-91* 


oj as = 330 rad/s!) 
v G = 330 pulg/s 
8 = 55.6° ^ 

" = 7rb 

Vo = ~» 

v A = {-irh)v — 
v A = 2.5 pies/s 
to 3C = 0.7141 rad/s 
t*>CDE = 6-90 rad/s 
v E = 41.4 pies/s t 
o) = 0.577 rad/s 
fls = 1.15 pies/s t 
v A = 1-15 pies/s i 
v D = 4 pies/s 
cu fl £> = 6.928 rad/s 

W DE — 0 

v E = 4 pies/s 
v G = 9 m/s «- 
w = 5.33 rad/s 5 
v 0 = 2.4 m/s 
Vr = 1.65 m/s —► 
tJp = 0.075 
6 J 4 — 90 rad/s 
to E - 86 rad/s 
to 4 = 53.3 rad/s 
0.075 to E = 4.8 
(d e = 64 rad/s 
= 30 rad/s 
% = 8.00 pies/s t 
(v D ) x = 4.00 pies/s 
(v D ) y = 4.00 pies/s 
toeo = 4.00 rad/s 
v c = 2.93 pies/s ! 
V C = 240 pies/s 
= L33 pies/s —► 
r o/ci = 0.8 m 
t >4 = 9.20 m/s 
t >4 = 2.5 pies/s i ^- 
Vc = 1.04 m/s —► 
to^ = 10.39 rad/s 
= 7.20 m/s 
to^g = 6 rad/s!) 
v E = 4.76 m/s 
<9 = 40.9° 5s. 

% = 6.00 m/s <— 
% = 29.7 m/s 


16-93* r Ajci — 0.5657 m 
(o A b = 5.303 rad/s 
to JC = 5.30 rad/s 
16-94. v E = 2 pies/s 
16-95. to = 5.33 rad^ 
v 0 = 2 pies/s 
16-97* togc = O. 3 OO rad/s 
(o B E = 2.00 rad/s 
Vm = 18.0 pies/s 
16-98* to 5 = 57.5 rad/s j 
(d 0 A = 10.6 rad/s!> 
16-99* to^ = 15.0 rad/s 
to E = 3.00 rad/s 
16-101* = 3.025 pies 

r C/Ci = 0.1029 pie 
tofle - 1.983 rad/s 
(o CD = 0.0510 rad/s 
16-102. v c = 0897 m/s ^ 
16-103* v D = 0.518 m/s \ 
16-105* ^B/cf = 1-2 m 
r c/ci — 1-039 m 
to^ = 2 rad/s 
Uo = 1.04 m/s —* 
16-106. % = 8.69 m/s 
6 = 22.9° P 
16-107. t? D = 5.72 m/s 
0 = 36.2° 3s. 

16-109. {a B ) z = 1.897 m/s 2 
(a fl ) y = -1.214 m/s 2 
a B = 2.25 m/s 2 
(9 = 32.6° ^ 

16-110. 0 = 2.02° F 
a D = 10.0 m/s 2 
16-11L a A = 4.83 m/s 2 
6 = 84.1° F 
16-113. to = 1.20 rad/s 

a AB = 0.4157 rad/s 2 
<x w = 0.231 rad/s 2 
16-114. (o = 2 rad/s ^ 

a = 7.68 rad/s 2 J 
16-115. a c = 66.5 pies/s 2 -*■ 
16-117. Tgfci = 1.732 pies 
(o AB = 2.309 rad/s 
a AB = 3.945 rad/s 2 
a A = 13.2 pies/s 2 *- 
16-118. a c = 6.96 pies/s 2 
& = 18.8° *£. 
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16-115. a AB = 3.70 rad/s 2 ;) 

16-121. v B = 1.8 m/s —* 
r Bjci = 0-25 m 
r c/ci — 0.4330 m 
— 7.2 rad/s 
Vc = 3J18 m/s 
ct flC = 347 rad/s 2 J 
% = 165 m/s 2 
0 = 66.9° 

16-122. a abc — 41.6 rad/s 2 5 

a c = 38.2 m/s 2 
= 39.4° ^ 

16-123* = 1.43 rad/s 2 

16-125* fdel — 0.4 m 

r B/cj = 0.6928 m 
(o BC = 5 rad/s 
to AB = 11.55 rad/s 
age = 160 rad/s 2 
a AB = 173 rad/s 2 
16-126. v B = Av -* 

v A = lV2v^45° 

2i? . 

& B ~ - 1 

21? 

16-127. a A = 0.500 pie/s 2 1 
a c = 63.5 pies/s 2 
6 = 87.7° 5s. 

16-129* to B (2 — 0 

v B = v c = 1.8 m/s 
(«c)« = 3.6 m/s 2 1 
(a c )t = 3.6 m/s 2 -> 
age = 12 rad/s 2 
{a B ), = 10.8 m/s 2 
= 36 rad/s 2 ;) 

16-130. = 7.5 rad/s 2 

16 - 131 . a B = 7.5 rad/s 2 
16-133. a D = {1.414a ED i — 1.414a EE j} pies/s J 
a s = {2.&2Ra AB l} pies/s 2 
ot£D = -01768 rad/s 2 
a CD = 0.177 rad/s 2 
a BD = 0.177 rad/s 2 = 0 

16-134. a CD = 1 rad/s? 

ocd = 10-9 rad/s 2 ? 

16-135. v B = {0.6i + 2.4j} m/s 

a fl = {-14.21 + 8.40j} m/s 2 


16-137. (a^ = {1.51 - 30j} m/s 
v c = {0.6i} m/s 
a c = {-1.2j}m/s 2 
16-138. v B = 130 pies/s 
a B = 0.620 pie/s 2 

16-139. y a = {-2.501 + 2.00j} pies/s 
a^ = {-3.001 + 1.75J} pies/s 2 
16-141. Vg = {-2.8981 - 07765J} m/s 
£»cde = 5 tad/s 
16-142. a CD = 6.93 rad/s 
a CD = 56.2 tad/s 2 ? 

16-143. loco = 10 rad/s? 

ac D = 24 rad/s 2 ? 

16-145. age = 0.720 tad/s 5 
v Al g = -1.92 pies/s 
age = 2.02 rad/s 2 ? 
a B/A = -400 pies/s 2 
16-146. a AB = 1.18 rad/s 5 
a AB = 15.4 tad/s 2 
16-147* — 3.22 rad/sJ 

ffjof — 7.26 rad/s 2 J 
16-149* (ag); =3 m/s 2 
(ag)„ = 60 m/s 2 
to AB = 5 rad/s 
(«™i)*yz' = -5196 m/s 
a AB = 2.5 rad/s 2 

16-150. (v fcl )^ = {271 + 25j} m/s 

(a rd ) x , 2 = {0.61 - 0.38j} m/s 2 
16-15L (v rd ). ry2 = {271 + 25j} m/s 

(a fd )^ = {2.41 - 0.38j} m/s 2 
16-153. a = {0.2k}rad/s 
w = {0.04k }rad/s 2 
(v*a)x /t = {29j} m/s 
(ard) x „ = {4.31 - 0.2j} m/s 2 
16-154. (v rd ). ty2 = {-31 ]} m/s 

(a re i)i/i = {"10.31 + 2.2j} m/s 2 
16-155. v A = {-17.2i + 12.5j} m/s 
& A = {3491 + 597j} m/s 2 
16-157. v B = {-10.01 + 17.32J} pies/s 
a fl = {-39.641 - 11.34J} pies/s : 
a = 1.5k 
A = 0.4k 

v c = {-7.001 + 17.3J} pies/s 
8c = {-38.81 - 6.84j} pies/s 2 
16-158. toco = 0.866 rad/s? 

ocd = 3.23 tad/s 2 5 
16-159* (o AB = 2.60 rad/s 
a AB = 2.50 rad/s 2 


Respuestas a problem as selecc ion ados 
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Capftulo 17 

= [ jc 2 (p A djf) 
J(\ 


17-1* 

17-2* 

17-3* 

17-5* 

17-6- 

17-7- 

17-9* 


17-10* 

17-11* 

17-13* 


\ml 2 

T^mr 2 


_ in 
k x = 57,7 mm 




= \rm 2 
ly ~ 5 mf2 
I = —a 2 

J £ ](l fl 

m = 

ITp 

= 

= § mb* 


I G = 118 slug- pie 2 
l 0 = 84.94 slug -pie 2 
l A = 222 slug-pie 2 


17-14. y = 1.78 m 

l c = 445 kg-tn 2 
17-15. lo = \ma 2 

17-17. I, = 1 m, (0.5) 2 + $ m 2 (0-5) 2 - 4 m 3 (0.25) 2 
4 = 5.64 slug - pie 2 
17-18. 7 X = 0.402 slug • pulg 2 
17-19. 4 = 3.25 g • m 2 


17-21. I 0 = (10)(0.45 2 ) + 10(0.225 2 )] 

+ [| (15)(0.1 2 ) + 15(0.55*)] 

Io = 5.27 kg-m 2 
17-22. I Q = 0.276 kg-m 2 
17-23. I 0 = 0.113 kg-m 2 
17-25. Recipieme: a = 5.19 m/s 2 
Sistema: a = 4.73 m/s 2 
-W = *-73 m/s 2 

17-26. a G = 16.35 m/s 2 v = 111 m/s 
17-27. aceleracidn F AB = F CD = 231 lb 

tapidez constante F AB = F CD = 200 lb 
17-29. 7(l(9.81)(0.5) + 120(9.81)(0.7) - 2N A (1.25) 
= -120(3) (0.7) 

N A = 5 68 N 


N g = 544 N 
17-30* a = 3,96 m/s 2 

17-31* Como la friccion requerida Ff > (fy)^ = 
p k Ng = 0.6(14 715) = 8829 N 5 no es posible 
para levantar las ruedas delanteras del suelo. 


17-33* 


17-34. 

17-35. 

17-37* 


17-38- 

17-39* 

17-41* 


17-42* 

17-43* 

17-45* 

17-46* 

17-47* 

17-49* 


17-50* 

17-51* 

17-53- 

17-54* 


iV*(4.75) - 0.7JV fl (0.75) - A^(6) = 0 
iV* = 6401b 
N B = 9101b 
a = 13,2 pies/s 2 
a = 17.3 pies/s 2 

traccidn en las ruedas traseras t = 17.5 s 

traccitin en todas las ruedas t = 11.3 s 

a = 3.33 pies/s 2 

Ng = 2122 lb 

N a = 778 lb 

F = 23.9 lb 

a = 96.6 pies/s 2 

Ng = 9.40kN 

N c = 4.62 kN 

N d = 7.56 kN 

a = 0.8405 m/s 2 

A x = 672.41 N A y = 285.77 N 
a = 2.01 m/s 2 

Como c < 0.3 m, el embalaje no se volcar^. Por 
tanto* se desliza. 

D x = 83.3 N 
F ba = 568 N 
D y = 731 N 
N a = 0 
P = 2.00 kN 
Ng = 3692 N 
a Q = 4.99 m/s 2 
T = 375 kN 
N a = 114 kN 
Ng = 1.31 kN 
N a = 17.4 kN 

250 ( 1 . 5 ) + 150 ( 0 . 5 ) 

= ^(20)(/i m4i ) + f|(20)(l) 

= 3.16 pies 
F a = 248 lb 
N a = 400 lb 
0tnix = 30-7 pies/s 2 
F a = 257 lb 
Na = 400 lb 
a = 4 m/s 2 —► 

Ng = 1.14 kN 
N a = 327 N 
N c = 613.7 N 
F c = 187 N 
F ab = 122 kN 
F cd = 564 N 
F cd = 9.17 lb 

= 32.2 pies/s 2 


17-55* 
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17-57, 

17-58. 

17-59. 

17-61* 

17-62. 

17-63. 

17-65. 

17-67. 

17-69. 

17-70. 

17-71* 

17-73- 

17-74. 

17-75. 

17-77. 

17-78. 

17-79. 

17-81. 

17-82* 

17-83. 


a = 0.2778 rad/s 2 

17-85. 

a = 12.57 rad/s 2 

t = 6.71 s 


P = 192 N 

M P = 2025 N ■ m 

17-86. 

a = 14.2 rad/s 2 

Np = 738 N 

17-87. 

to = 17.6 rad/s 

V P = 3.75 N 

17-89, 

F ab = 183 N 

P = 39.6 N 


a = 16.4 rad/s 2 

N a = N b = 325 N 


N c = 44.23 N 

a = 1.852 rad/s 2 

17-90, 

to = 2.48 rad/s 

/ = 8,10 s 

17-93, 

a = 13.85 rad/s 2 

F 0 = 6.14 lb 


(« G ) X = 2.012 m/s 2 

a = 14.7 rad/s 2 


(flo), = 0-6779 m/s 2 

a G = 4.90 m/s 2 


F f = 20.12 N 

a. = -36970 sen 8 


N = 91.32 N 

8 = 30.1° 


Como F f < ( F f >„*, = (n.,iV = 0.5(91.32) = 

r P = 267 pies 


ententes el disco semicircular no se desliza. 


17-94, 

a G = 16.1 pies/s 2 

« - 25.13 rad/s 2 


a = 5.80 rad/s 2 

T B = 1,21 kN 

17-95, 

a = 5.54 m/s 2 t 

a = 3.22 rad/s 2 


a = 0.293 rad/s 2 

F a = 70.7 lb 

17-97, 

F = 1.17 lb 

t = 2.19 s 


N = 29.34 lb 

« = 13Qg/l 


a G = 5.44 pies/s 2 

O x = 0325mg 


a = 4.35 rad/s 2 

O y = 0.43 &mg 

17-98. 

0 = 46.9° 

F a = 219 N 

17-99. 

a G = 12.9 pies/s 2 

A x =0 


a = 2.58 rad/s 2 

Ay = 289 N 

17-10L F a = 61.32 N 

a = 23.1 rad/s 2 


N a = 926.2 N 

a = 0 


a = 5.01 rad/s 2 

C, =0 

17-102* 

a = 5.01 rad/s 2 

C n = 5781N 

17-103. 

a = 1.30 rad/s 2 

iV fl = 2.89 kN 

17-105. 

a = 15.6 rad/s 2 

A x = 0 


a G = 6.24 m/s 2 

A y = 2.89 kN 


N a = 981N 

N b = 1.05 kN 


F a = 24.0 N 

A x = 1.20 kN 

17-106. 

a = 0.692 rad/s 2 

A y = 951 N 

17-107. 

a = 1.15 rad/s 2 

A x = 4.5 Lb 

17-109. 

N = 10.0 lb 

A y = 6.5 lb 


a = 125.58 rad/s 2 

F cb = 193N 


a A = 167 pies/s 2 

a = 19.3 rad/s 2 

17-110. 

a = 0 

t = 3.11 s 


a = 0.309 (lO -3 ) rad/s 2 

a = 0.146 rad/s 2 

17-111* 

a = 73.27 rad/s 2 

A x = 150N 


t = 0.296 s 

A y = 253 N 

17-113. N c = 67,97 N 

a = 12.1 rad/s 2 


a = 5.66 rad/s 2 

F = 30.0 lb 


a G = 4.06 m/s 2 


ReSPUKTAS A PROS LEM AS SELECC ION ADOS 
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17-114* & B = 0.755 m/s 2 J 
« = 7,55 rad/s 2 2 
T = 45.3 N 
17*115* = 0.0769 

17*117* (a G ) x = 2.5 m/s 2 
(a G ) y = 0 

a a — 10 m/s 2 
a = 35.4 rad/s 2 
17*118* « = 9.60 rad/s 2 

= 1.44 m/s 2 *— 
17-119* % = 2.22 m/s 2 
or = 29.2 rad/s 2 
17-121. a = 3.89 rad/s 2 
& Cj = L749 m/s 2 
AT = 735.75 N 
iy = 131.15 N 
17*122* - 9.51 rad/s 2 

17-123* a G = 1.5 m/s 2 -► 
a = 3 rad/s 2 


Capi'tulo 18 

18-2* T = 283 pies ■ lb 
18-3* (o = 1.88 rad/s 

18-5. 0 + (50) (9.81) (1.25) = \ [(50)(1.75) 2 ]^ 


18-6* 


18-7* 


o >2 = 2.83 rad/s 
1 [wFd 
" k G \ m 
v B = 2.58 m/s 


F — 141 N 


18-9. s P = 16.67 pies 
(o = 4.51 rad/s 
18-10* to = 0.836 rad/s 
18-11* 6 = 0.934 rev 
18-13* $a = 0.6667Jg 
N a = 509.7 N 
s G = 0859 m 
18-14* w = 1.32 rad/s 
18-15* v A = 3 52 m/s I 
% = 1.76 m/s t 
18-17* 17a/ = 17.22 J 
U w = -12.49 J 
to = 3.62 rad/s 
18-18* v c = 16.9 pies/s t 
18-19* v c = 11-8 pies/s T 
18-21* U w = 127.44 J 
to 2 = 2.91 rad/s 
18-22* to 2 = 1,25 rad/s 


18-23* v c = 19.6 pies/s 
18-25. Uw = 1387.34 N 
to = 10.5 rad/s 
18-26* a = 7.81 rad/s 
18-27* — L07 rad/s 

18-29. T\ = 708,07 pies ‘lb 
Uw A = 18.756 
dr, = -40.56 
6 = 5.18 rev 
18-30* v B = 5.05 pies/s 
18-31* 6 (1 = 1.66 rad 

18-33. 0 + 1500(5.629) - 1500(2,5) = \ (H)(%) 2 
Va = 14.2 pies/s 

KJ4. (a>-=/f(y) 

18-35. &) = 2.83 rad/s 

18-37. 0 + 2 [ 15(1.5 sen 45°)J = 2 [| ( 5 ( 3 ^ Jtf) 2 )^] 
+ |(4)[6 - 2(3 cos 45 °)] 2 + 0 
(o A g = 4.28 rad/s 
18-38* v A = 695 pies/s 
18-39. 6 = 0934 rev 
1S-4L |[| (^j(6) 2 ]{2) 2 + i (12)(4 - 2) 2 

= 0 + j(12)(4 + 6 sen 8 - if - 50(3 sen 6) 
6 = 25.4° 

18-42. oj = 41.8 rad/s 
18-43. <o = 39.3 rad/s 
18-45. 0 + 4(1.5 sen 45°) + 1(3 sen 45°) 

v c = 13.3 pies/s 
18-46. % = 307 pies/s 
18-47. <o = 1,74 rad/s 
18-49. 0 + 2[| (350)(jrj) 2 ] 

= 0 + 2[| (350)(*1 + l) 2 ] - 50(9.81)(1) 
ifl = 299 mm 

18-50* k = 232 N ■ m/rad 
18-51* to = 3.92 rad/s 
18-53. (V g ) 2 = -22.0725 J 
V 2 = -85725 J 
<02 = 309 rad/s 
18-54. oj = 7.98 rad/s 
18-55. k = 10.5 kN/m 
18-57. V 2 = T k 

k = 814 N • m/rad 
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1 ®- 58 - = 0 

(^ab)i = 0.597 rad/s 
18*59. Vp = 30.7 m/s 
18*61. = —4 pies 

$ = 2.44 pies 
18-62. to = 1.82 rad/s 
18*63. fo Ag = 370 rad/s 
18-65. / = 7.727 pies 
io = 2.82 rad/s 
18-66. to = 5.28 rad/s 
18-67. to AS = 221 rad/s 

18-69. 0 + 0 = 0 + \ (*>(3.3541 - 1.5) 2 - 98.l(^) 
Jfc = 42.8 N/m 


Capftulo 19 

19-5. 

% = 12.64 pies/s 

L = 3.92 slug ■ pies/s 

19-6* 

j Mdt = 0.833 kg- m?/s 

19-7* 

m = 0.0253 rad/s 

19-9* 

lo = 0.78125 kg-m 2 
m = 70.8 rad/s 

19-10* 

to A = 36.5 rad/s 
v = 5.48 m/s 

19-11* 

<o B = 127 rad/s 

19-13* 

T c = 140.15 lb T B = 359. 

P = 120 lb 

19-14* 

t = 5.08 s 

19-15* 

r P = 1.39 pies 

19-17* 

lo = 0.02 kg-m 2 

N = 49.05 N 
(u 0 ) 2 = 4.6 m/s 
t = 0.510 s 

19-18* 

V G = 1.39 m/s 
to = 9.49 rad/s 

19-19* 

to = 116 rad/s 

19-21* 

M2 = 0.065625/ 

/ = 79.8 N-s 

19-22* 

y = b 

19-23* 

to = 20 rad/s 

19-25* 

l G = 075 kg-m 2 
(v G )g G = m( 1 . 118 ) 
m = 9 rad/s 

Tjjrom = 12.7 N 

19-26* 

v = 19.4 pies/s 

19-27* 

M = 103 lb -pie 


19-29. 0 + y F*J(3.5) = 175(2.25) 2 (60) 

J Fdt = 15.2 kN-s 

19-30. v G = 0.557 m/s 
19-3L M 2 = {-31.8k} rad/s 
19-33. {I A ) G = 19.14 kg-m 2 
to B = 10.9 rad/s 
19-34. k G = 0.122 m 
19-35. to = 0.175 rad/s 
19-37. (/J, = 3.444slug-pie 2 
(4 ) 2 = 1531 slug-pie 2 
(w_) 2 = 675 rad/s 
19-38. m 2 = 5.09 rev/s 
19-39. to = 0.244 rad/s 
v m = 3.05 pies/s 
19-4L (4), =98.55 kg-m 2 
(4) 2 = 81.675 kg-m 2 
6)2 = 2.41 rad/s 
®3 = 2.96 rad/s 

1942. 6 J 2 = jmj 

1943. t >2 = 0.195 m/s 

1945. wj = 1.146 rad/s 
l c = 11.25 kg-m 2 
I A = 24.02 kg-m 2 
6)2 = 1-53 rad/s 

1946. t> = 5.96 pies/s 

1947. 10 = 26.4 rad/s 
1949. o >2 = 3.431 rad/s 

wj = 5.056 rad/s 
(04 = 6.36 rad/s 
19-50. M 2 = 17.92 rad/s 

(ftf )2 = 16.26 pies/s l 
h = 499 pies 
19-51. 6 = 17.9° 

19-53. (v P ) 2 = 7.522 pies/s 
1 G = 20.96 slug-pie 2 
M 3 = 0.365 rad/s 
( Up) 3 = 3.42 pies/s 
19-54. (u fc )2 = 336 pies/s -> 

19-55. 0, = 39.8° 

Repaso 2 

R2-1. v a = 6.667 pies/s 
Mp = 20 rad/s 
v c = 3.333 pies/s 
mq = 6.67 rad/s 


ReSPUKTAS A PROS LEM AS SELECC ION ADOS 
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82-2* 

82-3. 

112*5* 


82-6* 

82-7* 

82-9. 

82-10* 

82-11* 

82-13* 


82-14* 

82-15. 

82-17* 

82-18* 

82-19* 

82-21* 


82*22* 

82-23* 

82-25* 

82-26* 

82-27* 

82-29* 

82-30* 

R2-3L 


io p = 24 rad/s 
6 ? d = 5.33 rad/s 
wj = 381 rad/s 
d = 2 pies 
102 = 682 rad/s 
Vbl = -11.4 pies/s 
a a — 12.5 m/s 2 

/ 

“ V 3[R^r) 

wj = 40 rad/s 
V 2 = 3-46 m/s 
£i>i = 13.3 rad/s 
a = 12.6 rad/s 2 
to = 0 

v c = 32.2 pies/s 
t'o = 32.2 pies/s 
F = 0 


<o = 0 

&)£)£ = 132 rad/s 
V G = 2.75 m/s 
f = 1.32 s 
« = 2.19 rad/s *) 

(o CD = 4.17 rad/s 
a c = 1.20 rad/s 2 
6? = 7.20 rad/s 

= % = 2.40 pies/s 
a a = 0.400 pie/s 2 
a B = 17.3 pies/s 2 
v c = 12.7 pies/s 


wj /■ 

t>o = 2 m/s 
«s = 6.67 rad/s 
2mg 


R(M + 2m) 
m S p. 
M + 2m 


io = 3.89 rad/s 


0 + 5(0.6) (4) = [(^)(0.45) 2 + (&)(0.9) 2 ]^ 


a >2 = 12.7 rad/s 
a m = 1.45 m/s 2 
a b = 1.94 m/s 2 
5g sen 0 


( w s)2 - 
("cfe - 


7r 

2 g sen 0 
3r 


* 

f 


82-33* fci-c ~ 1-464 pies 
to AB = 147 rad/s 5 
or = 1.80 rad/s 2 
a A B = 493 rad/s 2 P 
82-34* cr = 2.66 rad/s 2 ^ 
82-35* to = 1.08 rad/s 
= 439 pies/s 
82-37* T = 59166.86 N 
M = 51.2 kN ‘ m 
N = -29.6 kN 


82-38* 

82-39* 

82-41. 

8242. 

82-43* 

8245* 


8246* 

8247* 

8249* 


82-50* 


V = 0 

to = 30.7 rad/s 
a> = 0.0708 rad/s 
/ = 0.194 s 

(o s = 5.00 rad/s vq = 5.00 pies/s 
& = 4.45° 

a a = 56.2 pies/s 2 i 
a B = 40.2 pies/s 2 & = 53.3° 3 s " 
= 5.236 rad/s 2 
^ = 10.472 rad 
a D = 2.09 rad/s 2 
& D = 0.667 rev 
toco = 6.33 rad/s 
t = 10.4s 
PS 

a = - 

T 


7 

N b = 291 N 
A y = 344 N 
A x = 1.63 N 


T 


Capftulo 20 

20-1* 

(JO = 

(o x i + + (o x k 


a — 

0 + (w^l + Wyj) X (w ? k) 


a = 

6o y (o s 1 — to x to/i 

20-2* 

** = 

{5.66j + 6.26k} rad/s 


a = 

{-3.39i> rad/s 2 

20-3* 

*a = 

= {-7.611 - 1,18] + 2.54k} m/s 


*A = 

= {10.41 - 51,6] - 0.463k} m/s 2 

20-5* 

to = 

-8.944 rad/s 


60 = 

{-8,0j + 4.0k} rad/s 


(^)j vyz - {321} rad/s 2 


a = {321} rad/s 2 


= 2.001b 
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20-6. v A = {-0.2251} m/s 

a A = {-0.1351 - 0.1125) - 0.130k} m/s 2 

rghito \ 

Aj + fg^J 
20-9. w = {6j + 15k} rad/s 

« = {-901 + 1,5) + 3k} rad/s 2 
v fl = {-901 - 15j + 6k} pies/s 
a B = {2431 - 13533 + 1.5k} pies/s 2 
20-10. v B = {4101 - 15j + 6k} pies/s 

a B = {2931 - 13533 + l-5k} pies/s 2 
20-11. *» = {- 8 . 00 )} rad/s 
« = {64.01} rad/s 2 
v A = {-0.9051} m/s 
a A = {-7.24J - 7,24k} m/s 2 
20-13- to = {-0.81 - O.lj + 0.6k} rad/s 2 

v A = {-8.661 + 8.00j - 13.9k} pies/s 
a A = {-24.81 + 8.29j - 30.9k} pies/s 2 
20-14. to B = {5j + 5k} rad/s 
20-15. tog = {7.5j + 2.5k} rad/s 
20-17. v A = {-201} m/s 

b a = {-51 - 40(3} m/s 2 
v B = {-124i - 15j + 26.0k} m/s 
a B = {5691 - 2608j - 75k} m/s 2 
20-18. v B = {48761 - 15j + 26.0k} m/s 
a B = {10691 - 2608j - 75k} m/s 2 
20-19. y a = {101 + 14.7j - 19.6*.} pies/s 
b a = {-6.121 + 3j - 2k} pies/s 2 
20-21. Vg = 6.00 pies/s 
<w x = 0.6667 rad/s 
to y = 0.3333 rad/s 
a> z = 0.8333 rad/s 
Yg = {6.00j} pies/s 
to = {0.6671 + 0.333j + 0.833k} rad/s 
20-22. a B = {-6.50j} pies/s 2 

« = {-0.7221 + 0.889j - 0.278k} rad/s 2 
20-23. v B = 4.71 pies/s 

to^ = {1.171 + 1.27) - 0.779k} rad/s 
20-25. (to A a)x = 1.667 rad/s 
= 4.167 rad/s 
= 3.333 rad/s 
v B = -25 pies/s 
Yg = { -201 + 15k} pies/s 
20-26. a g = {-11291 + 847k} pies/s 
20-27. y b = {lj} m/s 


20-29. (<o AB ) x = -2.133 rad/s 
(to A g) y = 0.3902 rad/s 
(to A g) z = -0.3121 rad/s 2 
= {2.25k} m/s 
20-30. a a = {-13.9k} m/s 2 
20-31. Yg = {10k} pies/s 
20-33. v B = 1.875 m/s 
toj. = 1.50 rad/s 
(i> y = 0.225 rad/s 
ofj. = 0.450 rad/s 
20-34. a B = -657 m/s 2 
20-35. to = {1.501 + 2.60) + 2.00k} rad/s 
v c = {10.41 - 7.79k} pies/s 
20-37. o, x = 0.204 rad/s 
(o y = -0.612 rad/s 
= 1.36 rad/s 
v B = 0-333 m/s 

togc = {0.2041 - 0.612j + 1.36k} rad/s 
Yg = {—0.333)} m/s 

20-38. togc = {0.7691 - 2.31) + 0.513k} tad/s 
Yg = {—0.333J} m/s 

20-39. v c = {-1.001 + 5.00j + 0.800k}m/s 
ac = {-28.81 - 5.45) + 32.3k} m/s 2 
20-41. = { —4.51} m/s 

(Vc/ A )xyz = {-!■«)} m/s 
v c = { -4.51 - 1.8) } m/s 
20-42. a c = {19.351 - 27.9j - 21.6k} m/s 2 
20-43. v c = {-1.791 - 1.40) + 3.58k} m/s 
ac = {0.8391 - 3.15) + 0.354k} m/s 2 
20-45. (v^ fl ) XJ(4 = {1.20j - 1.60k} m/s 

(a AiBhyt = {—0.320) - 0.240k} m/s 2 
= { —5.701 + 1.20) - 1.60k} m/s 
n A = {-1.441 - 3.74) - 0.240k} m/s 2 
20-46. y a = { —5.701 + 1.20) - 1.60k} m/s 
a A = {-7.141 - 1.94) - 2.64k} m/s 2 
20-47. v c = {-2.71 - 6k} m/s 

ac = {-721 - 13.5) + 7.8k} m/s 2 
20-49. = {13.861 - 8.00k} m/s 

= {17.581 - 17.54k} m/s 2 
y a = {13.91 + 40.0j - 8.00k} m/s 
a^ = {-62.41 + 115) - 17.5k} m/s 2 
20-50. v B = {-5.201 - 1.44j + 16.5k} m/s 
a B = {5.751 - 109) + 24.1k} m/s 2 
20-5L v B = {-5.2(8 - 1.44j + 16.5k} m/s 
a B = {5.751 - llOj + 23.1k} m/s 2 
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20-53. {v B/A ) xyz = {-3j + 5.196k} m/s 
(h B /a) = {-4.0981 + 1.098k} m/s 2 
\ B = {-17.81 - 3j + 5.20k} m/s 
a 8 = {3.051 - 30.9j + 1.10k} m/s 2 
20-54. y c = {2.80j - 5.60k} m/s 
ac = {-561 + 2.11} m/s 2 
20-55. v c = {2.80j - 5.60k} m/s 

*c = {-561 + 2.1j; - 1.40k} m/s 2 


Capi'tulo 21 

21-2. I y = ^(A 2 + 4a 2 ) 
ly = # (2A 2 +3A 2 ) 
21-3. I y = \ mr 2 


21-5. 


4 = f(r 2 + 3 a 2 ) 

pa 2 h 


hy = Ti*- 

21-fi. I xy = # 

21-7. /^=gmr 2 

t _ Imr 1 
~ 12 

4 = 54 mr 2 

21-9* mj = m 2 — — 12 kg 

4 = 80 kg*m 2 
4 = 128 kg-m 2 
4 = 176 kg *m 2 
4>- = 72 kg * m 2 
4* = -24 kg ■ m 2 
4* = -24 kg* m 2 
21-10. l xy = 4.08 kg * m 2 
l yz = 1.10 kg* m 2 
4* = 0.785 kg* m 2 
21-11. 4 = 1-36 kg ■ m 2 
4 = 0.380 kg *m 2 
4 = 1.26 kg *m 2 
21-13. Por simetrfa y = 0.5 pie 
x = -0667 pie 
4- = 0.0272 slug* pie 2 
4 = 0.0155 slug * pie 2 
4 = 0.0427 slug ■ pie 2 
21-14. 4 = 1.25 slug-pie 2 
21-15. 4 = 3.54(10 -3 ) kg * m 2 
21-17. /_ = [0 + 0.4(2 )(0) (0.5)] 
+ [0 + 0.6(2) (0.3) (0.5)] 

+ [0 + 05(2) (0.6) (0.25)] 
= 0330 kg *m 2 


21-18. 


21-19. 

21 - 22 . 

21-23. 

21-25. 


21-26. 

21-27. 

21-29. 


21-30. 


21-31. 

21-33. 


21-34. 

21-35. 

21-37. 


21-38. 

21-39. 


21-41. 


21-42. 

21-43. 

21-45. 


I„ = 0626 kg *m 2 
I yy = 0.547 kg - m 2 
4* = L09 kg*m 2 
4 = 0429 kg *m 2 
T = 0.0920 pie* lb 

H Cl = {002071 - 0.00690j + 0.0690k} slug*pie?/s 
4* = 4 = 13.55 kg *m 2 
4 =0.100 kg* m 2 
to, = 2.58 rad/s 
H a = 26.9 kg * m 2 /s 

to = {-00625i - 0.119j + 0.106k} rad/s 
H x = 0.3375 kg *m 2 /s 
H y = 0 

H z = 1.6875 kg • m 2 /s 
Ho = {0.33751 + 1.6875k} kg *m 2 /s 
H 0 = {21.91 + 1.69k} kg *m 2 /s 
T = 78.5J 

Ho = {21.91 + 0.5625J + 1.69k} kg*m 2 /s 
T = 81.3 J 

H a = {-2000i - 2500j + 22 500k} kg *m 2 /s 

4 = 0.3235 slug - pie 2 

4 = 0.2588 slug ■ pie 2 

4 = 006470 slug ■ pie 2 

to = {-2.161 + 5.40J + 7.20k} rad/s 

u 0 = -0.2331 + 0.583j + 0.778k 

to = {-0.9541 + 2.38J + 3.18k} rad/s 

u A = -0.2331 + 0.583J + 0.778k 

T = 0.0920 pie ■ lb 

u 0 = {0.141 j - 0.990k} 

I 0 = {8.57i}N*s 

to = {—28.1j + 80k} rad/s 

Ho = {144i + 144j + 1056k} kg* m 2 /s 

T = 3.17 kJ 


= (4«x “ lxy ~ 4A) 

- & z (4 <D y - I yz W. - l yx tO x ) 

+ 14.(4 to z ~ to t - 4 y to y ) 

2A4 = 4 «x - 4 w y + h % 

A x = 9.64 N 
B x = 9.98 N 

f>x = 0 


(Oy = —(OCQSO 

<o F = <o sen ft 


J 


3 g land 


L (2 sen 8+1) 
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21-46* 

21-47. 

21-49. 

21-50. 

21-5L 

21-53* 


21-54* 

21-55* 

21-57. 

21-5$. 

21-59. 

21-62* 


B x = -250 N 

Ay — By — 0 

A z = B z = 24.5 N 



ZMy = -jvh 

XMj = 0 

( 0.1 cos 30°)(2) - ( 0.1 s$to8 F )m F 

- (0.2 sen 8o)m D = 0 

0 D = 139° 

m D = 0.661 kg 

0 F = 40.9° 

m F = 1.32 kg 

M = 81.0 N‘tn 

M y = -218 Lb‘pie 

M z = 0 

M x = 100 lb ‘ pie 
(o x = o) p sen 0 
My — (Q s (D z — (O p COS 0 
(o x = -io s io p cos 0 

tOy = 0 

(o z = (o s (o p sen 0 
M x = —3 ml (o s Mp cos 0 
My = ^ ml 2 (Op 2 sen 20 
M Z = Q 

mL 2 o>2 


E x = 0 

mL 2 (Ox o >2 

Ey = 12a 

E z = F z 
* £ 2 

F = 30 N 

N = 135 kN 

M = 27.5 N - m 

l z = 14938 slug ‘pie 2 

I x = = 0, = 6 rad/s 2 

T = 21.01b ‘ pie 

T = 23Alb ‘pie 

By = 0 
A z = -41.2 N 
A x = 0 
B z = 139 N 
cr = 69.3° 

0 = 128° 
y = 45* 

No 


21-63. N w = 77.7 Lb 

21-65. M x = [( 3 H 2 )(0.2) 2 ](2)(100) = 12.4 lb ‘ pie 

My = 0 " ' 

M z = 0 

21-66. A F = 53.4 N 
21-67. = 3,63(10*) rad/s 

21-69. I = l x = l y = ±tnr 2 

16g 

r COS <a^l6 cos 2 a — 26 sen 2 or + l) 

21-70. u, = -4.905 rad/s 
21-7L (Op = 13.5 rad/s o 3.00rad/s 
21-73* v = 88.89 m/s 

(o s = 222.22 rad/s 
M x = 2 kN ‘ m 
21-75. H Cl = 17.2 Mg ■ m 2 /s 
21-77. <£> = 12.8 rad/s 
21-78. // G = 0.352 kg ■ m 2 /s 
ip = 35.1 rad/s 
21-79. H c = 2.10 Mg ■ m 2 /s 

21- 81. H c = 4945 (l0 fi ) kg ■ ttr/s 

6 = <56.59° 

4> = 81.7 rad/s 
<j> = 212 rad/s 

Como / >l z , el movimiento es de precesi&n regular. 

Capftulo 22 

22- L y+56.1y = 0 

B = 0.1 m 

A = 0.2003 m 
y = 0.192 in 
22-2. / = 4.98 Hz 

r = 0201 s 
22-3. / = 2.02 Hz 

y = -02 cos 12.7/ 

C = 0.2 pie 
22-5. B = 0.150 
A = -0.1 

x = - 0.1 sen ( 20 /) + 0.150 cos ( 20 /) 

C = 0.180 m 

22-6. y = 0.107 sen (7.00/) + OlOOcos (7.00/) 

4> = 43.0° 

22-7. x = -0.0693 sen (5.77/) - 0.075 cos (5.77/) 

C = 0.102 m 
22-9. f = 2.52 Hz 

<t> = 0° C = 03795 m 
T ail = 83,7 kN 
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22 - 10 . 

22-1L 

22-13. 


22-14. 

22-15* 

22-17. 


22-18. 

22-19. 

22 - 21 . 

22 - 22 . 

22-23* 

22-25* 


22-26. 

22-27. 

22-29. 


22-30. 

22-31* 

22-33* 

22-34* 

22-35* 


t =2tt^ 


ka + & 

Sd 


7 = 2tT- 


* 

2g 

I A = 0.2894 mgd 

d = 146 mm 

kc = 0.627 m 

r = 0.401 s 

l = 0.457 m 

F lp = 28.8(9 

Ip = 0.7609 slug-pie 2 

8 + 15.3766 = 0 

/ = 0624 Hz_ 


= 2ir^j- 

fn= 2^4 


Mr 2 + Imko 1 


kr 2 


12 El 


ml? 

Sab = (l ~ k) ~ 
Sac = V' - h) + x 

= V? 

Aj 
m 

oj n = 76.7 rad/s 
C = 230 mm 

■4 , 12 ^ 


« JTT 

a " = V^r 


k r = -J-*- 


= 0 

r 

12g 

I 


IL 2 
2 ttL 
a 

TT 

27T 

k = — 

* 2 ? 

| nw 2 88 + mg(r)(sen 8)8 = 0 

T - &1< \i 

t = 0.401 s 
V = 50* 

T = O19218750 2 
8 + 26.0 8 = 0 
jm 

k 


r = 3,85 


-i-J 


t 2 g - Mr j 


R 


22-37, 


22-38. 

22-39* 

22-41. 

22-42. 

22-43* 

22-45. 


22-46. 

22-47. 

22-49, 


22-50. 

22-51. 

22-53* 

22-54, 

22-57. 


22-58. 

22-59. 

22-61. 


V = \k& 

7, =\Mk z r & 
jMkl 

Tl = 2 W^r 
f = -l I 

7T Y m 


'«=±V» 

2fcseni I 0 

V +-= 0 

m 

t = 2.81 s 

jc = Asen«„/ + £ cos g>„/ + 


Fo/k 

i - (?) ! 

Ms' 

\k — mix) / 


j? = .4 sen + ficoswj/ + 

B = y 0 

% (F 0 fk)io 
A - -t 

62/1 w " - ^ 
w„ = 8.025 rad/s 

V = (0.0186 sen 8.02* + 0333 cos 8.02/ 

- 0.0746 sen 2/) pies 

(fpW = 207 PWS 

V = (361 sen 7.75/ + 100 cos 7.75/ 

- 350 sen 8/) mm 
k = 4905 N/m 
io„ = 14.01 rad/s 
to = 14.0 rad/s 
(*p)niib. = 14.6 mm 
(x p )aA, = 35.5 mm 
eo„ = 18.57 rad/s 
MF = 0.997 

C = 5 -^- 2 

2 (mg + Life) — mLto 2 
F = 2cy 

C c = 2m^ 

C < X^mk 
to = 12.2 racj/s 
to = 7.07 rad/s 
k = 417 N/m 
k = 1250 N/m 
to„ = 8.923 rad/s 
wj = 8.566 rad/s 
= 0.734 s 


cos tot 
Icos tot 
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22 * 62 . 

21-63* 

21-65. 


22 * 66 . 

21-67. 

21-69* 


y p = 0.111 sen (5J-0.588) m 
y = 0.803[e -tL * s,f sen (9.23 1 + 1.48)] 

1.550 + 5400 + 20061 = 0 

to„ = 11.35 rad/s 

(c^) r = 3-92 lb • s/pie 

y = [ -0.0702[e -157 ' sen (8.546)] ] m 

y = (—0.0232 sen 8.976 + 0333 cos 8.976 

+ 0.0520 sen 46) pies 

to„ = 11.62 rad/s 
e c = 92.95 
a d = &87 rad/s 
A = 0.0338 

y = 33.8[e- 7J, sen(8.876)] mm 


m 

21- 70. y = A sen o>„ t + B cos t + —-— cos ^ 

(i " ^) 

22- 71* too — (D„ = 19.7 rad/s 
22-73. F = (1.006470ft^| 2 sen 

k = 1800 Lta/pie = 19.657 
(jjq = 19.0 rad/s o o^ = 20.3 rad/s 
22-74* Lq + Rq + = E n cos art 

22-75. y + 16 y + 12y = 0 

Como c > el sistema no vibrara. Por consiguiente, 
ffiia sobreamortiguado. 

22-77. Lq + Rq H —-q = 0 



Indice 

A 

Aeeleratidn (<j), 7-8,34,36,53-54,68, 
88,104-167,313,317,363-376, 
380-381,393,394-453,552-556, 
568. Vm tawbtin Aceleracidn 
angular 

ana lists dc movimiento relative y, 

88,363-376,380-381,393,568 
atraccidn gravitational y, 107-108, 
156-157 

constante,8,315 
cuerpos rfgidos ,313,315,317, 
363-376,380-381,394-453 
cuerpos rfgidos tridimensionales, 
552-556,568 
ajrva hoddgrafa, 34 
derivadas con respecto al tiempo, 
68,552-556,568 
direction y, 553,568-569 
ecuacionesde movimiento, 105-167, 
409-453 

ejes rotatorios, 380-381 
fuerza (F) y, 104467,394-453 
instant Anea, 7,34 
magnitud de, 36,363,365 
mementos de inertia (1) y, 395-408 
movimiento curvilineo y, 34,36, 
53-54,68 

movimiento plane general y, 
363-376,393,440-453 
movimiento rectilfneo y, 7-8 
particuias, 7-8,34,36,53-54,68,88* 
104 167 

procedimiento para el anAlisis, 365 
promedio, 7,34 

rotatidn alrededorde un eje fijo, 

317.425- 439,453 

rotation alrededorde un pumo fijo, 
552 

rotation y, 363-376,380-381,410-412 
segunda ley del movimiento de 
Newton y, 105-106 
traslacidn y, 313,363-367,409, 
412-425 

Aceleracidn angular (a), 68,315,317,395, 
425-426,551-556 
constante,315 

cuerpos rfgidos tridimensionales, 

551- 556 

derivadas con respecto al tiempo, 

552- 556 

magnitud y, 425-426 
mementos de inertia y, 395 
movimiento plane de un cuerpo 
rfgido, 315,317,395,425-426 
particuias, 68 

rotatidn alrededorde un eje fijo, 

315.317.425- 426 

rotatidn alrededor de un punto fijo, 
551-552 

Amortiguador, 655 
Amplitud, 633-634 


AnAlisis de movimiento absolute 
(dependiente), 81-86,103, 
329-336,392 

cuerpos rfgidos, 329-336,392 
particuias, 81-86,103 
procedimientosde, 82,329 
AnAlisisde movimiento dependiente, vea 
Ana lists de movimiento absolute 
Anal is is de movimiento relative, 87-91, 
103,300,337-350,363-390,393, 
535,566-577 

aceleracidn (a) y, 88,363-376, 
380-381,568 

cuerpos rfgidos tridimensionales, 
566-577 

desplazamiento (rotation} y, 337 
ges rotatories, 377-390,393,535, 
566-577 

ejes trasladantes, 566-577 
movimiento piano de un cuerpo 
rlgido, 337-350,363-390,393,535 
particuias, 87-91,103,300 
position y, 377,567 
procedimientos para, 88,340,365, 
382,569 

traslacidn y, 87-91,103,337-350, 
363-376,392-393,535 
wlocidad (v) y, 338-339,378-379,567 
AnAlisis vectorial, 672-676 
AnAlogos de tircuitos eldetricos, 661,669 
Angulo 

de nutatidn (e), 614-615,621-622 
deprecesidn (^), 614-615,621-622 
de rotatidn ($% 614-615,621-622 
direccional (^), 144-145 
Angulos de Euler, 614-616,621-622 
Anillos cardAnicos, 619 
Apogeo, 160 

C 

Gaballo de fuerza (hp), unidad de, 192 
Gantidad de movimiento, 220-297, 

301-302,494-533,589-592,628 
angular, 262-276,297,496-533, 
589-592,628 

dnStica de una partfcula, 220-297, 
301-302 

conservatidn, 236-247,268,296, 
517-520,533 

cuerpos rfgidos tridimensionales, 
589-592,628 
diagramas, 223-224 
flujo continuo y, 277-281,297 
impacto y, 248-261,296-297, 
521-530,533 
lineal, 222-247,296,495, 

498-500 

movimiento piano de un cuerpo 
rigjdo, 494-533 

principles de impulse y,221-247, 
266-281,296-297,501-516,532, 
592 


procedimiento para el anAlisis, 237, 
268,518 

propulsion y, 282-286,297 
sistemas de particuias, 228,236-247, 
264-265 

volfimenes de control, 277-295 
Centro de masa (G\ 113,590,593 

cantidad de movimiento angular, 590 
cuerpos rfgidos tridimensionales, 
590,593 

energfa cindtiea y, 593 
sistemade particuias, 113 
Gentrodo,353 

QnemAtica, 2-103,298-300,310-393, 
534-535,548-577 
anAlisis de movimiento relative, 
87-91,103,300,337-350,363-390, 
393,566-577 

centre instantAneo (Cl), 351-362,393 
cuerpos rfgidos tridimensionales, 

548- 577 

derivadas con respecto al tiempo (f), 
67-70,552-556,567-569 
ejes rotatories, 377-390,393,535 
grAficasparasoluciones, 19-26,100 
movimiento absolute (dependiente), 
anAlisis, 81-86,103,329-336,392 
movimiento continuo, 5-18 
movimiento curvilineo, 33-39,52-80, 
101-102,299 

movimiento de un proyectil,40-44, 
101 

movimiento errAtico, 19-32 
movimiento piano,310-393,534-535 
movimiento piano de un cuerpo 
ilgido, 310-393,534-535 
movimiento tridimensional general, 
557-565,577 

particuias, 2-103,298-300 
principles de,3-4 
procedimientos para el anAlisis, 9, 
37,41,55,70,82,88,319,329, 
340,353,365,382,569 
rectillnea, 5-32,100,299 
rotatidn, 312,314-321,392,552-556 
rotatidn alrededor de un eje fijo, 
312,314-321,392,535 
rotatidn alrededor de un punto fijo, 

549- 556,577 

traslatidn, 312-313,392,535,552-556 
velocidad cero, 351-362,393 
QnemAtica rectillnea, 5-32,100,299 
aceleratidn (a) 7-8 
tinemAtica de una partfcula, 5-32, 
100,299 

desplazamiento (A), 5 
grAficas para soluciones, 19-26,100 
movimiento continuo, 5-18 
movimiento errAtico, 19-32 
posicidn (j), 5,8 
procedimiento para el anAlisis, 9 
velocidad (v), 6,8 
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Gn^tica, 3, 104467,168-219,220-297, 
300-302,394-453,454-493, 
494-533,535-537,578-629^ Vea 
tamhiin Mecdnica espacial 
aceleraddn (<j)y, 104467,394-453 
conservacidn de la cantidad de 
movimiento, 236-247,268,296, 
517-520,533,537 
ooordenadas dlindricas, 144-154, 

167 

ooordenadas normales, 131-143 
ooordenadas rectangulares, 114-130 
ooordenadas tangendales, 131-143 
cuerpos rfgidos tridimensionales, 
578-629 
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trabajo (U) y, 168-219,300-301, 
454-493,536 
trayectorias* 156-162 
volumenes de control, 277-295 

Coefidente de restituddn, 249-250,297, 
521,523 
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312,314-321,392,425-439,453, 
535 

sistemasde, 458 
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hada abajo, 459 
partfculas, 5,33 
peso (IV) y, 459 
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628-629 
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477-489,493 

conservation de la energia, 205-209, 
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procedi miento para el an&lisis, 
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Formulation 

escalar, cantidad de movimiento, 
262,267 
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aceleracidn (a) y, 104-167,394-453 
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104-167 
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conservation de 1a energia, 205-209, 
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conservadora, 201-209,219,477-478, 
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ecuaciones de movimiento, 106-154, 
409-453 

energia potential (V), 201-204,219, 
477 478 

externa, 228,264 
frictiOn, 115,177-178 
gravitatoria (G), 107-108,156-157 
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lineaies y, 221-224,228 
interna, 112-113,264 
momentos, 263-265 
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rigjdo, 394-453,458 459, 

477-478,492 

movimiento piano general,440 453 
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procedi miento para el andlisis, 
114415,132 
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resorte, 115,172-173,218,459 
resultante, 109,263 
rotacidn alrededor de un eje fijo, 
425-439,453 
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458-459,492 

traslacidn y, 409,412-425 
variable, 170,458 
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Fuerza conservadora, 201-209,219, 
477-478,645 
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219.477- 478,645 

energia potencial (V), 201-204,219, 
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218-219,459,477 
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energia potencial eldstica, 202,219, 
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particulas, 115,172-173,202,218-219 
uabajo, 172-173,218,459 
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177-178 

GrMicas o-J,24,25 
Grdficas a-f, 19-23 
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Gr&ficas v-j, 24-25 
Gr£ficastK 19-23 
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Impacto, 248-261,296-297,521-530,533 
central, 248-250,251,297 
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coeficiente of restitution, 249-250, 
297 

deformation y, 248-251,521-523 
el£stieo,250 
cxcOntrico, 521-530,533 
lineade,248,521 
movimiento piano de un cuerpo 
rigido, 521-530,533 
oblicuo, 248,251,297 
plistico,250 

procedimiento para el anilisis, 251 
separation y, 523 

Impulso, 220-297,301-302,494-533 
angular, 266-271,297 
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301-302 

diagrama, 223-224 
extemo, 228,236 
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impacto, 248-261,296-297 
interne, 236-237 
lineal, 222-235,494-533 
movimiento piano de un cuerpo 
rigido, 494-533 
principles de cantidad de 

movimiento, 221-247,266-281, 
296-297,501-516,532 
propulsiOn, 282-286,297 
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angulares, 262-276,297,496-533, 
589-592,628 

cantidad de movimiento con 
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590 
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respecto a un p unto fijo, 590 
centre de masa (G), 590 
cin£ticade una particula, 262-276, 
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componentes rectangulares de 
cantidad de movimiento, 590-591 
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conservation de lacaniidad de 

movimiento, 268,517-520, 533 
cuerpos rigidos tridimensionales, 

589-592*628 

formulation escalar, 762,267 
formulation vectorial, 262,267 
impacto exc^trico* 521-530*533 
movimiento piano de un cuerpo 
rfgido, 496-500 

movimiento piano general, 499,532 
printipio de, 266-276, 297,501-516, 
592 

procedimiento para el anAIisis, 268, 
503,518 

lelacionesdel mo men to de una 
fuerza, 263-265 

rotation alrededor de un eje fijo* 
498,532 

sistema de parriculas, 264-265 
traslatidn,498, 532 
Impulso y cantidad de movimiento 

Kneales, 221-247,296,495-496, 
498-533 

conservation de la cantidad de 
movimiento, 236-247* 517-520 
diagramas, 223 
fiierza (i 7 ), 221-224,228 
fuerza externa, 228 
movimiento piano de un cuerpo 
rfgido, 496,498-500 
movimiento piano general* 499,532 
printipio de,221-227,501-516,532 
procedimientos para el anllisis, 224, 
237,503 

rotation alrededor de un eje fijo, 

498,532 

sistemas de part icular 228,236-247, 
296 

traslati0n,498,532 
Inertia (7), 110-111,167*395-409, 
440-451,453,579-588,628 
aceleracidn angular (a) y* 395 
dntiica de una parricula, 110-111, 
167 

cuerpos compuestos, 401 
cuerpos rigidos tridimensionales, 
579-588,628 

ecuaciones de movimiento,440-451 
elementosde volumen (10,396-397 
marco de referentia, 110-111,167, 
409 

momento de s con respecto a un eje 
arbitrario, 583 

momentos, 395-408,579-588* 628 

movimiento piano de un cuerpo 
rigido, 395-409,453 
procedimientos para el an£lisis, 397 
producto de, 579-582,628 
radio de giro, 401 
tensor, 582-583 

teorema de ejes paralelos, 400-401, 
581-582 
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676 
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Leyes de Kepler, 161 

Leyes de Newton, 106-109 

masay peso de un cuerpo, 108 
atractidn de la gravedad, 107-108 
dndticay, 106409 
segunda ley del movimiento, 

105-106 

equilibrio estAtieo* 109 

EJnea de impacto, 248,521 

Lfneas de actidn, 352 

M 

Magpitud, 6,33* 35-36,352-353.363* 365, 
425-426,460,492,553 
aceleracidn (a) y* 36,363,365 
aceleracidn angular (a), 425-426 
centro instantdneo (Cl) de 
velotidad cero, 352-353 
oonstante, 460,492 
cuerpos rigidos, 352-353* 363,365* 
425-426,460,492 

cuerpos rigidos tridimensionales, 553 
direction y* 33* 35-36* 352-353*365* 
425-426.460,553 
movimiento curvilfneo, 33*35-36 
parriculas, 6,33*35-36 
tapidez como, 6* 33 
rotation alrededor de un eje fijo* 
425-426 

trabajo de un momento de par, 460, 
492 

velotidad (v) y, 6,33* 35-36,352-353 

Masa (m), 108,282-284,620. Vea tamhten 
Centro de masa (G) 
axialmente simdtrica, 620 
cuerpo, 108 
ganancia, 283-284 
pdrdida, 282-283 
prop ulsid n, 282-284 
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Mecanica espatial, 155-165* 282-295, 
579-583,620-623*629 
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579-583 

movimiento sin par de torsidn, 
©0-623,629 
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drbita ellptica, 159-161 
propulsid n, 282-295 
trayectorias, 156-162 
volumen de control de parriculas* 
282-295 

Momento de par (Af), 460-461,492 

Momentos de inertia, 395-408* 579-588* 
628 

Movimiento 

angular, 314,316-319 
armdnico simple, 632 


continuo, parriculas, 5-18 
de un proyectil, 40-44,101 
err£tico, parriculas, 19-32 
general, cuerpos rigidos 

tridimensionales, 557-558,577, 
602 

horizontal, 40-41 
sin par de torsidn , 620-623,629 
tridimensional* parriculas* 54 
vertical, 40-41 

Movimiento con respecto a un punto fijo, 
549-556*577,590,593 
aceleracidn (a) en* 552 
aceleracidn angular (a), 551-552 
cantidad de movimiento angular, 
590 

cuerpos rigidos tridimensionales, 
549-556,577,590,593 
derivadas con respecto al tiempo, 
552-556 

energla tindtica y, 593 
rotaeidn, 549-556* 577 
rotatidn finita* 550 
rotaeidn infinitesimal, 551 
teorema de Euler, 550 
velotidad {v% 552 
velotidad angular (a#)* 551 
Movimiento curviltneo* 33-39* 52-80, 
101-102,299 

aceleracidn (a),34* 36,53-54,68 
cinemitica de una parricula, 33-39* 
53-80,101-102,299 
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66- 74 

coordenadas normales* 52-58 
coordenadas polares, 66-68,70 
coordenadas rectangulares (x* y* z), 
35-39 

coordenadas tangentiales, 52-58 
derivadas con respecto al tiempo, 

67- 70 

desplazamiento (A), 33 
posicidn (s),33*35*67 
procedimientos para el an^lisis, 37* 
55* 70 

tridimensional, 54 
velotidad (v)> 33,35-36* 52* 67 
Movimiento giroscdpico, 603-604, 
614-619,629 

Angulos de Euler* 614-616 
diseflo de un giroscopio (giro), 617 
ecuaciones de movimiento, 603-604 
efecto girosedpico, 616-617 
ejes de rotatidn simdtricos de, 
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Esta decimosegunda edicion de Ingenieria Mecanica: Dinamica, ofrece una presentacion dara 
y completa da la teoria y las aplicadones da la ingenieria mecanica. El texto ha sido mejorado 
significativamente an reladon con la edicion anterior, da manara qua tanto el profesor como al 
estudiante obtengan al apoyo didactico que requieren y encuentren mas ameno el material. 

Novedades da esta edicion 

Modifieaciones en el contemdo. Cada seccion dal taxto se reviso con sumo cuidado, y en 
muchas areas al material sa volvio a escribir con al fin da explicar da major manara los 
conceptos. 

Problamas fundamentals. Esta seccion ofrece a los lectores aplicadones simples da los 
conceptos vistos en al capitulo, con el fin de desarrollar sus habilidades para resolver ciertas 
dificultades antes de intentar solucionar los problamas estandar qua le siguen. 

Problamas conceptuales. Son problemas que involucran situaciones conceptuales relaciona- 
das con la aplicacion de los principios de mecanica presentados en el capitulo. 

Fotografias adictonales. Se han agragado mas de 60 fotografias da aplicadones reales que 
ilustran los ejemplos que se presentan a lo largo del libro. 

Problemas nuevos. Son alrededor de 800, que equivalen al 50% del total; entre ellos aplica¬ 
dones en biomecanica e ingenieria aeroespacial y petrolera. 
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